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Аннотация. Рассматривается квадратично-линейная задача двухуровневой оп-
тимизации с гарантированным решением, и осуществляется ее редукция к серии
задач двухуровневой оптимизации с оптимистическим решением, которые затем
сводятся к невыпуклым задачам оптимизации. Разработаны алгоритмы глобаль-
ного и локального поиска в полученных невыпуклых задачах. Приведены и проана-
лизированы результаты численного решения случайно сгенерированных тестовых
задач.
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1. Введение

В настоящее время задачи двухуровневой оптимизации являются одним
из наиболее привлекательных объектов для многих специалистов [2, 3,
4, 11, 15]. Такие задачи зачастую возникают на практике при анализе
иерархических систем управления (в энергетике, экономике, экологии
и др.) [11].

Для задач двухуровневой оптимизации не существует единого обще-
принятого понятия решения. Наиболее популярными являются оптими-
стическое и гарантированное (пессимистическое) решения. В результате
интенсивного исследования задач двухуровневой оптимизации, которое
осуществлялось на протяжении трех последних десятилетий, различ-
ными исследователями было предложено множество методов поиска
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оптимистических решений в таких задачах (см. обзор [14]). Однако
нам удалось отыскать очень немного информации о численном поиске
гарантированных решений в двухуровневых задачах [6, 18].

В настоящей статье предложен новый подход к поиску гарантирован-
ных решений в двухуровневых задачах, в которых критерий эффектив-
ности игрока верхнего уровня — квадратичная функция, выпуклая по
переменным игрока верхнего уровня и вогнутая по переменным игрока
нижнего уровня, а критерий эффективности игрока нижнего уровня —
линейная функция.

Вначале осуществляется редукция рассматриваемой двухуровневой
задачи к серии задач двухуровневой оптимизации с оптимистическим
решением. Последние сводятся к серии одноуровневых задач оптимиза-
ции с использованием метода штрафов (см., например, [11]) и условий
Каруша-Куна-Таккера для (выпуклой) задачи нижнего уровня. Для
численного решения полученных одноуровневых задач, которые ока-
зываются невыпуклыми, разработан алгоритм, основанный на теории
глобального поиска (см. [9, 7, 8, 17]).

Статья организована следующим образом. В разд. 2 осуществля-
ется постановка задачи и ее редукция. Далее, в разд. 3 предложены
алгоритмы локального и глобального поиска в редуцированных зада-
чах. Результаты численного решения тестовых двухуровневых задач
представлены в разд. 4.

2. Постановка задачи и ее редукция

Рассмотрим следующую задачу двухуровневой оптимизации в гаранти-
рованной постановке:

sup
y
{F (x, y) | y ∈ Y∗(x)} ↓ min

x
,

x ∈ X, Y∗(x)
4
= Argmin

y
{G(y) | y ∈ Y (x)},

 (BP)

где F (x, y)
4
=

1
2
〈x,Cx〉+ 〈c, x〉 − 1

2
〈y, C1y〉+ 〈c1, y〉, G(y)

4
= 〈d, y〉, X

4
=

{x ∈ IRm | Ax ≤ a, x ≥ 0}, Y (x)
4
= {y ∈ IRn | A1x + B1y ≤ b, y ≥ 0},

A ∈ IRp×m, A1 ∈ IRq×m, B1 ∈ IRq×n, C ≥ 0, C1 ≥ 0, a, b, c, c1, d — векторы
соответствующей размерности.

Также рассмотрим следующую вспомогательную задачу двухуров-
невой оптимизации в оптимистической постановке [6]:

F (x, y) ↓ min
x,y

, x ∈ X,
y ∈ Argmin

y
{G(y)− ηF (x, y) | y ∈ Y (x)},

 (BPo(η))
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где η > 0 — параметр, который далее для удобства будем называть
параметром штрафа.

Предположим, что допустимые множества X и Y (x) игроков верх-
него и нижнего уровня ограничены:

X — ограничено, (H1)

∃Y : Y ⊇ Y (x) ∀x ∈ X, Y — компакт. (H2)

Теорема 1. [5] Пусть выполнены условия (H1), (H2) и последова-
тельности {ηk}, {τk} сходятся к нулю: ηk ↓ 0, τk ↓ 0. Пусть далее пара
(xk, yk) является приближенным τk-решением задачи (BPo(ηk)), k =
0, 1, 2, ... Тогда любая предельная точка последовательности {xk, yk}
является (гарантированным) решением задачи (BP).

Теорема 1 позволяет свести задачу (BP) к серии двухуровневых
задач в оптимистической постановке (BPo(ηk)), соответствующих по-
следовательности {ηk} : ηk ↓ 0.

Далее, с помощью замены задачи нижнего уровня ее необходимыми и
достаточными условиями оптимальности типа Каруша–Куна–Таккера
(ККТ) и с использованием метода штрафов, задача (BPo(η)) при фик-
сированном значении параметра η может быть сведена к серии одно-
уровневых задач (см., например, [11, 15]) следующего вида:

Φ(x, y, v)
4
= F (x, y) + µh(x, y, v) ↓ min

x,y,v
,

(x, y, v) ∈ D,

 (P(µ, η))

где h(x, y, v)
4
= η〈y, C1y〉 + 〈d − ηc1, y〉 + 〈b − A1x, v〉, D

4
= {(x, y, v) |

Ax ≤ a, x ≥ 0, A1x + B1y ≤ b, y ≥ 0, d − ηc1 + ηC1y + vB1 ≥ 0,
v ≥ 0}. Отметим, что v ∈ IRq — это вектор множителей Лагранжа для
задачи нижнего уровня, µ > 0 — параметр штрафа. Весьма важно,
что на параметры штрафа µ > 0, η > 0 требуется наложить условие

µη ≥ 1
2
, так что для последовательностей {ηk} и {µk} справедливо

условие µkηk ≥
1
2
.

Нетрудно видеть, что задача (P(µ, η)) является невыпуклой квадра-
тичной задачей оптимизации. При этом ее целевая функция Φ(·) явля-
ется d.c. функцией, т.е. представима в виде разности двух выпуклых
функций, а именно:

Φ(x, y, v) = g(x, y, v)− f(x, y, v), (2.1)

где g(x, y, v) =
1
2
〈Cx, x〉 + 〈c, x〉 +

(
µη − 1

2

)
〈C1y, y〉 +

µ
(
〈a1, v〉+

1
4
‖v−A1x‖2

)
и f(x, y, v) = 〈(µη−1)c1−µd, y〉+

1
4
µ‖v+A1x‖2

суть выпуклые функции.
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Для численного решения задачи (P(µ, η)) при фиксированных зна-
чениях η > 0, µ > 0 предлагается использовать стратегию глобального
поиска в задачах d.c. минимизации [9, 8, 17]. Основанный на этой стра-
тегии алгоритм глобального поиска и один из его ключевых элементов
— локальный поиск — описывается в следующем разделе.

3. Локальный и глобальный поиск

При разработке метода локального поиска в задаче (P(µ, η)) была ис-
пользована идея из [7, 17], которая состоит в последовательном решении
задачи по группам переменных. При фиксированном значении пере-
менной v задача (P(µ, η)) становится выпуклой квадратичной задачей
оптимизации по переменным (x, y) ∈ IRm+n, а при фиксированном зна-
чении (x, y) мы получаем задачу линейного программирования (ЛП) по
переменной v ∈ IRq. Эти вспомогательные задачи могут быть успешно
решены с помощью классических методов оптимизации и пакетов при-
кладных программ, на них основанных [1, 12, 16]. Итак, предлагается
следующий специальный метод локального поиска.

Пусть задана стартовая точка (x0, y0, v0) ∈ D.
Шаг 0. Положить s := 0, vs := v0.
Шаг 1. С помощью одного из методов квадратичной оптимизации

найти (приближенное)
ρs
2
-решение (xs+1, ys+1) задачи:

Φ(x, y, vs) ↓ min
x,y

, (x, y, vs) ∈ D.

Шаг 2. Получить
ρs
2
-решение vs+1 задачи линейного программиро-

вания:
Φ(xs+1, ys+1, v) ↓ min

v
, (xs+1, ys+1, v) ∈ D,

Шаг 3. Положить s := s+ 1, и перейти на шаг 1. #
Сходимость вышеописанного метода, который далее будем называть

V -процедурой, устанавливается следующей теоремой.

Теорема 2. i) Если ρs > 0, s = 0, 1, 2...,
∞∑
s=0

ρs < +∞, то последова-

тельность {Φs},Φs
4
= Φ(xs, ys, vs), значений функции Φ(·), генерируе-

мая V-процедурой, сходится.
ii) Если дополнительно (xs, ys, vs) → (x̂, ŷ, v̂), то предел (x̂, ŷ, v̂) удо-
влетворяет следующим неравенствам:

Φ(x̂, ŷ, v̂) ≤ Φ(x, y, v̂) ∀(x, y) : (x, y, v̂) ∈ D, (3.1)
Φ(x̂, ŷ, v̂) ≤ Φ(x̂, ŷ, v) ∀v : (x̂, ŷ, v) ∈ D. (3.2)
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Тройку (x̂, ŷ, v̂), удовлетворяющую неравенствам (3.1) и (3.2), бу-
дем называть критической точкой для задачи (P(µ, η)). В том случае,
если неравенства (3.1) и (3.2) выполнены для некоторой точки прибли-
женно с заданной точностью, будем называть эту точку приближенно
критической.

Следующие утверждения дают критерии останова V -процедуры.

Предложение 1. Если после шага 2 V-процедуры выполнилось сле-
дующее неравенство:

Φ(xs, ys, vs)− Φ(xs+1, ys+1, vs) ≤ δ1, (3.3)

то тройка (xs, ys, vs) является частично глобальным (приближенным)(
δ1 +

ρs
2

)
-решением задачи (P(µ, η)) по (x, y) и частично глобальным(

δ1 +
ρs−1

2
+
ρs
2

)
-решением задачи (P(µ, η)) по v.

Предложение 2. Если после шага 2 V-процедуры имеет место сле-
дующее неравенство:

Φ(xs+1, ys+1, vs)− Φ(xs+1, ys+1, vs+1) ≤ δ2, (3.4)

то тройка (xs+1, ys+1, vs) является частично глобальным (δ2 + ρs)-
решением по (x, y) и частично глобальным

(
δ2 +

ρs
2

)
-решением по v.

Следовательно, если выбрать δ1 ≤
δ

2
, ρs−1 ≤

δ

4
, ρs ≤

δ

4
, то тройка

(xs, ys, vs) удовлетворяющая неравенству (3.3) будет приближенно δ-
критической точкой.

Можно предложить также другой вариант метода локального поиска
в задаче (P(µ, η)) (согласно логике из [7, 17]), в котором вспомога-
тельные задачи решаются в другом порядке (сначала – по v, затем –
по (x, y)). Назовем указанный вариант метода локального поиска XY -
процедурой.

Поскольку методы локального поиска, вообще говоря, не позволя-
ют находить глобальные решения даже в задачах небольшой размер-
ности, был разработан алгоритм глобального поиска (АГП) в задаче
(P(µ, η)), основанный на стратегии глобального поиска в задачах d.c.
минимизации [9, 8, 17]. Основными этапами этого алгоритма являются:

a) отыскание критической точки с использованием метода локально-
го поиска;

b) выход из текущей критической точки с помощью процедур, осно-
ванных на условиях глобальной оптимальности [8].

Описанию численного тестирования алгоритма глобального поиска
посвящен следующий раздел.
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4. Тестирование алгоритма глобального поиска

При проведении вычислительного эксперимента на языке программиро-
вания C++ были написаны программы, реализующие описанные выше
алгоритмы локального и глобального поиска. При этом приближенно
критические точки находились с точностью δ = 10−4. Для V -процедуры
был использован критерий останова (3.3), для XY -процедуры исполь-
зовался аналогичный критерий. Для решения вспомогательных выпук-
лых квадратичных задач оптимизации, возникающих на этапе локаль-
ного поиска, был запрограммирован метод особых точек [10, 16], а для
решения вспомогательных задач ЛП использовался пакет GLPK
(www.gnu.org/software/glpk). Счет осуществлялся на компьютере с про-
цессором Intel Core 2 Duo 1.6GHz.

Для построения тестовых задач на основе идеи из [13] был разра-
ботан новый метод генерации двухуровневых задач с гарантированным
решением. Данный подход предполагает построение тестовых двухуров-
невых задач различной сложности и размерности с помощью так назы-
ваемых двухуровневых задач-ядер небольшой размерности с известны-
ми локальными и глобальными решениями. Нами были сконструирова-
ны и решены аналитически задачи-ядра следующего вида:

sup
y
{x2 − 8x+ py1 − 2y2

2 | y ∈ Y∗(x)} ↓ min
x
,

x ∈ [0; 6],

Y∗(x)
4
= Argmin

y
{−y1 | y1 + y2 ≤ x,

y1 ≤ 3, y1 ≥ 0, y2 ≥ 0},


(KP)

где p — это параметр, который отвечает за количество локальных ре-
шений, не являющихся глобальными в задаче, и следовательно, опре-
деляет сложность этой задачи.

В ходе вычислительного эксперимента было получено, что значений

параметров штрафа η =
1
20

и µ = 20 для V -процедуры, µ = 10 для XY -
процедуры оказалось достаточно для сходимости локального поиска к
допустимой точке задачи (BP).

Для проведения тестирования глобального поиска с помощью опи-
санного выше подхода была сгенерирована серия тестовых двухуровне-
вых задач размерности от m = 2, n = 4 до m = 20, n = 40. Заранее
отметим, что во всех тестовых задачах с помощью алгоритма глобаль-
ного поиска удалось отыскать решение с точностью ε = 10−3, поэтому
эта информация не включена в таблицу.
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В табл. 1, 2 были использованы следующие обозначения:
Name — имя тестовой задачи в виде m+n_№, где m+n — размерность
задачи, а № — номер задачи заданной размерности;
LocSol — количество локальных решений в задаче, которые не являют-
ся ее глобальными решениями по построению;
Loc — количество запусков соответствующей процедуры локального по-
иска при глобальном поиске;
St — количество итераций алгоритма глобального поиска;
T — время счета.

Name LocSol Loc St T

2 + 4_1 0 25 1 0.30
2 + 4_2 3 32 2 0.45
2 + 4_3 3 33 2 0.32
2 + 4_4 2 34 2 0.44
2 + 4_5 2 29 1 0.35
2 + 4_6 3 28 2 0.34
5 + 10_1 24 138 4 17.84
5 + 10_2 30 90 4 14.32
5 + 10_3 30 93 3 11.63
5 + 10_4 30 105 5 16.38
5 + 10_5 31 90 3 12.50
10 + 20_1 896 365 5 6:23.00
10 + 20_2 1016 288 7 5:00.41
10 + 20_3 1020 325 3 4:29.05
10 + 20_4 1023 320 2 11:06.42
10 + 20_5 1022 184 2 5:32.34
20 + 40_1 0 1152 1 1:16:38.65
20 + 40_2 1048575 839 2 2:10:38.96
20 + 40_3 1048575 961 3 1:27:36.88
20 + 40_4 1047552 1127 5 2:28:50.65

Таблица 1. Глобальный поиск с использованием XY -процедуры

Отметим, что по результатам тестирования реализация алгоритма
глобального поиска с использованием V -процедуры для локального по-
иска является более эффективной по времени счета по сравнению с реа-
лизацией алгоритма глобального поиска с использованием
XY -процедуры в качестве алгоритма локального поиска.

Заметим, что количество различных критических точек, пройденных
алгоритмом глобального поиска, которые позволили улучшить значе-
ние целевой функции, было небольшим и достигало только значения
7. Кроме того, количество запусков алгоритма локального поиска при
глобальном поиске, которое достигало 1152 при использовании XY -
процедуры и 595 при использовании V -процедуры для двухуровневых
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задач размерности 60 оказалось несравнимым с большим количеством
локальных решений (максимум 1048575), которые не являются глобаль-
ными в этих задачах.

Name LocSol Loc St T

2 + 4_1 0 7 1 0.10
2 + 4_2 3 5 2 0.08
2 + 4_3 3 9 2 0.10
2 + 4_4 2 6 2 0.09
2 + 4_5 2 10 1 0.15
2 + 4_6 3 7 1 0.09
5 + 10_1 24 42 3 6.70
5 + 10_2 30 77 5 13.48
5 + 10_3 30 47 3 7.57
5 + 10_4 30 75 5 13.11
5 + 10_5 31 46 2 8.23
10 + 20_1 896 94 2 1:39.74
10 + 20_2 1016 159 4 3:14.98
10 + 20_3 1020 273 6 4:36.09
10 + 20_4 1023 162 4 1:45.24
10 + 20_5 1022 59 2 1:57.09
20 + 40_1 0 536 1 45:38.95
20 + 40_2 1048575 353 2 1:02:27.62
20 + 40_3 1048575 394 4 39:59.01
20 + 40_4 1047552 595 4 58:20.47

Таблица 2. Глобальный поиск с использованием V-процедуры

Снова подчеркнем, что в ходе вычислительного эксперимента нам
удалось за приемлемое время отыскать гарантированные решения во
всех сгенерированных двухуровневых задачах суммарной размерности
до 60.

5. Заключение

В работе рассмотрена квадратично-линейная задача двухуровневой оп-
тимизации с гарантированным решением. Проведена ее редукция к се-
рии невыпуклых задач оптимизации, для которых разработаны алго-
ритмы локального и глобального поиска. Проведенный вычислитель-
ный эксперимент продемонстрировал эффективность разработанного
алгоритма глобального поиска.
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Abstract. A quadratic-linear bilevel optimization problem with guaranteed
(pessimistic) solution is considered. It is reduced to a series of optimistic bilevel
optimization problems, which are further reduced to nonconvex optimization problems.
Global and local search algorithms for the latter problems are developed. The results of
computational solving randomly generated test problems are given and analyzed.

Keywords: Bilevel optimization, Pessimistic solution, Nonconvex optimization prob-
lems, Local search, Global search, Computational simulation.
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