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Аннотация. В статье для линейного интегро-дифференциального операторного
уравнения с вырожденной дифференциальной частью высокого порядка и инте-
гральным членом Вольтерра типа свертки рассмотрена задача Коши. Построена
фундаментальная оператор-функция интегро-дифференциального оператора, соот-
ветствующего рассматриваемому уравнению, доказаны теоремы существования и
единственности обобщенного (в классе распределений с ограниченным слева носи-
телем) и классического (N раз сильно непрерывно дифференцируемого) решений за-
дачи Коши. Полученные результаты применены к исследованию начально-краевых
задач, возникающих в математической теории упругости.

Ключевые слова: банахово пространство; фредгольмов оператор; жорданов на-
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Введение

Исследования линейных интегро-дифференциальных уравнений с ин-
тегральным слагаемым сверточного типа в банаховых пространствах
проводились в [8, 5, 6]. В монографии [8] доказана теорема о явном
виде фундаментальной оператор функции интегро-дифференциального
оператора первого порядка с фредгольмовым оператором при производ-
ной, этот результат применен к решению некоторых содержательных

∗ Работа выполнена при финансовой поддержке Федеральной целевой програм-
мы «Научные и научно-педагогические кадры инновационной Росии» на 2009-2013
годы, госконтракт № П696, и гранта для поддержки НИР аспирантов и молодых
сотрудников ИГУ, тема № 091-08-104 (приказ № 370 от 24.12.2010).
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начально-краевых задач [5]. Задача Коши для интегро-дифференциаль-
ного уравнения второго порядка с аналогичным вырождением была
исследована авторами в [6], там же рассмотрены ее приложения в ма-
тематической теории упругости. В представляемой работе полученные
ранее результаты обобщаются на случай интегро-дифференциально-
го уравнения с вырожденной полной дифференциальной частью про-
извольного порядка N . Исследования однозначной разрешимости на-
чальной задачи проводятся методами теории обобщенных функций в
банаховых пространствах с помощью конструкции фундаментальной
оператор-функции, доказательство теоремы о виде которой проводится
с помощью методики, отличной от предложенной в [8]. Полученные
результаты иллюстрируются на примерах задач Коши — Дирихле для
интегро-дифференциальных и дифференциальных уравнений в част-
ных производных высоких порядков по переменной времени.

1. Обобщенные жордановы наборы фредгольмовых
операторов

Пусть E1, E2 — вещественные банаховы пространства, B — замкнутый
линейный оператор, действующий из E1 в E2, причем D(B) = E1. Кро-
ме того, R(B) = R(B) и dimN(B) = dimN(B∗) = n, т. е. оператор B
фредгольмов. Обозначим {ϕi}ni=1 и {ψi}ni=1 — базисы в N(B) и N(B∗)
соответственно, {γi}ni=1 ⊂ E∗1 и {zi}ni=1 ⊂ E2 — биортогональные им
системы элементов, т. е. 〈ϕi, γj〉 = 〈zi, ψj〉 = δij , i, j = 1, . . . , n. Введем
в рассмотрение проекторы P : E1 → N(B), Q : E2 → span {zi}ni=1,
действия которых задаются формулами

P =
n∑
i=1

Pi =
n∑
i=1

〈·, γi〉ϕi, Q =
n∑
i=1

Qi =
n∑
i=1

〈·, ψi〉 zi,

и ограниченный оператор Γ : E2 → D(B),

Γ = B̃−1 =
(
B +

n∑
i=1

〈·, γi〉 zi
)−1

,

называемый оператором Треногина — Шмидта [1]. Справедливы ра-
венства Γzi = ϕi, Γ∗γi = ψi, ΓB = I1 −P, BΓ = I2 −Q. Здесь и далее в
работе I1, I2 — тождественные операторы в пространствах E1 и E2.

Пусть F(t) — сильно непрерывное достаточно гладкое однопарамет-
рическое семейство замкнутых линейных операторов из E1 в E2. Обоб-
щенной F(t)-жордановой цепочкой длины pi ∈ N элемента ϕi ∈ N(B)
называется конечный набор элементов

{
ϕ

(1)
i , ϕ

(2)
i , . . . , ϕ

(pi)
i

}
⊂ E1, удо-

влетворяющих уравнениям

Bϕ
(1)
i = 0, Bϕ(k+1)

i = lk(ϕi), k = 1, . . . , pi − 1,
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которые, в соответствии с альтернативой Фредгольма [1], разрешимы,
если 〈lk(ϕi), ψj〉 = 0, j = 1, . . . , n, k = 1, . . . , pi−1. Здесь введено обозна-

чение lk(ϕi) =
k∑
q=1

F(k−q)(0)ϕ(q)
i . Вектор ϕ(k+1)

i , k = 1, . . . , pi−1, принято

называть F(t)-присоединенным элементом k-го порядка к элементу ϕi,
причем справедлива формула ϕ(k+1)

i = Γlk(ϕi). Условие обрыва цепочки
присоединенных элементов на pi-м шаге состоит в том, что не все числа
〈lpi(ϕi), ψj〉 равны нулю. Построив по описанному правилу для каждого
ϕi ∈ N(B) свою F(t)-жорданову цепочку, получим систему элементов{

ϕ
(k)
i , i = 1, . . . , n, k = 1, . . . , pi

}
⊂ E1,

называемую обобщенным F(t)-жордановым набором фредгольмова опе-
ратора B и являющуюся полной, если det ‖〈lpi(ϕi), ψj〉‖ 6= 0. Базис
в N(B∗) можно выбрать таким, что условие полноты F(t)-жорданова
набора эквивалентно соотношению 〈lpi(ϕi), ψj〉 = δij , i, j = 1, . . . , n, в
этом случае zi = lpi(ϕi).

В цикле работ Б. В. Логинова (см., например, статью [3] и библиогра-
фию к ней) показано, что, если оператор B имеет полный обобщенный
F(t)-жорданов набор, то существует полный обобщенный F∗(t)-жорда-
нов набор оператора B∗, который строится по тем же правилам, при-
чем базисы в N(B) и N(B∗) можно выбрать так, что элементы ϕi и
ψi с одинаковыми номерами имеют обобщенные жордановы цепочки
одинаковой длины. В дальнейшем без ограничения общности будем
предполагать, что все указанные перестройки базисов уже выполнены.

Полным F∗(t)-жордановым набором оператора B∗ называется систе-
ма элементов ψ(k)

i ∈ E∗2 , i = 1, . . . , n, k = 1, . . . , pi, которые удовлетво-
ряют уравнениям

B∗ψ
(1)
i = 0, B∗ψ(k+1)

i = l∗k(ψi), i = 1, . . . , n, k = 1, . . . , pi − 1,

условиям разрешимости

〈ϕi, l∗k(ψj)〉 = 0, i, j = 1, . . . , n, k = 1, . . . , pj − 1,

и полноты 〈
ϕi, l

∗
pj (ψj)

〉
= δij , i, j = 1, . . . , n,

где l∗k(ψi) =
k∑
q=1

(
F(k−q)(0)

)∗
ψ

(q)
i . Для восстановления F∗(t)-присоеди-

ненных элементов справедливы формулы

ψ
(k+1)
i = Γ∗lk(ψi), i = 1, . . . , n, k = 1, . . . , pi − 1,

а из последнего соотношения следует, что γi = l∗pi(ψi), i = 1, . . . , n.
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Следует отметить, что условия разрешимости уравнений для опре-
деления F(t)- и F∗(t)-присоединенных элементов могут быть записаны
в следующем эквивалентном виде:〈

ϕ
(k+1)
i , γj

〉
=
〈
zj , ψ

(k+1)
i

〉
= 0, i, j = 1, . . . , n, k = 1, . . . , pi − 1.

2. Обобщенные функции в банаховых пространствах

Пусть E —вещественное банахово пространство, E∗ — сопряженное к
нему банахово пространство. Отнесем к множеству K(E∗) основных
функций все финитные бесконечно дифференцируемые функции s(t)
со значениями в E∗. Носителем supp s(t) основной функции s(t) на-
зывается замыкание в R множества значений t, при которых s(t) 6= 0.
Cходимость в K(E∗), которая вводится следующим образом: говорят,
что последовательность функций {sn(t)} сходится к s(t) в K(E∗), если
а) ∃ R > 0 такое, что ∀ n ∈ N supp sn(t) ⊂ [−R, R] ;
б) ∀ α ∈ N выполняется sup

t∈[−R, R]

∥∥∥s(α)
n − s(α)(t)

∥∥∥
E∗

n→+∞−−−−−→ 0;

наделяет векторное пространство K(E∗) топологической структурой.
Обобщенной функцией (распределением) f(t) со значениями в банахо-
вом пространстве E называется всякий линейный непрерывный функ-
ционал (f, s(t)), заданный на K(E∗). Обозначим K ′(E) множество всех
обобщенных функций со значениями в E, которое относительно введен-
ной в нем слабой сходимости: {fn} ⊂ K ′(E) сходится к f ∈ K ′(E), если
(fn, s(t))

n→+∞−−−−−→ (f, s(t)), ∀ s(t) ∈ K(E∗); является полным векторным
пространством и называется пространством обобщенных функций. По-
нятия нулевого множества и носителя распределения, равенства двух
обобщенных функций, операции сложения, умножения на бесконечно
дифференцируемую числовую функцию, дифференцирования (послед-
ние две непрерывны из K ′(E) в K ′(E)) определяются так же, как и
для классических обобщенных функций Соболева — Шварца, множе-
ство которых, следуя монографии В. C. Владимирова [2], будем обозна-
чать D′. Всякая локально интегрируемая по Бохнеру функция f(t) со
значениями в E порождает распределение

(f(t), s(t)) =
+∞∫
−∞

〈f(t), s(t)〉 dt, s(t) ∈ K(E∗).

Все обобщенные функции, которые можно задать по приведенному пра-
вилу, принято называть регулярными, остальные — сингулярными. При-
меры регулярной и сингулярной обобщенных функций изK ′(E) достав-
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ляют аналоги функции Хевисайда и дельта-функции Дирака

(aθ(t− t0), s(t)) =
+∞∫
t0

〈a, s(t)〉 dt, (aδ(t− t0), s(t)) = 〈a, s(t0)〉 ,

соответственно, где a ∈ E, t0 ∈ R, s(t) ∈ K(E∗). При этом легко
показать, что (aθ(t − t0))′ = aδ(t − t0). Через K ′+(E), K ′+(E) ⊂ K ′(E),
будем обозначать пространство распределений с ограниченным слева
носителем.

Пусть K(t) — сильно непрерывная оператор-функция со значения-
ми в L(E1, E2), h(t) ∈ D′, тогда произведение K(t)h(t) (формальное
выражение) назовем обобщенной оператор-функцией. Далее интегро-
дифференциальному оператору вида

LN (u(t)) = Bu(N)(t)−AN−1u
(N−1)(t)− . . .−

−A1u
′(t)−A0u(t)−

t∫
0

k(t− s)u(s)ds

поставим в соответствие следующую обобщенную оператор-функцию:

LN (δ(t)) = Bδ(N)(t)−AN−1δ
(N−1)(t)− . . .−A1δ

′(t)−A0δ(t)− k(t)θ(t).

Условия на операторные коэффициенты и ядро будут приведены ниже.
Пусть f(t) ∈ K ′+(E1), h(t) ∈ D′+, тогда сверткой обобщенной опера-

тор-функции K(t)h(t) и обобщенной функции f(t) называется распре-
деление K(t)h(t) ∗ f(t) ∈ K ′+(E2) определяемое равенством

(K(t)h(t) ∗ f(t), s(t)) = (h(t), (f(τ), K∗(t)s(t+ τ))) , ∀ s(t) ∈ K(E∗2).

Корректность этого определения гарантируется ограниченностью слева
носителей функций h(t) ∈ D′+ и f(t) ∈ K ′+(E1) и доказывается по
схеме, аналогичной применяемой в [2] при доказательстве существо-
вания свертки в алгебре D′+. Отметим, что в классах распределений с
ограниченным слева носителем операция свертки ассоциативна.

Далее введем ключевое понятие. Фундаментальной оператор-функ-
цией интегро-дифференциального оператора LN (δ(t)) назовем обобщен-
ную оператор-функцию E(t), удовлетворяющую равенствам

E(t) ∗ LN (δ(t)) ∗ v(t) = v(t), ∀ v(t) ∈ K ′+(E1),

LN (δ(t)) ∗ E(t) ∗ w(t) = w(t), ∀ w(t) ∈ K ′+(E2).

Смысл этой конструкции состоит в следующем: если известна фун-
даментальная оператор-функция E(t) интегро-дифференциального опе-
ратора LN (δ(t)), то, в силу второго равенства, сверточное уравнение
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вида LN (δ(t)) ∗ u(t) = f(t), где f(t) ∈ K ′+(E2), имеет своим решением
обобщенную функцию u(t) = E(t) ∗ f(t) ∈ K ′+(E1), причем это реше-
ние единственно. Действительно, если существует v(t) ∈ K ′+(E1) такая,
что v(t) 6= u(t) и LN (δ(t)) ∗ v(t) = f(t), то, с учетом первого равен-
ства из определения фундаментальной оператор-функции и свойства
ассоциативности свертки, получим

v(t) =
(
E(t)∗LN (δ(t))

)
∗v(t) = E(t)∗

(
LN (δ(t))∗v(t)

)
= E(t)∗f(t) = u(t),

противоречие, доказывающее единственность решения u(t) = E(t)∗f(t)
исходного сверточного уравнения в классе K ′+(E1).

3. Фундаментальная оператор-функция вырожденного
интегро-дифференциального оператора

Теорема 1. Пусть B, AN−1, . . . , A1, A0 — замкнутые линейные
операторы из E1 в E2, k(t) — однопараметрическое семейство класса
C∞(t ≥ 0) операторов с аналогичными свойствами и областью опреде-
ления D(k), не зависящей от t, причем

D(B) =
N⋂
k=1

D(Ak−1) ∩D(k) = E1, D(B) ⊆
N⋂
k=1

D(Ak−1) ∩D(k),

k(t) сильно непрерывна на D(k), а оператор B фредгольмов и имеет
полный обобщенный жорданов набор относительно оператор-функции

F(t) = AN−1 +AN−2t+ . . .+A0
tN−1

(N−1)! +
t∫

0

(t−s)N−1

(N−1)! k(s)ds, тогда интегро-

дифференциальный оператор LN (δ(t)) имеет на классе K ′+(E2) фунда-
ментальную оператор-функцию вида

E(t) = Γ
tN−1

(N − 1)!
θ(t) ∗ (I2δ(t) +R(t)θ(t)) ∗ (I2δ(t) +N(t)θ(t)) ∗G(t),

здесь Γ — оператор Треногина — Шмидта, R(t) и N(t) — резольвенты

ядер F(t)Γ и (−
n∑
i=1

QiR
(pi)(t)) соответственно, функция G(t) задается

следующим образом: G(t) = ((I2−Q)δ(t)−
n∑
i=1

pi∑
j=1

〈
·, ψ(j)

i

〉
ziδ

(pi+1−j)(t));{
ψ

(j)
i , i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , pi

}
— полный обобщенный F∗(t)-жорданов

набор оператора B∗ (см. п. 1).

Доказательству теоремы 1 предпошлем вспомогательную лемму.

Лемма. Если выполнены условия теоремы 1, то
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10. QiR(k−1)(0) =


〈
·, ψ(k+1)

i

〉
zi, k = 1, . . . , pi − 1,

Qi, k = pi;

20. (I2 −Q)δ(t) ∗ (I2δ(t) +N(t)θ(t)) ∗G(t) = (I2 −Q)δ(t);
30. (QiR(pi)(t)θ(t) +Qiδ(t)) ∗ (I2δ(t) +N(t)θ(t)) = Qiδ(t);
40. QR(t)θ(t) ∗ (I2δ(t) +N(t)θ(t)) ∗G(t) = −Qδ(t);
50. G(t) ∗ LN (δ(t)) =

= (I2δ(t) +
n∑
i=1

QiR
(pi)(t)θ(t)) ∗ (I2δ(t)− F(t)Γθ(t)) ∗ B̃δ(N)(t).

Доказательство. Последовательно докажем пять этих равенств. Ис-
ходя из соотношения R(t) = F(t)Γ +

∫ t
0 F(t − s)ΓR(s)ds для резоль-

венты R(t) и формулы F∗(t)-присоединенных элементов, индукцией по
k можно доказать, что QiR(k−1)(0) = 〈·,Γ∗l∗k(ψi)〉 zi, откуда и следует
требуемое равенство 10.

Так как (I2 −Q)zi = 0, i = 1, . . . , n, то имеют место соотношения

(I2−Q)δ(t) ∗N(t)θ(t) = (I2−Q)δ(t) ∗
n∑
i=1

pi∑
j=1

〈
·, ψ(j)

i

〉
ziδ

(pi+1−j)(t) = O2,

где O2 — нулевой оператор в пространстве E2, которые в совокупности
со свойством идемпотентности проектора I2 −Q, доказывают 20.

Используя QiQj = δijQi, равенство 30 можно установить, с учетом

N(t)θ(t) = −
n∑
k=1

QkR
(pk)(t)θ(t)∗(I2δ(t)+N(t)θ(t)), следующим образом:

(QiR(pi)(t)θ(t) +Qiδ(t)) ∗ (Iδ(t) +N(t)θ(t)) =

= Qiδ(t) ∗ (
n∑
k=1

QkR
(pk)(t)θ(t) + I2δ(t)) ∗ (I2δ(t) +N(t)θ(t)) =

= Qiδ(t) ∗ (I2δ(t) +N(t)θ(t)−N(t)θ(t)) = Qiδ(t).

Применяя 10, 30, а затем
〈
zk, ψ

(j+1)
i

〉
= 0, j = 1, . . . , pi−1, из пункта

1 и легко проверяемые соотношения Qi(I2 − Q) = O2, Qizj = δijzi,
покажем равенство 40 тождественными преобразованиями, а именно

QR(t)θ(t) ∗ (I2δ(t) +N(t)θ(t)) ∗G(t) =

=
n∑
i=1

QiR(t)θ(t) ∗ δ(pi)(t) ∗ (I2δ(t) +N(t)θ(t)) ∗ tpi−1

(pi − 1)!
θ(t) ∗G(t) =
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=
n∑
i=1

(
QiR

(pi)(t)θ(t) +Qiδ(t) +
pi∑
j=2

〈
·, ψ(j)

i

〉
ziδ

(pi+1−j)(t)
)
∗

∗ (I2δ(t) +N(t)θ(t)) ∗ tpi−1

(pi − 1)!
θ(t) ∗G(t) =

=
n∑
i=1

(
Qiδ(t) +

pi∑
j=2

〈
·, ψ(j)

i

〉
ziδ

(pi+1−j)(t)
)
∗

∗
(

(I2 −Q)
tpi−1

(pi − 1)!
θ(t)−

n∑
k=1

pk∑
j=1

〈
·, ψ(j)

k

〉
zkδ

(pk−pi+1−j)(t)
)

=

=
n∑
i=1

( pi∑
j=2

〈
·, ψ(j)

i

〉
zi

tj−1

(j − 1)!
θ(t)−

〈
·, ψ(1)

i

〉
ziδ(t)−

−
pi∑
j=2

〈
·, ψ(j)

i

〉
zi

tj−1

(j − 1)!
θ(t)

)
= −Qδ(t),

Справедлива цепочка равенств

G(t) ∗ LN (δ(t)) = G(t) ∗ (Bδ(t)− F(t)θ(t)) ∗ δ(N)(t) =

=
(
Bδ(t)− (I2 −Q)F(t)θ(t)−

n∑
i=1

pi∑
j=1

〈
·, B∗ψ(j)

i

〉
ziδ

(pi−1−j)(t)+

+
n∑
i=1

pi∑
j=1

〈
·, ψ(j)

i

〉
ziδ

(pi−1−j)(t) ∗ F(t)θ(t)
)
∗ δ(N)(t),

в последнее из которых подставим выражение

δ(pi−1−j)(t) ∗ F(t)θ(t) = F(pi+1−j)(t)θ(t) + F(pi−j)(0)δ(t)+

+ F(pi−j−1)(0)δ′(t) + . . .+ F′(0)δ(pi−j−1)(t) + F(0)δ(pi−j)(t),

а затем приведем подобные слагаемые относительно производных δ(t).
В результате этих преобразований, в силу уравнений для определения
F∗(t)-присоединенных векторов, получим

G(t) ∗ LN (δ(t)) =

=
(
B̃δ(t)−(I2−Q)F(t)θ(t)+

n∑
i=1

pi∑
j=1

〈
·, ψ(j)

i

〉
ziF

(pi+1−j)(t)θ(t)
)
∗δ(N)(t) =

=
(

I2δ(t)− F(t)Γθ(t) +QF(t)Γθ(t)+

+
n∑
i=1

pi∑
j=1

〈
·, ψ(j)

i

〉
ziF

(pi+1−j)(t)Γθ(t)
)
∗ B̃δ(N)(t).
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Далее, с учетом 10 и R(t) = F(t)Γ +
∫ t
0 R(t− s)F(s)Γds, находим

QF(t)Γθ(t) +
n∑
i=1

pi∑
j=1

〈
·, ψ(j)

i

〉
ziF

(pi+1−j)(t)Γθ(t) =

=
n∑
i=1

Qi

(
F(pi)(t)Γ +R(0)F(pi−1)(t)Γ +R′(0)F(pi−2)(t)Γ + . . .+

+R(pi−2)(0)F′(t)Γ +R(pi−1)(0)F(t)Γ
)
θ(t) =

=
n∑
i=1

Qi

(
R(pi)(t)−

t∫
0

R(pi)(t− s)F(s)Γds
)
θ(t) =

=
n∑
i=1

QiR
(pi)(t)θ(t) ∗ (I2δ(t)− F(t)Γθ(t)),

что и завершает доказательство равенства 50 и всей леммы.

Доказательство теоремы 1. Согласно определению фундаментальной
оператор-функции (см. п. 2), требуется установить равенства

LN (δ(t)) ∗ E(t) = I2 δ(t), E(t) ∗ LN (δ(t)) = I1 δ(t).

Раскрывая первую свертку, получим

LN (δ(t)) ∗ E(t) =
= ((I2−Q)δ(t)−F(t)Γθ(t))∗(I2δ(t)+R(t)θ(t))∗(I2δ(t)+N(t)θ(t))∗G(t) =

=
(

I2δ(t)−Qδ(t) ∗ (I2δ(t) +R(t)θ(t))
)
∗ (I2δ(t) +N(t)θ(t)) ∗G(t) =

=
(

(I2 −Q)δ(t)−QR(t)θ(t))
)
∗ (I2δ(t) +N(t)θ(t)) ∗G(t).

Отсюда, в силу 20 и 40, LN (δ(t)) ∗ E(t) = (I2 −Q)δ(t) +Qδ(t) = I2δ(t).
Для доказательства второго равенства воспользуемся соотношением

50 из леммы.

E(t) ∗ LN (δ(t)) =

= Γ
tN−1

(N − 1)!
θ(t)∗(I2δ(t)+R(t)θ(t))∗(I2δ(t)+N(t)θ(t))∗G(t)∗LN (δ(t)) =
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= Γ
tN−1

(N − 1)!
θ(t) ∗ (I2δ(t) +R(t)θ(t)) ∗ (I2δ(t) +N(t)θ(t))∗

∗ (I2δ(t) +
n∑
i=1

QiR
(pi)(t)θ(t)) ∗ (I2δ(t)− F(t)Γθ(t)) ∗ B̃δ(N)(t) =

= Γ
tN−1

(N − 1)!
θ(t) ∗ B̃δ(N)(t) = I1δ(t).

Таким образом, теорема 1 доказана.

Пусть u(t), f(t) — функции неотрицательного вещественного аргу-
мента t со значениями в E1 и E2 соответственно. Рассмотрим задачу
Коши вида

LN (u(t)) = f(t), u(0) = u0, u
′(0) = u1, . . . , u

(N−1)(0) = uN−1, (1)

где B, AN−1, . . . , A1, A0, k(t) из теоремы 1. В обобщенных функциях
эта задача принимает вид сверточного уравнения

LN (δ(t)) ∗ ũ(t) = g̃(t),

единственным решением которого в классе K ′+(E1) (обобщенным реше-
нием задачи Коши (1)), как показано в пункте 2, является

ũ(t) = E(t) ∗ g̃(t). (2)

Здесь g̃(t) ∈ K ′+(E2) задается формулой

g̃(t) = f(t)θ(t) + (BuN−1 −AN−1uN−2 − . . .−A1u0)δ(t)+
+ (BuN−2 −AN−1uN−3 − . . .−A2u0)δ′(t) + . . .+

+ (Bu1 −AN−1u0)δ(N−2)(t) +Bu0δ
(N−1)(t).

Теорема 2. Пусть выполнены условия теоремы 1, тогда задача Коши
(1) имеет единственное обобщенное решение вида (2).

Замечание 1. Применяя методику работы [4], можно установить, что
решение (2) имеет следующую структуру:

ũ(t) = E(t) ∗ g̃(t) = u(t)θ(t) +
n∑
i=1

pi−N∑
j=1

pi−N+1−j∑
k=1

ci [k+j+N−1]ϕ
(j)
i δ(j−1)(t),

где u(t) в случае
〈
f(t), ψ(j)

i

〉
∈ Cpi−j+1(R+), i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , pi,

принадлежит классу CN+ (E1) = C(t ≥ 0; E1) ∩ CN (t > 0; E1), удо-
влетворяет интегро-дифференциальному уравнению (1) и следующим
начальным условиям:

u(k−1)(0) = uk−1 +
n∑
i=1

pi−N+k∑
j=1

ci [j+N−k]ϕ
(j)
i , k = 1, . . . , N.
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Коэффициенты ci [j] ∈ R, i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , pi, определяются
единственным образом по формулам

ci [j] = −
pi−j+1∑
k=1

〈
h(pi−j−k+1)(0), ψ(k)

i

〉
, i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , pi,

здесь h(t) = f(t) − LN (p(t)), p(t) = u0 + u1t + . . . + uN−1
tN−1

(N−1)! . Если
положить ci [j] = 0, i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , pi, то решение (2) представ-
ляет собой регулярную обобщенную функцию вида ũ(t) = u(t)θ(t), где
u(t) ∈ CN+ (E1) обращает в тождество рассматриваемое уравнение и удо-
влетворяет исходным начальным условиям, т. е. является классическим
решением задачи Коши (1). Таким образом, справедлива

Теорема 3. Пусть выполнены условия теоремы 1 и〈
f(t), ψ(j)

i

〉
∈ Cpi−j+1(R+), i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , pi,

тогда, если

pi−j+1∑
k=1

〈
h(pi−j−k+1)(0), ψ(k)

i

〉
= 0, i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , pi,

то задача Коши (1) имеет единственное классическое решение.

Замечание 2. Полученные в теореме 3 условия описывают множе-
ство правых частей интегро-дифференциального уравнения и началь-
ных данных (1), при которых рассматриваемая задача Коши однознач-
но разрешима в классе CN+ (E1).

4. Приложения

Пусть Ω — ограниченная область пространства Rm с границей ∂Ω клас-
са C∞, переменная t принимает неотрицательные действительные зна-
чения, т. е. t ∈ {0} ∪ R+. В цилиндре R+ × Ω = {(t, x̄) : t ∈ R+, x̄ ∈ Ω}
рассмотрим интегро-дифференциальные уравнения

(ν −∆)ut −∆u−
t∫

0

g(t− s)∆u(s, x̄)ds = f(t, x̄), (3)

(α−∆)utt − β∆ut −∆u+
t∫

0

g(t− s)∆u(s, x̄)ds = f(t, x̄), (4)
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и дифференциальные уравнения

(∆− λ2)uttt − k∆(∆− λ1)utt − γ∆2ut + k∆3u = f(t, x̄), (5)

τ(∆− λ3)utttt + (∆− λ2)uttt −∆((τγ + k)∆− kλ1)utt−
− γ∆2ut + k∆3u = f(t, x̄), (6)

где ν, α, β, γ, λ1, λ2, λ3, k, τ — отличные от нуля вещественные по-
стоянные, причем λ2 6= λ1 в уравнении (5), τ > 0 и λ3 6= λ2 в уравнении
(6), ядро g(t) : R+ → R в (3) и (4) является аналитической функцией.

Перечисленные уравнения представляют интерес с точки зрения при-
ложений. Например, уравнение (3) возникает при решении задач нели-
нейной динамики наследственно упругих тел [7]. В случае m = 3 и
f(t, x1, x2, x3) ≡ 0 уравнение (4) моделирует вязкоупруго-динамическое
состояние среды [7], при этом u = u(t, x1, x2, x3) определяет смещение,
числа α и β представляют собой нелинейные соотношения между по-
стоянными характеристиками среды, а функция g = g(t) отражает ее
реологические свойства (ползучесть). При m = 2 и f(t, x1, x2) ≡ 0 урав-
нение (5) описывает колебания термоупругой пластины [9], а уравнение
(6) — этот же процесс в нестационарном тепловом поле, распространя-
ющемся согласно закону Каттанео — Вернотте [10], причем функция
u = u(t, x1, x2) определяет прогиб пластины, коэффициенты λ2 и λ3 об-
ратно пропорциональны квадрату ее толщины, вещественный параметр
τ > 0 задает время релаксации теплового потока, остальные постоянные
отражают механические и тепловые характеристики, которые в рамках
моделируемых процессов предполагаются неизменными.

Для каждого из уравнений (3), (4), (5) и (6) зададим начальные

∂k−1

∂tk−1
u(t, x̄)

∣∣∣∣∣
t=0

= uk−1(x̄), k = 1, . . . , N, x̄ ∈ Ω, (7)

при N = 1, 2, 3 и 4 соответственно, и однородное граничное

u(t, x̄)|x̄∈∂Ω = 0, (t, x̄) ∈ R+ × ∂Ω, (8)

условия, т. е. поставим задачи Коши —Дирихле. Здесь функции uk−1(x̄),
k = 1, . . . , N , для уравнений (3) и (4) имеют на множестве Ω по сово-
купности переменных порядок гладкости l + 2, а для (5) и (6) — l + 6,
где l ∈ {0} ∪ N, причем uk−1(x̄)|x̄∈∂Ω = 0, k = 1, . . . , N .

Начально-краевые задачи (3), (7), (8) и (4), (7), (8) допускают редук-
цию к задаче Коши (1) при N = 1 и N = 2, если положить

E1 =
◦
L2(Ω) ≡

{
v(x̄) ∈ L2(Ω) : v(x̄)|x̄∈∂Ω = 0

}
, E2 = L2(Ω),

а операторы B = ν − ∆, A0 = ∆ и B = α − ∆, A1 = β∆, A0 = ∆,
ядра интегральных частей k(t) = g(t)∆ и k(t) = −g(t)∆ заданными в

iZV2011-1.tex; 14/03/2011; 9:59; p.129



130 М. В. ФАЛАЛЕЕВ, С. С. ОРЛОВ

◦
H l+2(Ω) ≡

{
v(x̄) ∈W l+2

2 (Ω) : v(x̄)|x̄∈∂Ω = 0
}
. Здесь и далее через L2(Ω)

и W l
2(Ω) ≡ H l(Ω) обозначены пространства Лебега и Соболева.

Выбирая E1 =
◦
H l+6(Ω), E2 = H l(Ω) и полагая области определения

операторов B = ∆ − λ2, A2 = k∆(∆ − λ1), A1 = γ∆2, A0 = −k∆3,
k(t) ≡ O и B = τ(∆ − λ3), A3 = −(∆ − λ2), A2 = ∆((τγ + k)∆ − kλ1),
A1 = γ∆2, A0 = −k∆3, k(t) ≡ O, совпадающими с E1, сведем задачи Ко-
ши — Дирихле (5), (7), (8) и (6)-(8) к начальной задаче (1) с порядками
N = 3 и N = 4 дифференциальных частей интегро-дифференциального
уравнения. Здесь O ∈ L(E1, E2) — нуль-оператор.

Будем предполагать ν, α, λ2, λ3 ∈ σ(∆), где σ(∆) — спектр одно-
родной задачи Дирихле ∆φ(x̄) = µφ(x̄), φ(x̄)|x̄∈∂Ω = 0, что, с учетом
выбора E1 и D(B), соответствует случаям самосопряженных, а, значит,
фредгольмовых операторов B = ν − ∆, B = α − ∆, B = ∆ − λ2 и
B = τ(∆ − λ3), размерности ядер которых совпадают с конечными
кратностями собственных чисел ν, α, λ2 и λ3 соответственно.

Обозначим σ(∆) = {µi}+∞i=1 , где собственные числа µi занумерованы
в порядке убывания с учетом кратности, {φi}+∞i=1 — система собственных
функций, ортонормированная в смысле скалярного произведения про-
странства L2(Ω). Пусть φi(x̄), µi = ν отвечают ν ∈ σ(∆), т. е. являются
базисными элементами ядра оператора B = α−∆. В качестве базиса в
N(B∗) выберем функции ψi(x̄) = 1

νφi(x̄), µi = ν. Тогда имеет место
соотношение 〈l1(ϕi), ψj〉 =

∫
Ω

∆φi(x̄)ψj(x̄)dx̄ = δij , которое означает

отсутствие присоединенных элементов у образующих полный жорданов
набор элементов φi(x̄), µi = ν, т. е. все pi = 1 (см. п. 1). В аналогичных
обозначениях то же самое можно показать для операторов B = α−∆,
B = ∆ − λ2 и B = τ(∆ − λ3) из уравнений (4), (5) и (6), выбирая
базисные элементы в N(B∗) следующим образом:

ψi(x̄) =
1
αβ

φi(x̄), µi = α, ψi(x̄) =
1

kλ2(λ1 − λ2)
φi(x̄), µi = λ2, λ2 6= λ1,

ψi(x̄) = − 1
λ3 − λ2

φi(x̄), µi = λ3, λ3 6= λ2.

Далее как следствия теорем 2 и 3 сформулируем утверждения об
однозначной разрешимости рассматриваемых начально-краевых задач.

Теорема 4. Пусть ν ∈ σ(∆) и
∫
Ω
f(t, x̄)φi(x̄)dx̄ ∈ C1(R+), µi = ν, тогда

задача Коши — Дирихле (3), (7), (8) имеет единственное обобщенное
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решение, определяемое формулой

ũ(t, x̄) = u(t, x̄)θ(t) =

=

u0(x̄) +
∑
µi 6=ν

1
ν − µi

t∫
0

(
1 +

t−s∫
0

pi(τ)dτ
)
aµi(s)dsφi(x̄) −

− 1
ν

∑
µi=ν

(
aµi(t) +

t∫
0

p(t− s)aµi(s)ds
)
φi(x̄)

 θ(t),
причем функция u = u(t, x̄) ∈ C1

+(
◦
L2(Ω)) является классическим реше-

нием этой задачи, если выполнены соотношения∫
Ω

(
f(0, x̄) + νu0(x̄)

)
φi(x̄)dx̄ = 0, µi = ν.

Здесь pi(t) — резольвента ядра µi
ν−µi (1 +

t∫
0
g(s)ds), p(t) — резольвента

ядра −g(t), функция aµi(t) задается следующим образом:

aµi(t) =
∫
Ω

[
f(t, x̄) + µi

(
1 +

t∫
0

g(s)ds
)
u0(x̄)

]
φi(x̄)dx̄.

Теорема 5. Пусть α ∈ σ(∆) и
∫
Ω
f(t, x̄)φi(x̄)dx̄ ∈ C1(R+), µi = α,

тогда задача Коши — Дирихле (4), (7), (8) имеет единственное обоб-
щенное решение, определяемое формулой

ũ(t, x̄) = u(t, x̄)θ(t) =

[
u0(x̄) + tu1(x̄)+

+
∑
µi 6=α

1
α− µi

t∫
0

t−s∫
0

(
1 + (t− s− τ)qi(τ)

)
bµi(s)dτdsφi(x̄)−

− 1
αβ

∑
µi=α

t∫
0

(
1 +

t−s∫
0

q(τ)dτ
)
bµi(s)dsφi(x̄)

 θ(t),
причем функция u = u(t, x̄) ∈ C2

+(
◦
L2(Ω)) является классическим реше-

нием этой задачи, если выполнены соотношения∫
Ω

(
f(0, x̄) + αβu1(x̄) + αu0(x̄)

)
φi(x̄)dx̄ = 0, µi = α.
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Здесь qi(t), q(t) — резольвенты ядер µi
α−µi (β + t −

t∫
0

(t − s)g(s)ds) и

− 1
β + 1

β

t∫
0
g(s)ds соответственно, функция bµi(t) имеет вид

bµi(t) =
∫
Ω

[
f(t, x̄) + µi

(
β + t−

t∫
0

(t− s)g(s)ds
)
u1(x̄)+

+ µi

(
1−

t∫
0

g(s)ds
)
u0(x̄)

]
φi(x̄)dx̄.

Теорема 6. Пусть λ2 ∈ σ(∆), λ2 6= λ1 и 〈f(t, x̄), φi(x̄)〉Hl(Ω) ∈ C1(R+),
µi = λ2, тогда задача Коши — Дирихле (5), (7), (8) имеет единствен-
ное обобщенное решение, определяемое формулой

ũ(t, x̄) = u(t, x̄)θ(t) =

[
u0(x̄) + tu1(x̄) +

t2

2
u2(x̄)+

+
∑
µi 6=λ2

1
µi − λ2

t∫
0

t−s∫
0

(
(t− s− τ) +

(t− s− τ)2

2
ri(τ)

)
cµi(s)dτdsφi(x̄)−

− 1
kλ2(λ2 − λ1)

∑
µi=λ2

t∫
0

t−s∫
0

(
1 + (t− s− τ)r(τ)

)
cµi(s)dτdsφi(x̄)

 θ(t),
причем функция u = u(t, x̄) ∈ C3

+(
◦
H l+6(Ω)) является классическим

решением этой задачи, если выполнены соотношения〈
f(0, x̄) + kλ2(λ2 − λ1)u2(x̄) + γλ2

2u1(x̄)− kλ3
2u0(x̄), φi(x̄)

〉
Hl(Ω)

= 0,

µi = λ2.

Здесь ri(t) и r(t) — резольвенты ядер µi
µi−λ2

(
k(µi − λ1) + γµit− kµ2

i
t2

2

)
и λ2

λ2−λ1
(−γ

k + λ2t) соответственно, функция cµi(t) имеет вид

cµi(t) =
〈
f(t, x̄) + µi

(
k(µi − λ1) + γµit− kµ2

i

t2

2

)
u2(x̄)+

+ µ2
i (γ − kµit)u1(x̄)− kµ3

iu0(x̄), φi(x̄)
〉
Hl(Ω)

.

Теорема 7. Пусть λ3 ∈ σ(∆), λ3 6= λ2 и 〈f(t, x̄), φi(x̄)〉Hl(Ω) ∈ C1(R+),
µi = λ3, тогда задача Коши — Дирихле (6)-(8) имеет единственное
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обобщенное решение, определяемое формулой

ũ(t, x̄) = u(t, x̄)θ(t) =

[
u0(x̄) + tu1(x̄) +

t2

2
u2(x̄) +

t3

6
u3(x̄)+

+
∑
µi 6=λ3

1
τ(µi − λ3)

t∫
0

t−ξ∫
0

(
(t− ξ − η)2

2
+

(t− ξ − η)3

6
si(η)

)
dµi(ξ)dηdξφi(x̄)+

+
1

λ3 − λ2

∑
µi=λ3

t∫
0

t−ξ∫
0

(
(t− ξ − η) +

(t− ξ − η)2

2
s(η)

)
dµi(ξ)dηdξφi(x̄)

 θ(t),
причем функция u = u(t, x̄) ∈ C4

+(
◦
H l+6(Ω)) является классическим

решением этой задачи, если выполнены соотношения〈
f(0, x̄)+(λ2−λ3)u3(x̄)+ωµiu2(x̄)+γλ2

2u1(x̄)−kλ3
2u0(x̄), φi(x̄)

〉
Hl(Ω)

=0,

µi = λ3, ωµi = µi((τγ + k)µi − kλ1).

Здесь si(t) — резольвента ядра 1
τ(µi−λ3)

(
λ2−µi+ωµit+γµ2

i
t2

2 −kµ
3
i
t3

6

)
,

s(t) — резольвента ядра 1
λ3−λ2

((ωµi + γλ2
3t − kλ3

3
t2

2 ), функция dµi(t)
задается следующим образом:

dµi(t) =
〈
f(t, x̄) +

(
λ2 − µi + ωµit+ γµ2

i

t2

2
− kµ3

i

t3

6

)
u3(x̄)+

+
(
ωµi+γµit−kµ3

i

t2

2

)
u2(x̄)+µ2

i (γ−kµit)u1(x̄)−kµ3
iu0(x̄), φi(x̄)

〉
Hl(Ω)

.
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M. V. Falaleev, S. S. Orlov
Integro-differential equations with degeneration in Banach spa-

ces and it’s applications in mathematical theory of elasticity

Abstract. Cauchy problem for linear integro-differential operator equation with de-
generated differential part of high order and convolutional type Volterra integral term
is considered in article. Fundamental operator-function of integro-differential operator,
appropriated of examining equation, is constructed, Cauchy problem generalized (in class
of distributios with left-bounded support) and classical (N times strongly continuously
differentiable) solutions existence and uniqueness theorems are proved. Obtaining results
are applied to the investigation of initial boundary value problems, arised in mathematical
theory of elasticity.
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