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Аннотация. В статье изучаются общие свойства и связи локальных автоморфиз-
мов и локальных дифференцирований нильпотентных алгебр. Построены примеры
новых нетривиальных локальных автоморфизмов и дифференцирований алгебры
нильтреугольных n × n матриц (при n = 3 они полностью описаны) и соответству-
ющей подалгебры алгебры Шевалле.
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Введение

Всюду в статье K есть ассоциативно коммутативное кольцо с едини-
цей. Локальным дифференцированием кольца (или K-алгебры) R на-
зывают всякое аддитивное (соответственно, K-линейное) отображение
φ : R → R, действующее на каждый элемент x ∈ R как некоторое
дифференцирование φx, вообще говоря, зависящее от x:

φx(αβ) = φx(α)β + αφx(β) (α, β ∈ R).

Аналогично определяют локальный автоморфизм, [13]. Тривиаль-
ные локальные дифференцирования и автоморфизмы – это обычные
∗ Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ, грант 09–01–00717.
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дифференцирования и автоморфизмы, соответственно. Как показано
в [13], для полной алгебры комплексных n × n матриц локальные ав-
томорфизмы исчерпываются автоморфизмами и антиавтоморфизмами.
В комплексной алгебре треугольных 3× 3 матриц подалгебра с нетри-
виальным локальным автоморфизмом указана в [9]. См. также [10] –
[12].

В статье, наряду с изучением общих свойств и связей, построены
нетривиальные локальные автоморфизмы и дифференцирования ал-
гебры NT (n,K) нильтреугольных n × n матриц над K и подалгебры
NΦ(K) с базисом {er | r ∈ Φ+} в K-алгебре с базисом Шевалле {er (r ∈
Φ), · · · }, ассоциированной с системой корней Φ, [8, § 4.4]. Отметим, что
алгебра NΦ(K) типа An−1 изоморфна алгебре Ли, ассоциированной с
NT (n,K).

Полное описание локальных автоморфизмов и локальных диффе-
ренцирований алгебры NT (n,K) указывает при n = 3 теорема 2. Су-
щественно используются известные описания автоморфизмов и диффе-
ренцирований алгебр и колец NT (n,K), [5, 6, 14].

1. Общие свойства

Отметим, что автоморфизмы и дифференцирования характеризуются
действием на порождающих элементах кольца или алгебры. С другой
стороны, очевидны следующие две леммы.

Лемма 1. Всякий локальный автоморфизм и локальное дифферен-
цирование K-алгебры или кольца R характеризуется действием на
элементах, порождающих R соответственно K-линейно или адди-
тивно.

Лемма 2. Неединичный локальный автоморфизм (аналогично ненуле-
вое локальное дифференцирование) ξ кольца является нетривиальным,
если ξ = 1 (соответственно, ξ = 0) на каком-либо порождающем
множестве кольца.

Тесную связь эндоморфизмов и дифференцирований выявляет (см.
[6, Лемма 1])

Лемма 3. Эндоморфизм ζ аддитивной группы R+ при ζ(R)2 = 0 есть
дифференцирование кольца R тогда и только тогда, когда эндоморфиз-
мом кольца R является 1 + ζ : x→ x+ ζ(x).

Доказательство вытекает непосредственно из соотношений

(1 + ζ)(x) · (1 + ζ)(y) = x · y + {ζ(x) · y + x · ζ(y)}+ ζ(x) · ζ(y),
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(1 + ζ)(xy) = x · y + ζ(xy) (x, y ∈ R).

Замечание 1. Предыдущее доказательство не переносится для по-
лучения локального аналога леммы 3. Если ζ – локальное дифферен-
цирование кольца R и ζ(R)2 = 0, то дифференцирования ζx, вообще
говоря, не всегда можно выбрать так, что ζx(R)ζy(R) = 0 (x, y ∈ R), см.
доказательство леммы 6.

Лемма 4. Локальные автоморфизмы произвольной алгебры или коль-
ца R образуют по умножению группу. (Её обозначение: Laut R.)

Доказательство. Пусть φ, ψ – локальные автоморфизмы произвольно-
го кольца R. Они действуют на любой элемент x ∈ R соответственно
как автоморфизмы φx, ψx кольца R.

Ясно, что φψ и φ−1 – автоморфизмы аддитивной группы R+ коль-
ца R. Нам достаточно показать, что они действуют на произвольный
элемент x ∈ R как кольцевые автоморфизмы, соответственно,

(φψ)x = φψ(x)ψx, (φ−1)x = (φφ−1(x))
−1.

Очевидно, x = φ(z) = φz(z) для единственного элемента z ∈ R.
Поэтому

φ−1(x) = z = φ−1
z (φz(z)) = (φz)−1(x) = (φ−1)x(x).

Кроме того,

(φψ)(x) = φ(ψx(x)) = φψx(x)(ψx(x)) = (φψ(x)ψx)(x) = (φψ)x(x).

Следовательно, φψ, φ−1 ∈ Laut R. Случай алгебр доказывается ана-
логично.

Неизвестно, всегда ли подгруппа Aut R в группе Laut R нормальна.

Согласно [3], дифференцирования любого кольца R образуют под-
кольцо Der R в кольце Ли, ассоциированном с кольцом End R+ эндо-
морфизмов аддитивной группы R+ кольца R.

Легко видеть, что локальные дифференцирования кольца R обра-
зуют аддитивную подгруппу Locder R кольца End R+. (При x ∈ R и
φ, ψ ∈ Locder R можно полагать (φ+ ψ)x = φx + ψx.)

Очевидно, внутреннее дифференцирование x→ x∗γ = xγ−γx ассо-
циативного кольца для любого его элемента γ дает дифференцирование
каждого идеала в кольце.
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2. Алгебра нильтреугольных матриц

Алгебру NT (n,K) нижних нильтреугольных (с нулями на главной диа-
гонали и над ней) n×n матриц надK порождаютK-линейно матричные
единицы eij , а аддитивно – элементарные матрицы

xeij (1 ≤ j < i ≤ n, x ∈ K); xeij + yeij = (x+ y)eij .

Ясно, что матрицы xei+1i (1 ≤ i < n, x ∈ K) и аналогично ei+1i по-
рождают NT (n,K) как кольцо или алгебру, соответственно, поскольку

(xeij)(yejm) = xyeim, (xeij)(yekm) = 0, j 6= k.

В описаниях [5] и [14] существенно используется

Лемма 5. Следующие идеалы кольца R = NT (n,K) инвариантны
относительно всех его автоморфизмов и дифференцирований:

Qij = 〈Keuv | 1 ≤ v ≤ j < i ≤ u ≤ n, (u, v) 6= (i, j)〉,

Nij = 〈Keuv | 1 ≤ v ≤ j < i ≤ u ≤ n〉, 1 ≤ j < i ≤ n.

Выделим основные автоморфизмы и дифференцирования. Автомор-
физм или дифференцирование θ кольца K индуцирует, соответственно,
автоморфизм или дифференцирование кольца R:

θ̄ : ‖ aij ‖→‖ θ(aij) ‖ (‖ aij ‖∈ NT (n,K)).

Как обычно, автоморфизмы из Aut K индуцируют подгруппу авто-
морфизмов Aut K кольца R. Аналогично получаем Der K.

Пусть T , J и D есть подгруппы сопряжений кольца R обратимыми
треугольными, унитреугольными и диагональными матрицами над K
соответственно. Ясно, что T = J h D; автоморфизмы из J называют
внутренними. Отображение α→ α ∗ γ = αγ − γα (α ∈ R) для треуголь-
ной n× n матрицы γ над K есть треугольное дифференцирование. Его
называем диагональным, когда γ – диагональная матрица.

Подгруппы Z и Z0 центральных, т.е действующих тождественно по
модулю центра автоморфизмов, соответственно, кольца или алгебры R
указаны явно в [5]. В частности, подгруппу Z0 составляют автоморфиз-
мы

α→ α+ Σn−1
i=1 ai+1icien1 (α = ‖auv‖ ∈ R)

для всевозможных ci ∈ K. С другой стороны, для любых фиксирован-
ных c ∈ K и i (1 ≤ i < n), по лемме 3, отображения

ξi,c : ‖auv‖ → cai+1ien,1 (‖auv‖ ∈ R)
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есть дифференцирования алгебры R, порождающие все ее центральные
дифференцирования.

В [5, Теорема 1] и [14, Теорема 1] доказана

Теорема 1. Для кольца (и алгебры) R = NT (n,K) (n ≥ 3) груп-
па автоморфизмов допускает факторизацию ZT Aut K (соответствен-
но, Z0T ). Аддитивная группа Der R дифференцирований есть сумма
Der K и подгрупп треугольных и центральных дифференцирований.

Лемма 6. Всякое локальное дифференцирование и всякий локальный
автоморфизм кольца R = NT (n,K) действуют тривиально на всех
элементах ei+1i по модулю Qi+1i, 1 ≤ i < n.

Доказательство. В силу теоремы 1,

eLaut Rij = eAutRij = eDij mod Qij .

Поэтому для любого локального автоморфизма ψ кольца R суще-
ствуют обратимые элементы cij ∈ K такие, что

ψ(eij) = cijeij mod Qij (1 ≤ j < i ≤ n). (2.1)

С точностью до умножения ψ на диагональный автоморфизм, имеем

ψ(ei+1i) = ei+1i mod Qi+1i, i = 1, 2, ..., n− 1.

По лемме 5, когда ψ – произвольное локальное дифференцирова-
ние кольца R, соотношения (2.1) также выполняются для подходящих
элементов cij ∈ K, в силу леммы 5. Найдем диагональное дифференци-
рование δ : α→ α ∗D = αD−Dα с аналогичным действием по модулю
R2. Замечая, что

δ(eij) = (dj − di)eij при D = Σn
i=1dieii,

требуемое дифференцирование δ (с любым d1) получаем, полагая

dj+1 = dj − cj+1j = d1 − c21 − c32 − · · · − cj+1j (1 ≤ j < n).

С точностью до прибавления диагонального дифференцирования,
имеем

ψ(ei+1i) ⊆ Qi+1i, i = 1, 2, ..., n− 1.

Заметим, что ненулевые локальные дифференцирования вида

ϕkm,t : α = ||aij || → takmen1, δkm,t : α→ takmekm (t ∈ K)
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алгебры R = NT (n,K) при k−m = 1 есть, соответственно, центральные
и диагональные. При 1 < k−m < n они нетривиальны, по лемме 2. Их
существование мы выявляем, в частности, когда K – локальное кольцо
с нильпотентным главным максимальным идеалом.

Лемма 7. Если Kt – единственный минимальный ненулевой идеал
кольца K, то ϕ31,t и ϕnn−2,t (n > 3) есть локальные дифференцирова-
ния.

Доказательство. Укажем для каждого элемента α = ‖auv‖ ∈ R диф-
ференцирование ϕα ∈ DerR такое, что

ϕα(α) = ϕ31,t(α) = ta31en1.

При ta31 = 0 полагаем ϕα = 0. Если ta32 = 0, то ϕ31,t(α) совпадает с
образом относительно внутреннего дифференцирования:

α ∗ (−ten3) = ten3α = ta31en1 = ϕ31,t(α).

Допустим, что ta31 6= 0 и tai+1i 6= 0 при каком-либо i. Учитывая
выбор в лемме идеала Kt = (t), находим соотношения и элемент k ∈ K:

(t) ⊆ (tai+1i) ⊆ (t), (t) = (tai+1i), t = tai+1ik.

Полагая c = tka31, приходим к равенствам

ξi,c(α) = cai+1ien1 = (tka31)ai+1ien1 = (tkai+1i)a31en1 = ta31en1

и поэтому ξi,c(α) = ϕ31,t(α) для центрального дифференцирования ξi,c.
Аналогично показывается, что значение ϕnn−2,t(α) = tann−2en1 6= 0

равно α ∗ (ten−21) или ξn−2,c(α) для подходящего c ∈ (tann−2). Следова-
тельно, ϕ31,t и ϕnn−2,t – локальные дифференцирования.

Ранее в [2] для колец NT (4,K) были построены нетривиальные ло-
кальные автоморфизмы 1+ϕ31,t+ϕ42,t. Для алгебры R = NT (n,K) (n >
3) в [1, Теорема 3] показано, что 1 + ϕ31,t действует на α = ‖auv‖ ∈ R
как определенный внутренний или центральный автоморфизм соответ-
ственно случаям ta32 = 0 и ta32 6= 0. Поэтому 1 + ϕ31,t (аналогично
1 + ϕnn−2,t) есть локальный автоморфизм.

Лемма 8. Пусть ϕkm,t есть локальное дифференцирование кольца R
и 1 < k −m < n− 1. Тогда t = 0 или (k,m) = (3, 1) или (n, n− 2).

Доказательство. Предположим, как и в лемме, что ϕkm,t = ϕ есть
локальное дифференцирование алгебры R = NT (n,K), причем (k,m)
отлично от (3, 1) и (n, n− 2). Тогда ϕ(α) = ϕα(α) для каждой матрицы
α = ||aij || ∈ R, где ϕα – дифференцирование алгебры R, являющееся по
теореме 1 суммой треугольного и центрального дифференцирований.
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Заметим, что любое центральное дифференцирование алгебры R пе-
реводит R2 и, в частности, ekm в 0. Следовательно, существует тре-
угольная матрица β над R такая, что

ϕ(ekm) = ten1 = ekm ∗ β = ekmβ − βekm.

Поскольку матрицы ekmβ и βekm могут иметь ненулевые элементы
только в k-й строке и в m-м столбце, соответственно, то m = 1 или
k = n.

Пусть m = 1 и 3 < k < n. (Случай k = n, 1 < m < n− 2 исследуется
аналогично.) Тогда ek1 + ek2 ∈ R2 и β = ||bij || можем выбрать так, что

ϕ(ek1 + ek2) = ten1 = (ek1 + ek2) ∗ β = ek2β − β(ek1 + ek2).

Отсюда вытекают равенства

ek2β = 0, ten1 = −β(ek1 + ek2) = −bnk(en1 + en2)

и поэтому t = −bnk = 0.

Можно показать, что если 1 + ϕkm,t есть локальный автоморфизм
кольца R и 1 < k −m < n − 1, то также t = 0 или (k,m) = (3, 1) или
(n, n− 2).

Выделим при c ∈ K аддитивный эндоморфизм (совпадающий с ϕn1,c

и δn1,t):
δc : α→ can1en1 (α = ||aij || ∈ R). (2.2)

Лемма 9. Пусть R = NT (n,K), c ∈ K и Kc – единственный мини-
мальный ненулевой идеал в K. Если n = 3 или 4, то δc есть локальное
дифференцирование, а когда 1+c также обратимый в K элемент, 1+δc
есть локальный автоморфизм кольца R.

Доказательство. Выберем вR произвольную матрицу α = ||aij ||. Пусть
n = 3 и δc(α) = ca31e31 6= 0. Если ca21 = ca32 = 0, то

α ∗D = ca31e31 = δc(α), D = diag{c, 0, 0}.

Допустим ca21 6= 0 и предположим, что Kc – единственный минималь-
ный ненулевой идеал в K. Тогда включения идеалов (c) ⊆ (ca21) ⊆ (c)
дают равенство (c) = (ca21). Поэтому существует элемент p ∈ K такой,
что c = (ca21)p. Полагая d = cpa31, получаем равенства

da21 = (cpa31)a21 = (cpa21)a31 = ca31, δc(α) = ξ1,d(α).

Когда ca32 6= 0, аналогично находим d с условием δc(α) = ξ2,d(α).
Аналогично рассматриваем случай n = 4; при ca21 = ca32 = ca43 = 0

заменяем D на diag{0,−c, 0,−c}, а в остальных случаях δc(α) = ξi,d(α)
для подходящего номера i = 1, 2 или 3 и d ∈ K.

Если элемент c в K также квазиобратимый или, равносильно, 1 + c
– обратимый элемент кольца K, то 1 + δc есть локальный автоморфизм
кольца R, согласно [1, Теорема 4].
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Сейчас мы можем описать группы Laut R и Locder R при n = 3.
В силу леммы 6 и теоремы 1, любое локальное дифференцирование ψ
алгебры R, c точностью до прибавления диагонального и центрального
дифференцирований, имеет вид (2.2). Другими словами, существуют
диагональное дифференцирование δ и элементы f, g, c ∈ K такие, что

ψ = δ + ξ1,f + ξ2,g + δc.

Согласно [1, Теорема 1], произвольный локальный автоморфизм ал-
гебры R аналогично факторизуется произведением. Тем самым, дока-
зана

Теорема 2. Пусть R = NT (n,K) и n = 3. Тогда всякое локаль-
ное дифференцирование алгебры R есть сумма дифференцирования и
локального дифференцирования δc вида (2.2). Всякий локальный авто-
морфизм алгебры R есть произведение её автоморфизма и локального
автоморфизма вида 1 + δc c обратимым элементом 1 + c.

Замечание 2. В общем случае алгебры R = NT (4,K) допускают
нетривиальные локальные автоморфизмы другого типа, а именно, вида:

α→ α+ ta31e31 + ta42e42 (α = ‖auv‖ ∈ R). (2.3)

Используя лемму 4, можно доказать, что группу Laut R порождают
Aut R и локальные автоморфизмы, построенные выше, и вида (2.3).

3. Подалгебры NΦ(K) алгебры Шевалле

В этом параграфе мы построим примеры нетривиальных локальных
автоморфизмов и дифференцирований алгебры Ли, ассоциированной
с алгеброй NT (n,K), а также соответствующих подалгебр в алгебрах
Шевалле классического типа.

РассмотримK-алгебруШевалле с базисомШевалле {er (r ∈ Φ), · · · },
ассоциированную с системой корней Φ, [8, § 4.4], [4]. Через NΦ(K)
обозначают ее подалгебру с базисом {er | r ∈ Φ+}, где Φ+ – система
положительных корней.

Для систем корней Φ классического типа графы Кокстера (схемы
Дынкина для типа Bn и Cn), введенные в [7, V.12 и V.15], имеют сле-
дующий вид:

An : (n вершин, n > 1)d dddd
d ddddBn : (n вершин, n > 2)1 2 2 22
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d ddddCn : (n вершин, n > 2)2 1 1 11

Dn : (n вершин, n > 4)dd dd d```
`̀

     

dd
Его вершины соответствуют простым корням p1, p2, · · · , pn, причем pn
для типа Bn есть длинный корень, а для типа Cn – короткий корень.

При t ∈ K выделим следующий эндоморфизм

ϕq,t : α = Σr∈Φ+arer → taqeρ (α = Σr∈Φ+arer ∈ NΦ(K)).

алгебры NΦ(K), где q = pn−1 + pn и ρ – максимальный корень в Φ.

Теорема 3. Пусть Φ есть система корней типа An, Bn, Cn (n ≥ 3)
или Dn (n > 4). Если Kt – единственный минимальный ненулевой
идеал кольца K, то ϕq,t есть локальное дифференцирование алгебры
Ли NΦ(K), а 1 + ϕq,t – локальный автоморфизм.

Доказательство. Вначале рассмотрим алгебру Ли NΦ(K) типа An−1;
она изоморфна алгебре Ли, ассоциированной сNT (n,K). Если при этом
r = pi + pi+1 + · · ·+ pj , то в обозначениях § 2 имеем er = ej+1i и ϕq,t =
ϕnn−2,t.

Ясно, что дифференцирование или автоморфизм ассоциативного коль-
ца есть, соответственно, дифференцирование или автоморфизм ассоци-
ированного кольца Ли. Поэтому, применяя леммы 7 и 8, приходим к
следующей лемме.

Лемма 10. Пусть R есть алгебра Ли, ассоциированная с алгеброй
NT (n,K), 1 < k −m < n − 1 и либо ϕkm,t – локальное дифференциро-
вание, либо 1 + ϕkm,t – локальный автоморфизм алгебры Ли R. Тогда
(k,m) = (3, 1) или (n, n− 2) или t = 0. Если Kt – единственный мини-
мальный ненулевой идеал кольца K, то ϕ31,t и ϕnn−2,t есть локальные
дифференцирования, а 1 +ϕ31,t – локальные автоморфизмы алгебры R.

По аналогичной схеме, используя представления из [4] алгебрNΦ(K),
получаем доказательство теоремы 3 для типа Bn, Cn и Dn.

Построенные в теореме 3 локальные дифференцирования и локаль-
ные автоморфизмы алгебр Ли NΦ(K) являются нетривиальными, в
силу леммы 2.
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