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Аннотация. В работе построена разностная схема численного решения линеаризо-
ванной модели Осколкова жидкости Кельвина – Фойгта, установлена аппроксима-
ция исследуемой задачи с порядком 1, а также устойчивость и сходимость. Разра-
ботан комплекс проблемно-ориентированных программ для получения численного
решения соответствующей задачи, с помощью которого проведен вычислительный
эксперимент.

Ключевые слова: жидкость Кельвина – Фойгта, система уравнений Осколкова,
численное решение начально-краевой задачи, устойчивость разностной схемы, схо-
димость разностной схемы.

Введение

Рассмотрим начально-краевую задачу для системы Осколкова ди-
намики вязкоупругой жидкости Кельвина – Фойгта в ограниченной
области Ω ⊂ R

n с гpаницей ∂Ω класса C∞

(1− χΔ)wt = νΔw − (w · ∇)w −∇p, (x, t) ∈ Ω× [0, T ], (0.1)

∇ · w = 0, (x, t) ∈ Ω× [0, T ], (0.2)

w(x, t) = 0, (x, t) ∈ ∂Ω× [0, T ], (0.3)

w(x, 0) = w0(x), x ∈ Ω. (0.4)

Здесь параметр χ ∈ R, как правило, характеризует упругие свойства
жидкости, а параметр ν ∈ R— её вязкие свойства. Вектор-функции w =
(w1, w2, . . . , wn) (вектор скорости жидкости), ∇p = r = (r1, r2, . . . , rn)
(градиент давления) неизвестны. Системы уравнений такого вида
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встречаются в динамике неньютоновских жидкостей [5; 2] и относят-
ся к системам, не разрешимым относительно производной по времени.
Они не укладываются в рамки классической математической физики и
требуют отдельных методов исследования, качественного и численно-
го [1; 4].
Разрешимость задачи (0.1)–(0.4) в различных классах решений ис-

следовалась в работах [5; 2; 7]. В данной работе предложена разностная
схема для численного решения линеаризованной задачи, доказана ее
устойчивость и сходимость решения разностной системы уравнений к
решению исходной задачи. При этом параметры задачи выбирались в
соответствии с условиями, гарантирующими ее однозначную разреши-
мость согласно работе [7].
Для построения численного решения системы уравнений Осколкова

в двумерном случае используется метод конечных разностей на рав-
номерной сетке. После аппроксимации дифференциальной задачи по-
следовательно моделируются три неявных разностных схемы. Первая
моделируемая схема вычисляет значения давления по известным зна-
чениям скоростей на одном временно́м слое. Тем самым преодолевает-
ся проблема отсутствия производной давления по времени в системе.
Оставшиеся разностные схемы вычисляют значения скоростей на сле-
дующем временном слое по известным значениям скорости и давления
на предыдущем временном слое.
Численная схема строилась с помощью замены производных в систе-

ме на их разностные аналоги. Однако вырожденность системы потребо-
вала нетривиального вывода разностных соотношений для нахождения
давления, производная по времени от которого отсутствует в систе-
ме. Аппроксимация доказывалась с помощью разложений по форму-
лам Тейлора разностных функций, а устойчивость схемы — на основе
метода разделения переменных [3].
Выведенная схема численного решения была реализована в програм-

мном продукте [6], позволяющем проводить численный поиск реше-
ний задачи, изучать решения при различных параметрах, осуществлять
численный эксперимент. Программная часть работы реализована на
языке программирования C# в виде обьектно-модульного программно-
го комплекса. Использованы свободные библиотеки для построения 2D,
3D графиков для работы с матрицами. Разработанная разностная схема
и методы исследования могут в дальнейшем стать отправной точкой
при исследовании близких по структуре математических моделей.
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1. Линеаризованная модель

Рассмотрим начально-краевую задачу для линеаризованной системы
Осколкова в окресности стационарного решения (w̃(x), r̃(x)):

(1−χΔ)wt = νΔw− (w̃ ·∇)w− (w ·∇)w̃−∇p, (x, t) ∈ Ω× [0, T ], (1.1)

∇ · w = 0, (x, t) ∈ Ω× [0, T ], (1.2)

w(x, t) = 0, (x, t) ∈ ∂Ω× [0, T ], (1.3)

w(x, 0) = w0(x), x ∈ Ω. (1.4)

Здесь Ω ⊂ R
n — огpаниченная область c границей с ∂Ω класса C∞.

Выберем n = 2, w = (u, v), ∇p = (px, py), Ω = (0, π) × (0, π). Тогда
система уравнений (1.1)–(1.4) принимает вид

ut − χutxx − χutyy = νuxx + νuyy−
−ũux − ṽuy − uũx − vũy − px, (x, y, t) ∈ Ω× [0, T ], (1.5)

vt − χvtxx − χvtyy = νvxx + νvyy−
−ũvx − ṽvy − uṽx − vṽy − py, (x, y, t) ∈ Ω× [0, T ], (1.6)

ux + vy = 0, (x, y, t) ∈ Ω× [0, T ], (1.7)

u(x, t) = 0, v(x, t) = 0, (x, t) ∈ ∂Ω × [0, T ], (1.8)

u(x, 0) = u0(x), v(x, 0) = v0(x), (x, y) ∈ Ω. (1.9)

Введем равномерную сетку на области Ω с шагом h = π/K, опре-
делив тем самым точки xi = ih, yj = jh, i = 0, . . . ,K, j = 0, . . . ,K.
Определим шаг по временни τ > 0, получив точки tn = nτ разби-
ения отрезка [0, T ], n = 0, . . . , N . Приближенные значения функций
u, v, p в узлах с координатами (xi, yj, tn) будем обозначать через uni,j,
vni,j, p

n
i,j . Построим разностную схему, используя левые аппроксимации

производных для функций u, v в уравнении (1.7) и для функции p
в уравнениях (1.5), (1.6), правые аппроксимации для всех остальных
производных в уравнениях (1.5), (1.6).
Для краткости в формулах возьмем ũ = 0, ṽ = 0 и введем обозначе-

ния
Λwn

i,j = wn
i+1,j + wn

i−1,j + wn
i,j+1 + wn

i,j−1 − 4wn
i,j ,

F
n
i,j(u, px) = uni,j +

ντ − χ

h2
Λuni,j −

τ

h
(pni+1,j − pni,j),

F
n
i,j(v, py) = vni,j +

ντ − χ

h2
Λvni,j −

τ

h
(pni,j+1 − pni,j).

Тогда разностная схема примет вид

− χ

τh2
Λun+1

i,j +
1

τ
un+1
i,j =

1

τ
F

n
i,j(u, px), (1.10)
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− χ

τh2
Λvn+1

i,j +
1

τ
vn+1
i,j =

1

τ
F

n
i,j(v, py), (1.11)

τ

h2
(pni+1,j + pni,j+1+ pni−1,j + pni,j−1− 4pni,j) =

1

h
(uni,j −uni−1,j + vni,j − vni,j−1)+

+
ντ − χ

h3
[uni+1,j + uni−1,j + uni,j+1 + uni,j−1 − 4uni,j − uni,j − uni−2,j − uni−1,j+1−

−uni−1,j−1 + 4uni−1,j + vni+1,j + vni−1,j + vni,j+1+

+vni,j−1 − 4vni,j − vni+1,j−1 − vni−1,j−1 − vni,j − vni,j−2 + 4vni,j−1] (1.12)

с начальными условиями

u0i,j = u0,i,j, v0i,j = v0,i,j

и граничными условиями

un0,j = unN,j = uni,0 = uni,N = vn0,j = vnN,j = vni,0 = vni,N = 0,

pn0,j = pnN,j = pni,0 = pni,N = 0, i, j = 0, 1, . . . ,K, n = 0, 1, . . . , N.

Здесь выражение (1.12) было получено путем преобразований осталь-
ных уравнений с выбором различных (правых и левых) производных.
Оно позволяет вычислять давление во внутренних узлах сетки. При
этом в случае необходимости считаем, что функция градиента вне Ω
равна нулю.

2. Порядок аппроксимации численного метода

Выразим невязку в узлах cетки (1.10)–(1.12) для линеаризованной
модели Осколкова:

ξ =
1

h
(pni+1,j − pni,j) +

1

τ
(un+1

i,j − uni,j)−

− χ

τh2
(un+1

i+1,j + un+1
i−1,j + un+1

i,j+1 + un+1
i,j−1 − 4un+1

i,j )+

+
χ

τh2
(uni+1,j + uni−1,j + uni,j+1 + uni,j−1 − 4uni,j)−

− ν

h2
(uni+1,j + uni−1,j + uni,j+1 + uni,j−1 − 4uni,j), (2.1)

η =
1

h
(pni,j+1 − pni,j) +

1

τ
(vn+1

i,j − vni,j)−

− χ

τh2
(vn+1

i+1,j + vn+1
i−1,j + vn+1

i,j+1 + vn+1
i,j−1 − 4vn+1

i,j )+

+
χ

τh2
(vni+1,j + vni−1,j + vni,j+1 + vni,j−1 − 4vni,j)−
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− ν

h2
(vni+1,j + vni−1,j + vni,j+1 + vni,j−1 − 4vni,j), (2.2)

θ =
τ

h2
(pni+1,j+p

n
i,j+1+p

n
i−1,j+p

n
i,j−1−4pni,j)−

1

h
(uni,j−uni−1,j+v

n
i,j−vni,j−1)−

−ντ − χ

h3
[uni+1,j + uni−1,j + uni,j+1 + uni,j−1 − 4uni,j − uni,j − uni−2,j − uni−1,j+1−

−uni−1,j−1 + 4uni−1,j + vni+1,j + vni−1,j + vni,j+1+

+vni,j−1 − 4vni,j − vni+1,j−1 − vni−1,j−1 − vni,j − vni,j−2 + 4vni,j−1]. (2.3)

С помощью формулы Тейлора приведем невязку (2.1) к виду

ξ = px +
h

2
pxx + o(h) + ut +

τ

2
utt + o(τ)−

−χ(utxx + utyy + τuttxx + τuttyy) + o(τ + h)− ν(uxx + uyy) + o(h) =

=
h

2
pxx +

τ

2
utt − χτ(uttxx + uttyy) + o(τ + h) = O(τ) +O(h).

Аналогично из (2.2) получим

η = py +
h

2
pyy + vt +

τ

2
vtt−

−χ(vtxx + vtyy + τvttxx + τvttyy)− ν(vxx + vyy) + o(τ + h) =

=
h

2
pyy +

τ

2
vtt − χτ(vttxx + vttyy) + o(τ + h) = O(τ) +O(h).

Рассмотрим невязку для уравнения (2.3)

θ = τ

(
h2

12
(pxxxx + pyyyy) + o(h3)

)
+
h

2
(uxx + vyy)+

+ (χ− ντ)

(
h

2
(uxxxx + uxxyy + vxxyy + vyyyy) + o(h)

)
+ o(h) =

= O(h) +O(τh).

Здесь использовано то, что на решениях линеаризованной системы

Δp = 0, uxxx + uxyy + vxxy + vyyy = Δ(ux + vy) = 0.

Таким образом, если точное решение u, v, p задачи (1.5)–(1.9) при
ũ = ṽ = 0 четырежды непрерывно дифференцируемо, то разностная
схема (1.10)–(1.12) аппроксимирует задачу с первым порядком по τ и h.
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3. Устойчивость разностной схемы

Исследуем сходимость разностной схемы линеаризованной в окрест-
ности нулевого решения системы Осколкова. Для этого докажем ее
устойчивость. Обозначим через ρnqs, σnqs, κnqs коэффициенты на n-м слое
гармоник eiqxi , eiqyj , т. е.

δunij =
∑
q,s

ρnqse
iqxieisyj , δvnij =

∑
q,s

σnqse
iqxieisyj , δpnij =

∑
q,s

κnqse
iqxieisyj .

Подстановка в разностную схему после несложных преобразований при-
водит к соотношениям

1

τ
(ρn+1

qs − ρnqs)−

− χ

τh2
(ρn+1

qs eiqh − 2ρn+1
qs + ρn+1

qs e−iqh − (ρnqse
iqh − 2ρnqs + ρnqse

−iqh))−

− χ

τh2
(ρn+1

qs eish − 2ρn+1
qs + ρn+1

qs e−ish − (ρnqse
ish − 2ρnqs + ρnqse

−ish)) =

=
ν

h2
(ρnqse

iqh − 2ρnqs + ρnqse
−iqh) +

ν

h2
(ρnqse

ish − 2ρnqs + ρnqse
−ish)−

−1

h
(κnqse

iqh − κnqs), (3.1)

1

τ
(σn+1

qs − σnqs)−

− χ

τh2
(σn+1

qs eiqh − 2σn+1
qs + σn+1

qs e−iqh − (σnqse
iqh − 2σnqs + σnqse

−iqh))−

− χ

τh2
(σn+1

qs eish − 2σn+1
qs + σn+1

qs e−ish − (σnqse
ish − 2σnqs + σnqse

−ish)) =

=
ν

τh2
(σnqse

iqh − 2σnqs + σnqse
−iqh) +

ν

τh2
(σnqse

ish − 2σnqs + σnqse
−ish)−

−1

h
(κnqse

ish − κnqs), (3.2)

ρnqse
iqh − ρnqs + σnqse

ish − σnqs = 0. (3.3)

Формула давления после преобразований дает выражение

κnqse
iqh + κnqse

ish + κnqse
−iqh + κnqse

−ish − 4κnqs =

=
h

τ
(ρnqs − ρnqse

−iqh + σnqs − σnqse
−ish)+

+
ντ − χ

τh
[ρnqse

iqh + ρnqse
−iqh + ρnqse

ish + ρnqse
−ish − 4ρnqs−

−ρnqs − ρnqse
−2iqh − ρnqse

−iqheish − ρnqse
−iqhe−ish + 4ρnqse

−iqh+
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+σnqse
iqh + σnqse

−iqh + σnqse
ish + σnqse

−ish − 4σnqs−
−σnqseiqhe−ish − σnqse

−iqhe−ish − σnqs − σnqse
−2ish + 4σnqse

−ish].

Теперь выражения (3.1), (3.2), (3.3) можно переписать в виде

1

τ

(
ρn+1
qs − ρnqs

)− χ

τh2

(
−4ρn+1

qs sin2
qh

2
+ 4ρnqs sin

2 qh

2

)
−

− χ

τh2

(
−4ρn+1

qs sin2
sh

2
+ 4ρnqs sin

2 sh

2

)
=

=
−4ν

h2
ρnqs sin

2 qh

2
+

−4ν

h2
ρnqs sin

2 sh

2
− 1

h

(
κnqse

iqh − κnqs

)
,

1

τ

(
σn+1
qs − σnqs

)− χ

τh2

(
−4σn+1

qs sin2
qh

2
+ 4σnqs sin

2 qh

2

)
−

− χ

τh2

(
−4σn+1

qs sin2
sh

2
+ 4σnqs sin

2 sh

2

)
=

=
−4ν

h2
σnqs sin

2 qh

2
+

−4ν

h2
σnqs sin

2 sh

2
− 1

h

(
κnqse

ish − κnqs

)
,

ρn+1
qs

(
1

τ
+

4χ

τh2

(
sin2

qh

2
+ sin2

sh

2

))
=

= ρnqs

(
1

τ
+ 4

χ− ντ

τh2

(
sin2

qh

2
+ sin2

sh

2

))
− 1

h
κnqs

(
eiqh − 1

)
, (3.4)

σn+1
qs

(
1

τ
+

4χ

τh2

(
sin2

qh

2
+ sin2

sh

2

))
=

= σnqs

(
1

τ
+ 4

χ− ντ

τh2

(
sin2

qh

2
+ sin2

sh

2

))
− 1

h
κnqs

(
eish − 1

)
, (3.5)

−4κnqs

(
sin2

qh

2
+ sin2

sh

2

)
=

=
h

τ

(
ρnqs

(
1− e−iqh

)
+ σnqs

(
1− e−ish

))
+

+
ντ − χ

hτ

[
−4

(
sin2

qh

2
+ sin2

sh

2

)
(ρnqs + σnqs)−

−ρnqs(1 + e−2iqh + e−iqheish + e−iqhe−ish − 4e−iqh)−
−σnqs(1 + e−2ish + eiqhe−ish + e−iqhe−ish − 4e−ish)

]
. (3.6)

Выделим главные члены ассимптотического разложения по малому
параметру h выражений по обе части равенства (3.6) и получим

−4κnqs

(
q2h2

4
− q4h4

48
+
s2h2

4
− s4h4

48

)
=
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=
h

τ

(
ρnqs

(
iqh+

q2h2

2

)
+ σnqs

(
ish+

s2h2

2

))
+

+
ντ − χ

hτ

[(
−q2h2 + q4h4

12
− s2h2 +

s4h4

12

)(
ρnqs + σnqs

)−
−ρnqs

(
−h2(q2 + s2) + iq3h3 + iqs2h3 +

7q4h4

12
+
s4h4

12
+
q2s2h4

2

)
−

−σnqs
(
−h2(q2 + s2) + is3h3 + iq2sh3 +

7s4h4

12
+
q4h4

12
+
q2s2h4

2

)]
,

κnqs

(
−q2 − s2+

q4h2

12
+
s4h2

12

)
=

1

τ

(
ρnqs

(
iq +

q2h

2

)
+ σnqs

(
is +

s2h

2

))
+

+
ντ − χ

τ

[
ρnqs

(
−iq3 − qs2 − q4h

2
− q2s2h

2

)
+

+σnqs

(
−is3 − iq2s− s4h

2
− q2s2h

2

)]
,

κnqs = − 1

τ(q2 + s2)

(
1− (q4 + s4)h2

12(q2 + s2)

)
+

+ρnqs

(
iq +

q2h

2
+ (ντ − χ)

(
−iq3 − iqs2 − q4h

2
− q2s2h

2

))
+

+σnqs

(
is+

s2h

2
+ (ντ − χ)

(
−is3 − iq2s− s4h

2
− q2s2h

2

))
,

κnqs =
1

τ(q2 + s2)

(
ρnqsiq((ντ − χ)(q2 + s2)− 1)

)
+

+σnqsis((ντ−χ)(q2+s2)−1) =
(ντ − χ)(q2 + s2)− 1

τ(q2 + s2)
(iqρnqs+isσ

n
qs). (3.7)

Используя (3.7), рассмотрим асимптотическое представление при ма-
лом h соотношения (3.4)

ρn+1
qs

1

τ

(
1 +

4χ

h2

(
q2h2

4
− q4h4

48
+
s2h2

4
− s4h4

48

))
=

= ρnqs
1

τ

(
1 +

4(χ− ντ)

h2

(
q2h2

4
− q4h4

48
+
s2h2

4
− s4h4

48

))
+

+
(ντ − χ)(q2 + s2)− 1

τ(q2 + s2)

(
q2ρnqs + qsσnqs

)
,

ρn+1
qs =

ρnqs
1 + χ(q2 + s2)

(
1 + (χ− ντ)(q2 + s2)+

(ντ − χ)(q2 + s2)− 1

(q2 + s2)
q2
)
+
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+
σnqs

1 + χ(q2 + s2)

(ντ − χ)(q2 + s2)− 1

q2 + s2
qs. (3.8)

Аналогично для (3.5) получим

σn+1
qs =

σnqs
1 + χ(q2 + s2)

(
1 + (χ− ντ)(q2 + s2) +

(ντ − χ)(q2 + s2)− 1

q2 + s2

)
+

+
ρnqs

1 + χ(q2 + s2)

(ντ − χ)(q2 + s2)− 1

q2 + s2
qs. (3.9)

Положим K = q2 + s2. Полученные соотношения (3.8), (3.9) можно
записать в виде (

ρn+1
qs

σn+1
qs

)
=

(
A B
C D

)(
ρnqs
σnqs

)
, (3.10)

где

A =
1

1 + χK

(
1 + (χ− ντ)K +

(ντ − χ)K − 1

K
q2
)
,

B =
(ντ − χ)K − 1

K(1 + χK)
qs, C =

(ντ − χ)K − 1

K(1 + χK)
qs,

D =
1

1 + χK

(
1 + (χ− ντ)K +

(ντ − χ)K − 1

K
s2
)
.

Характеристическое уравнение матрицы (3.10) имеет вид

(A− λ)(D − λ)−BC = λ2 − (A+D)λ+AD −BC = 0,

нетрудно вычислить выражения

A+D =
1

1 + χK
(2 + 2(χ− ντ)K + (ντ − χ)K − 1) =

1 + (χ− ντ)K

1 + χK
,

AD =
1

(1 + χK)2
[1 + 2(χ− ντ)K + (χ− ντ)2K2+

+(1 + (χ− ντ)K)((ντ − χ)K − 1) +
(ντ − χ)2q2s2

K2

]
=

(ντ − χ)2q2s2

K2(1 + χK)2
,

BC =
(ντ − χ)2q2s2

K2(1 + χK)2
, AD −BC = 0.

Поэтому собственными значениями матрицы (3.10) являются числа

λ = 0, λ = A+D = 1− νK

1 + χK
τ.

Сходимость численного метода линеаризованной модели Осколкова
гарантируется при выполнении условия |λ| < 1, которое в случае χ > 0,
ν > 0 выполняется, когда 1 − νK

1+χK τ > −1, т. е. τ < 2(1+χK)
νK . Это в

любом случае верно при τ ≤ 2χ
ν . Доказано следующее утверждение.
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Теорема 1. Пусть χ > 0, ν > 0, τ ≤ 2χ
ν . Тогда при достаточно малом

h схема (1.10)–(1.12) устойчива.

Замечание 1. Строгое неравенство |λ| < 1 использовано, потому
что для вычисления собственных значений λ матрицы использовалась
асимптотика по малым h.

Замечание 2. Неудивительно, что в условии сходимости на τ при-
сутствует константа χ, поскольку это коэффициент при самих старших
производных в системе уравнений — производных третьего порядка.

4. Численный эксперимент

Алгоритм программы вычисления приближенных решений началь-
но-краевых задач для модели Осколкова заключается в следующем.
1. Задаются границы пространственной переменной, длина шага по

времени. Разбивается заданный интервал на части. Для функций u и v
задаются начальные и граничные значения, а также параметры ν, χ.
2. Методом матричной прогонки по известным значениям нулевого

временно́го слоя функций u и v находятся значения на нулевом слое
функции p. После подстановки известных значений функций u, v, p на
нулевом временно́м слое, получаются значения на первом временно́м
слое функций u, v. Продолжается поочередное вычисление значений
функций u, v, p.
Пусть χ = 0.001, ν = 0.001, начальные значения u0 = sin2 x sin y cos y,

v0 = − sin2 y sinx cos x, τ = 0.01, M1 = 50, M2 = 50, h = 0.06.
На рисунке ниже приведен график численного решения на 50-м шаге

по времени.
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P. N. Davydov, M. V. Plekhanova

Numerical Solution of the Linearized Oskolkov System

Abstract. Difference scheme is constructed for the numerical solution of the linearized
Oskolkov model for Kelvin – Voigt fluid. The approximation of the scheme with the first
order, stability and convergence has been proven. Problem-oriented programs complex
is worked out for the numerical solution of the corresponding problem. Сomputing
experiment was realized by means of the complex.

Keywords: Kelvin – Voight fluid, Oskolkov system of equations, numerical solu-
tion of initial boundary value problem, difference scheme stability, difference scheme
convergence.
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