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Введение. Постановка задачи.

В n-мерных пространствах E1, E2 рассматриваются дифференциаль-
ные уравнения (ДУ) вида

Ax′ = F (x, μ), F (0, μ) = 0 (0.1)
∗ Данная работа выполнена в рамках государственного задания 2014/232 Ми-

нистерства образования и науки России. Тема научно-исследовательской работы
«Разработка математических методов исследования динамики и устойчивости де-
формируемых элементов конструкций, установок, приборов, устройств при аэро-
гидродинамическом, тепловом и ударных воздействиях» и при поддержке гранта
РФФИ № 15-01-08599.
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c вырожденным линейным оператором A при производной, подпро-
странство нулей N(A) которого одномерно, N(A) = ϕ(1) и достаточно
гладкой нелинейностью

Ax′ = B(μ)x+R(x, μ), ‖R(x, μ)‖ = o(‖x‖). (0.2)

Известна роль обобщенной жордановой структуры (ОЖС) в зада-
чах теории ветвления [1; 2] и качественной теории ОДУ [3; 4]. Следуя
[1], определим B-жорданову цепочку (B-ЖЦ) {ϕ(k)}p1 нуля ϕ = ϕ(1)

оператора A соотношениями

Aϕ(k+1) = Bϕ(k),
〈
Bϕ(k), ψ(1)

〉
= 0, k = 1, p − 1;

〈
Bϕ(p), ψ(1)

〉
= 1,

(0.3)
где ψ(1) — базисный элемент подпространства нулей N(A∗). B-ЖЦ
оператора A максимальна, если p = n.
В монографии [2] рассмотрены теория разрешимости вырожденных

линейных и нелинейных дифференциально-операторных уравнений в
банаховых пространствах с использованием метода Ляпунова – Шмид-
та.
Целью данной работы является развитие методики построения нор-

мальных форм для вырожденных систем ДУ вида (0.2). Для сокраще-
ния объема работы опущены результаты для систем с максимальной
ЖЦ длины четыре. Отметим, что уравнение вида (0.2) описывает мо-
дели аэроупругости при трансзвуковом обтекании пластин и оболочек
потоком газа [6].

1. Нормальные формы для вырожденных автономных
дифференциальных уравнений в пространствах
размерности 2,3 — непараметрический вариант.

Далее будут рассматриваться вырожденные ДУ

Ax′ = F (x) ≡ Bx+R(x), F (0) = 0, ||R(x)|| = o(||x||). (1.1)

При этом в размерностях 3 и 4 будет существенно использоваться тех-
ника работы [7]. Однако для сокращения объема работы результаты
для размерности 4 опущены.

А. Максимальная жорданова цепочка длины два.
Пусть dim E1 = 2 и элементы ϕ(1), ϕ(2) образуют базис E1. Тогда, при-
менением редукции Ляпунова–Шмидта, уравнение (1.1) приводится к
системе:

x′2 = x1 + f(x1, x2), 0 = x2 + g(x1, x2), (1.2)

где функции f и g удовлетворяют условиям: f(0, 0) = 0, g(0, 0) = 0 и
Df(0, 0) = 0, Dg(0, 0) = 0.
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Заменой переменных y1 = x1 + f(x1, x2), y2 = x2 система (1.2) при-
водится к виду

y′2 = y1, 0 = y2 + h(y1, y2) (1.3)

Если функция h(y1, y2) аналитична и не зависит от y1, то в некоторой
окрестности точки (0, 0) y1 = 0, y2 = 0 будет единственным решением
системы (1.3). Если функция h(y1, y2) зависит от y1, то в некоторой
окрестности точки y1 = 0, y2 = 0 по теореме о неявной функции

y2 = G(y1), G(0) = 0, G′(0) = 0. (1.4)

Поэтому она может быть записана в виде: y2 = G(y1) = y21H(y1).
График функции G(y1) в окрестности (0, 0) плоскости y1, y2 назовем
многообразием решений системы (1.3). Подставив G(y1) в первое урав-
нение системы (1.3),
построим векторное поле на многообразии решений

(2y1H(y1) + y21H
′(y1))y′1 = y1 (1.5)

или
(2H(y1) + y1H

′(y1))y′1 = 1, y1 �= 0. (1.6)

Если H(0) �= 0, то уравнение (1.6) имеет решение y1 = f(t), f(0) =
0. В этом случае для исходного вырожденного уравнения нарушается
единственность решений в точке (0, 0). Если H(0) = 0, то y1 = 0 яв-
ляется особой точкой для векторного поля на многообразии решений.

В. Максимальная жорданова цепочка длины три.
При dim E1 = 3 уравнение (1.1) редуцируется к системе:

x′2 = x1+f1(x1, x2, x3), x′3 = x2+f2(x1, x2, x3), 0 = x3+f3(x1, x2, x3).
(1.7)

Замена переменных y1 = x1 + f1(x1, x2, x3), y2 = x2, y3 = x3 приводит
систему (1.7) к виду

y′2 = y1, y′3 = y2 + g2(y1, y2, y3), 0 = y3 + g3(y1, y2, y3), (1.8)

где, как и прежде, g2(0, 0, 0) = 0, g3(0, 0, 0) = 0 и Dg2(0, 0, 0) = 0,
Dg3(0, 0, 0) = 0. Для построения нормальной формы (1.8) определим,
какие мономы второй степени функции g2(y1, y2, y3) могут быть уни-
чтожены подходящей заменой переменных

y1 = z1 + h1(z1, z2, z3), y2 = z2 + h2(z2, z3), y3 = z3 + h3(z2, z3). (1.9)

Дифференцируя y2, y3 по t, y′2 = z′2+∂h2/∂z2 ·z′2+∂h2/∂z3 ·z′3, y′3 =
= z′3 + ∂h3/∂z2 · z′2 + ∂h3/∂z3 · z′3, и обозначая через H вектор-функцию
(h2, h3)

T , запишем
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y′2
y′3

)
= (I +DH)

(
z′2
z′3

)
, где DH =

(
∂h2
∂z2

∂h2
∂z3

∂h3
∂z2

∂h3
∂z3

)
, что даёт

(
z′2
z′3

)
=

(I+ +DH)−1

(
y′2
y′3

)
= (I+DH)−1

(
y1

y2 + g2

)
= (I+DH)−1

(
z1 + h1

z2 + h2 + g2

)
.

Так как при малых значениях Z : (I +DH)−1 = (I −DH) + O(||Z||2) ,
то система примет вид:(

z′2
z′3

)
=

(
z1 + h1

z2 + h2 + g2

)
−DH

(
z1
z2

)
+ o(‖Z‖2). (1.10)

Если мы рассмотрим однородные полиномы второй степени, то из (1.10)
получим:

∂h2/∂z2 · z1 + ∂h2/∂z3 · z2 − h1 = 0, (1.11)

∂h3/∂z2 · z1 + ∂h3/∂z3 · z2 − h2 = g
(2)
2 . (1.12)

Здесь g(2)2 — полином второй степени из струи функции g2. Поскольку
h1 произвольный полином второго порядка зависящий от переменных
z1, z2, z3, его выбор позволяет всегда удовлетворить уравнение (1.11).
Таким образом, остается установить для каких многочленов g(2)2 можно
(нельзя) подобрать многочлены h2, h3, так чтобы удовлетворялось урав-
нение (1.12). Многочлены h2, h3 являются линейными комбинациями
мономов: z22 , z23 , z2 · z3, тогда как g(2)2 являются линейной комбинацией
мономов: z22 , z

2
3 , z2 ·z3, z21 , z1 ·z2, z1 ·z3. Подставляя возможные значения

полиномов h2, h3 в левую часть (1.12) , находим, что она может прини-
мать следующие значения: z1 · z2, z1 · z3, z22 , z23 , z2 · z3. Таким образом,
только моном z21 не может быть устранен заменой переменных вида
(1.9).
Перейдем теперь к устранению мономов третей степени. Повторяя

предыдущие рассуждения, получим систему

∂h2/∂z2 · z1 + ∂h2/∂z3 · z2 − h1 = 0, (1.13)

∂h3/∂z2 · z1 + ∂h3/∂z3 · z2 − h2 = g
(3)
2 , (1.14)

в которой h1, h2, h3 и g
(3)
2 — полиномы третьего порядка. Как и выше

первое уравнение всегда можно удовлетворить подходящим выбором
h1, поэтому рассмотрим второе уравнение. Возможные варианты для
h2, h3 теперь: z32 , z33 , z22 · z3, z23 · z2, тогда как для g(3)2 это: z31 , z32 , z33 ,
z22 · z3, z23 · z2, z21 · z3, z21 · z2, z22 · z1, z23 · z1, z1 · z2 · z3. Нетрудно проверить,
что мономы z31 , z21 · z2, z21 · z3 не уничтожаются при любом выборе h2 и
h3.
Рассмотрим теперь мономы степени n. Интерес представляет только

уравнение
∂h3/∂z2 · z1 + ∂h3/∂z3 · z2 − h2 = g

(n)
2 , (1.15)
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в котором h2, h3 и g
(n)
2 — полиномы n-го порядка. Возможные вариан-

ты для g(n)2 это: zn1 , z
n−1
1 Q1(z2, z3), zn−2

1 Q2(z2, z3), . . . , z1Qn−1(z2, z3), где
Qs(z2, z3)— моном степени s. Остальные варианты можно не рассматри-
вать, так как они уничтожаются выбором h2. Так как z1 входит в левую
часть уравнения (1.15) в первой степени, то мономы zn1 , z

n−1
1 Q1(z2, z3),

zn−2
1 Q2(z2, z3), . . . , z

2
1Qn−2(z2, z3) не могут быть уничтожены никаким

выбором h2 и h3. С другой стороны, мономы z1Qn−1(z2, z3) уничтожа-
ются с помощью выбора: h3 = az2Qn−1(z2, z3), h2 = bz2z3∂Qn−1/∂z3.
Таким образом, для аналитической функции f система (1.7) приво-

дится к нормальной форме:

z′2 = z1, z′3 = z2 + z21f2(z1, z2, z3), 0 = z3 + f3(z1, z2, z3) (1.16)

Рассмотрим некоторые частные случаи системы (1.16):
1. Предположим, что функция f3 зависит только от z2. Тогда второе

уравнение (1.16) превращается в уравнение:

z2 = f ′3(z2)z1 − z21f4(z1, z2) (1.17)

(здесь функция f4 получена из f2 подстановкой z3 = −f3(z2). По тео-
реме о неявной функции из уравнения (1.17) находим: z2 = f5(z1) и,
учитывая третье уравнение системы (1.16), z3 = f6(z1). Эти два урав-
нения определяют "многообразие решений"(1.16) в окрестности нуля.
Векторное поле на этом многообразии получается переносом векторного
поля:

f ′5(z1)z
′
1 = z1. (1.18)

В точке z1 = 0 могут осуществляться особенности двух типов: если
f ′5(z1) = z1 нарушается единственность: существуют решения z1 ≡ 0 и
z1 = t. Этот случай осуществляется например для системы (1.16) вида:

z′2 = z1, z′3 = z2 + z21 , z3 = z22 . (1.19)

Во втором случае, когда f ′5(z1) имеет 0 выше первого порядка, про-
изводная на решении стремится к бесконечности при приближении к
z1 = 0.
2. Предположим, что функция f3 зависит только от z1. Тогда (1.16)

превращается в систему:

z′2 = z1, −f ′3(z1)z′1 = z2 + z21f4(z1, z2), (1.20)

для которой прямая z1 = 0 является линией вырождения (за исключе-
нием случая f3 ≡ 0, когда решение существует только в точке z1 = 0,
z2 = 0, z3 = 0). Для любой точки (z1, z2) z1 �= 0 система (1.20) имеет
единственное решение выходящее из этой точки. Исследуем поведение
такого решения в окрестности оси z1 = 0. Будем предполагать, что

−f ′3(z1) = zk1F (z1), F (0) > 0,

Известия Иркутского государственного университета.
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случай F (0) < 0 рассматривается аналогично. Уравнение

z2 + z21f4(z1, z2) = 0

в силу теоремы о неявной функции определяет кривую M (график
(z1,H(z1)) неявной функции z2 = H(z1), H(0) = 0 в окрестности точки
(0, 0)). Векторное поле, задаваемое системой (1.20), можно переписать
в виде (U, V ) = (z2+ +z21f4(z1, z2)/z

k
1F (z1), z1). В первом квадранте над

кривой M оно будет направлено, как показано на рисунке от оси z2.
В первом и четвертом квадрантах под кривой M оно будет направ-
лено по направлению к оси z2. Таким образом, верхняя половина оси
z2 отталкивает поток справа, а нижняя половина — его притягивает.
Ситуация в левой полуплоскости зависит от четности числа k. Если
число k четно, то верхняя полуось притягивает поток слева, а нижняя
полуось его отталкивает, а если число k нечетно, то наоборот.

Для исследования поведения решений уравнения

z′2 = z1, zk1F (z1)z
′
1 = z2 + z21G(z1, z2) (1.21)

в окрестности точки (0, 0) можно использовать технику «раздувания»
особенности. Сделаем замену: z2 = u · z1 и перейдем от переменных z1,
z2 к переменным z1, u : u′ · z1+u · z′1 = z1 , zk1F (z1)z′1 = u · z1+ z21G(z1, u ·
z1). Умножим первое уравнение системы на zk1F (z1) и вычтем второе
уравнение, умноженное на u. Получим u′ · zk+1

1 F (z1) = zk+1
1 F (z1)− u2 ·

z1 − u · z21G(z1, u · z1), z′1 · zk1F (z1) = u · z1 + z21G(z1, u · z1). Эта система
имеет тот же фазовый портрет, что и система u′ = zk1F (z1) − u2 − u ·
z1G(z1, u·z1),z′1 = u·z1+z21G(z1, u·z1), так как они при z1 �= 0 “делением”
сводятся к одному и тому же уравнению первого порядка. Последняя
система имеет неэлементарную особенность в точке (0, 0) поэтому для
ее исследования проведем еще одно «раздувание»: от переменных z1, u
перейдем к переменным z1, v : u = v · z1, v′ · z1 + v · z′1 = zk1F (z1)− v2 ·
z21 − v · z21G(z1, vz21), z′1 = v · z21 + z21G(z1, v · z21), или v′ · z1 = zk1F (z1) −
2v2 · z21 − 2v · z21G(z1, vz21). Таким образом, система приводится к виду:
v′ = zk−1

1 F (z1) − 2v2 · z1 − 2v · z1G(z1, vz21), z′1 = v · z21 + z21G(z1, v · z21),
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который по приведенным выше соображениям имеет тот же фазовый
портрет, что и система:

v′ = zk−2
1 F (z1)− 2v2 − 2v ·G(z1, vz21), z′1 = v · z1 + z1G(z1, v · z21).

В случае G(0, 0) �= 0 эта система имеет невырожденную линейную часть
и мы можем применить теорему Гробмана–Хартмана. Заметим, что на
прямой (z1 = 0, v) будут две особые точки (0, 0) и (0,−G(0, 0)) и систему
нужно исследовать в окрестности каждой из них. Если G(0, 0) = 0, то
для исследования особенности потребуются дальнейшие «раздувания».
Например, если G(z1, z2) = z1, то система v′ = zk−2

1 F (z1)− 2v2 − 2v · z1,
z′1 = v · z1 + z21 упрощается после перехода к переменным z1, w : v =

w · z1, w′ · z1 + w · z′1 = zk−2
1 F (z1) − 2w2 · z21 − 2w · z21 , z′1 = w · z21 + z21 ,

⇒ w′ · z1 = zk−2
1 F (z1) − 3w2 · z21 − 3w · z21 . Как и выше система w′ =

zk−3
1 F (z1) − 3w2 · z1 − 3w · z1, z′1 = w · z21 + z21 имеет тот же фазовый
портрет, что и система w′ = zk−4

1 F (z1)− 3w2 − 3w, z′1 = w · z1 + z1, для
которой справедлива теорема Гробмана–Хартмана.
3. Рассмотрим теперь общий случай, когда функция f3(z1, z2) за-

висит от обеих переменных z1 и z2. 3десь через f3 снова обозначена
функция выражающая z3 через z1 и z2 из уравнения (1.16), которая
существует в силу теоремы о неявной функции. Система (1.16) перепи-
шется в виде:

z′2 = z1, ∂f3/∂z1 · z′1 = z2 + z21f2(z1, z2)− ∂f3/∂z2 · z1. (1.22)

Уравнение ∂f3(z1, z2)/∂z1 = 0 определяет множество (не обязательно
многообразие) вырождения системы (1.22). Однако если точки этого
множества являются одновременно нулями правой части второго урав-
нения (1.22) вырождения может не быть. Это иллюстрирует следующий
пример:

z′2 = z1, z′3 = z2 + z21 , z3 = z2 · z1 (1.23)

который имеет решения z1 = z01 + t, z2 = z02 + t · z01 + t2/2, z3 = z2 · z1.
При этом в точке z1 = 0, z2 = 0, z3 = 0 нарушается единственность
решения, так как помимо указанных уравнению (1.23) удовлетворяет
тривиальное решение.
Для каждой ветви z2 = V (z1), V (0) = 0 (если такие найдутся) реше-

ний уравнения ∂f3/∂z1(z1, z2) = 0 можно провести исследование пове-
дения потока в окрестности этой ветви аналогично тому, как это было
сделано в предыдущем пункте. Кривая M здесь является графиком
неявной функции определяемой уравнением

z2 + z21f2(z1, z2)− ∂f3/∂z2 · z1 = 0.
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Случай, когда ветвь V лежит на кривой M , требует дополнительного
рассмотрения.
Поведение решений системы (1.22) в окрестности точки (0, 0) в слу-

чае, когда точки (z1, z2) не являются решениями уравнения

∂f3(z1, z2)/∂z1 = 0,

не лежат на кривой M и осях координат, можно, как и выше, иссле-
довать, «раздувая» особенность. Для системы (1.22) сделаем замену
координат z2 = u · z1 и перейдем от переменных z1, z2 к переменным z1,
u : u′ ·z1+u·z′1 = z1, ∂f3/∂z1 ·z′1 = u·z1+z21f2(z1, u·z1)−∂f3/∂z2 ·z1. Умно-
жим первое уравнение системы на ∂f3/∂z1 и вычтем второе уравнение,
умноженное на u : u′z1∂f3/∂z1 = z1∂f3/∂z1 − u2z1 − uz21f2(z1, uz1) +
uz1∂f3/∂z2 , или u′∂f3/∂z1 = ∂f3/∂z1 − u2− −uz1f2(z1, uz1) + u∂f3/∂z2,
z′1∂f3/∂z1 = u ·z1+z21f2(z1, u ·z1)−∂f3/∂z2 ·z1. Как и выше, эта система
имеет тот же фазовый портрет, что и система u′ = ∂f3/∂z1 − u2 −
uz1f2(z1, uz1)+u∂f3/∂z2, z′1 = u ·z1+z21f2(z1, u ·z1)−∂f3/∂z2 ·z1, которая
может быть далее упрощена одним или несколькими «раздуваниями»
в зависимости от вида функций f2 и f3.

Замечание 1. Исследование случая максимальной ЖЦ длины четы-
ре опускается для сокращения объема статьи. Здесь как и для макси-
мальной ЖЦ длины три используется техника работы [7].

2. Вырожденные неавтономные дифференциальные
уравнения.

A. Линейные неавтономные дифференциальные уравнения.
Рассматривается достаточно общий частный случай для уравнения

Ax′ = B(t)x, t ∈ (a, b), (2.1)
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в предположении, что A, B(t) : E1 → E2 , dim E1 = dim E2 = n, A –
вырожденный оператор, dim N(A) = 1 и N(A) = {ϕ}, N(A∗) = {ψ},
функция B(t) обладает нужной степенью гладкости.

Определение 1. Элементы ϕ(k)(t) образуют B(t) — дифференциаль-
ную жорданову цепочку (ДЖЦ) нуля оператора A, если они удовле-
творяют соотношениям

Aϕ(k+1)(t) = B(t)ϕ(k)(t)−A{ϕ(k)(t)}′,
k = 1, . . . , p(t), ϕ(1) = ϕ и 〈B(t)ϕ(p(t)), ψ〉 �= 0,

(2.2)

здесь первые p(t) − 1 уравнений предполагаются разрешимыми, а по-
следнее неравенство является условием обрыва ДЖЦ.

Замечание 2. Элементы ДЖЦ являются дифференцируемыми фун-
кциями.

Определение 2. B(t)-ДЖЦ нуля оператора A : ϕ(1)(t), ..., ϕ(p(t))(t)
называется равномерной, если p(t) = p.

Определение 3. B(t)-равномерная ДЖЦ нуля оператора A : ϕ(1)(t),
..., ϕ(p)(t) называется максимальной, если при любом t ее элементы
образуют базис пространства E1 т. е. p = n.

В этом разделе будем считать, что существует максимальная рав-
номерная дифференциальная жорданова цепочка нуля оператора A :
ϕ(1)(t), ..., ϕ(n)(t).

Лемма 1. Существует набор функционалов γ(1)(t), ..., γ(n)(t), гладко
зависящий от t и биортогональный к элементам ϕ(1)(t), ..., ϕ(n)(t).

Пусть векторы e1, ..., en образуют базис пространства E1 и u1, ..., un
набор биортогональных к нему функционалов. Разложим векторы
ϕ(k)(t) по базису e1, ..., en.

ϕ(1) = a11e1 + · · · + a1nen,

ϕ(2)(t) = a21(t)e1 + · · · + a2n(t)en,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ϕ(n)(t) = an1(t)e1 + · · · + ann(t)en.

В силу формул aks(t) = 〈ϕ(k)(t), us〉 функции aks(t) являются диффе-
ренцируемыми по t. Определяя функционалы γ(s)(t) в виде: γ(s)(t) =
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bs1(t)u1 + · · ·+ +bsn(t)un, получим систему

0 = a11bs1(t) + · · ·+ a1nbsn(t),
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
1 = as1(t)bs1(t) + · · ·+ asn(t)bsn(t),
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 = an1(t)bs1(t) + · · ·+ ann(t)bsn(t),

для определения функций bsm(t). Так как det[ask(t)] �= 0, t ∈ [a, b] из
формул Крамера следует, что функции bsm(t) дифференцируемы.

Следствие 1. Если x(t) – решение вырожденного ДУ (2.1) и x(t) =
= ξ1(t)ϕ

(1) + · · · + ξn(t)ϕ
(n)(t), то функции ξs(t) – дифференцируемы.

Это следует из формул ξs(t) = 〈x(t), γ(s)(t)〉.

Теорема 1. Если существует максимальная равномерная ДЖЦ нуля
оператора A : ϕ(1), ..., ϕ(n)(t), то вырожденное ДУ (2.1) имеет только
нулевое решение.

Пусть x(t) — решение вырожденного ДУ (2.1) и

x(t) = ξ1(t)ϕ
(1) + · · ·+ ξn(t)ϕ

(n)(t). (2.3)

Подставляя (2.3) в (2.1) A(ξ′1(t)ϕ
(1) + ξ′2(t)ϕ

(2) + ξ2(t){ϕ(2)(t)}′ + · · · +
ξ′n(t)ϕ(n)+ +ξn(t){ϕ(n)(t)}′) = B(t)(ξ1(t)ϕ

(1)+ · · ·+ ξn(t)ϕ(n)(t)), перепи-
шем это уравнение в виде: ξ′2Aϕ(2) + ξ′3Aϕ(3) + ξ′4Aϕ(4) + · · ·+ ξ′nAϕ(n) +
ξ2A{ϕ(2)}′+ξ3A{ϕ(3)}′+ + · · ·+ξn−1A{ϕ(n−1)}′+ξnA{ϕ(n)}′−ξ1B(t)ϕ(1)−
ξ2B(t)ϕ(2) − ξ3B(t)ϕ(3) − · · · − −ξn−1B(t)ϕ(n−1) − ξnB(t)ϕ(n) = 0.
Сравнивая элементы, стоящие в одной колонке по формулам (2.2),

получаем:

(ξ′2 − ξ1)Aϕ
(2) + (ξ′3 − ξ2) +Aϕ(3) + · · ·+
+ (ξ′n − ξn−1)Aϕ

(n) + ξnA{ϕ(n)}′ − ξnB(t)ϕ(n) = 0. (2.30)

Применяя к равенству (2.30) функционал ψ, находим, что ξn(t) ≡ 0.
Тогда

(ξ′2 − ξ1)Aϕ
(2) + (ξ′3 − ξ2)Aϕ

(3) + · · ·+ (ξ′n − ξn−1)Aϕ
(n) = 0,

и так как элементы Aϕ(2)(t), . . . , Aϕ(n)(t) линейно независимы, то

ξ′2 − ξ1 = 0, ξ′3 − ξ2 = 0, . . . , ξ′n − ξn−1 = 0.

Отсюда следует ξn−1(t) ≡ 0, . . . , ξ2(t) ≡ 0, ξ1(t) ≡ 0 или x(t) ≡ 0 .
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B. Нелинейные неавтономные дифференциальные уравне-
ния.
В условиях существования максимальной ДЖЦ нуля оператора A

рассматривается нелинейное уравнение

Ax′ = B(t)x+R(x, t), t ∈ (a, b); ||R(x, t)|| = o(||x||). (2.31)

Повторяя выполненные ранее преобразования к уравнению (2.31), при-
дем вместо уравнения (2.30) к уравнению

(ξ′2 − ξ1)Aϕ
(2) + (ξ′3 − ξ2)Aϕ

(3) + · · ·+ (ξ′n − ξn−1)Aϕ
(n)+

+ ξnA{ϕ(n)}′ − ξnB(t)ϕ(n) −R(ξ1ϕ
(1) + · · ·+ ξnϕ

(n), t) = 0. (2.32)

Векторы Aϕ(2)(t), . . . , Aϕ(n)(t) линейно независимы для любого t и об-
разуют базис пространства ImA, а вместе с вектором B(t)ϕ(n)(t) – базис
пространства E2. Они также гладко зависят от параметра t. Подобно
лемме 1, можно построить биортогональную к ним систему функцио-
налов ψ(k)(t) гладко зависящих от t.

〈Aϕ(k)(t), ψ(1)(t)〉 = 0, 〈B(t)ϕ(n)(t), ψ(1)(t)〉 = 1, (2.33)

〈Aϕ(k)(t), ψ(n+2−s)(t)〉 = δks, s = 2, n; 〈B(t)ϕ(n)(t), ψ(1+i)(t)〉 = 0, i =
1, ..., n − 1. Применяя функционал ψ(1)(t) к равенству (2.32), получаем

ξn = 〈R(ξ1ϕ(1) + · · ·+ ξnϕ
(n), t), ψ(1)(t)〉,

отсюда, по теореме о неявной функции находим ξn = Fn(ξ1, . . . , ξn−1, t),
где Fn(0, . . . , 0, t) = 0 и DξFn(0, . . . , 0, t) = 0. Применяя к (2.32) функ-
ционал ψ(2)(t) (s = n, i = 1 в (43)), получаем

ξ′n − ξn−1 = −ξn〈B{ϕ(n)}′, ψ(2)(t)〉+ 〈R(ξ1ϕ(1) + · · · + ξnϕ
(n), t), ψ(2)(t)〉

или ξ′n = ξn−1 + Fn−1(ξ1, . . . , ξn−1, t), причем как и выше

Fn−1(0, . . . , 0, t) = 0 и DξFn−1(0, . . . , 0, t) = 0,

и т. д. Наконец, применение функционала ψ(n)(t) дает

ξ′2 = ξ1 + F1(ξ1, . . . , ξn−1, t),

где F1(0, . . . , 0, t) = 0 и DξF1(0, . . . , 0, t) = 0.
Таким образом, в случае существования максимальной равномерной

ДЖЦ нуля оператора A вырожденное ДУ (2.31) сводится к системе

ξ′2 = ξ1 + F1(ξ1, . . . , ξn−1, t),
· · ·

ξ′n = ξn−1 + Fn−1(ξ1, . . . , ξn−1, t),

Fi(0, . . . , 0, t) = 0,
DξFi(0, . . . , 0, t) = 0,
ξn = Fn(ξ1, . . . , ξn−1, t)

(2.34)
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т. е. к дифференциальному уравнению разветвления в корневых под-
пространствах.

C. Неавтономные вырожденные дифференциальные урав-
нения с максимальной равномерной ЖЦ длины 2.
В этом разделе рассматриваются вырожденные ДУ вида:

Ax′ = B(t)x+R(x, t), t ∈ (a, b); ||R(x, t)|| = o(||x||). (2.35)

Как и прежде, операторы B, A и R действуют из пространства E1 в
пространство E2, dim E1 = dim E2 = 2 и элементы B(t)-ЖЦ ϕ(1), ϕ(2)

нуля оператора A образуют базис E1. Функция R достаточно гладкая
и R(0, t) ≡ 0, Rx(0, t) ≡ 0. Тогда, согласно (2.34), уравнение (2.35)
приводится к системе

x′2 = x1 + f(x1, t), 0 = x2 + g(x1, t), (2.36)

где функции f и g удовлетворяют условиям f(0, t) = g(0, t) = 0 и
Df(0, t) = Dg(0, t) = 0.
Замена переменных y1 = x1 + f(x1, t), y2 = x2, приводит систему

(2.36) к виду:

y′2 = y1, 0 = y2 + h(y1, t), h(0, t) = 0 (2.37)

Если функция h(y1, t) не зависит от y1, то в некоторой окрестности точ-
ки t = 0, y2 = Y (t) и y1 = Y ′(t). Если Y (t) �= 0, то это не единственное
решение системы (2.36) при условиях y1(0) = 0 и y2(0) = 0, — другим
будет y1(t) ≡ 0 и y2(t) ≡ 0.
Если функция h(y1, t) зависит от y1, то y2 = −h(y1, t) и, так как

h(0, t) = 0 и Dyh(0, t) = 0, она записывается как: h(y1, t) = −y21H(y1, t).
Подставляя выражение для y2 в первое уравнение системы (2.37), на-
ходим

{2y1H(y1, t) + y21∂H(y1, t)/∂y1}y′1 = y1 − y21∂H(y1, t)/∂t ⇒
⇒ {2H(y1, t) + y1∂H(y1, t)/∂y1}y′1 = 1− y1∂H(y1, t)/∂t. (2.48)

Если H(0, 0) �= 0, то уравнение (2.48) имеет решение y1 = f(t) такое
что f(0) = 0. Тогда для исходного вырожденного уравнения нарушается
единственность решений в точке (0, 0). Если H(0, 0) = 0, то y1 = 0
является особой точкой для уравнения (2.48).

Замечание 3. При использовании понятия максимальной дифферен-
циальной жордановой цепочки проведены исследования неавтономного
ДУ для случаев максимальных цепочек длин 3 и 4, аналогичные изло-
женным в пункте 3 в настоящей работы. Эти результаты мало отлича-
ются от там приведенных, но технически гораздо более громоздкие, вви-
ду того что, привлекая технику работы [7], приходится рассматривать



70 Б. В. ЛОГИНОВ, Ю. Б. РУСАК, Л. Р. КИМ-ТЯН

не векторные пространства, а модули над кольцом гладких функций
переменной t (полиномы c коэффициентами гладко зависящими от t).
Поэтому исследование неавтономного ДУ с максимальными ДЖЦ длин
три и четыре опущено для сокращения объема статьи.
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Abstract. Standard methods of normal form construction are adapted for degenerate
differential equations in the case of the existence of maximal length Jordan chain. For
n=2 and 3 examples are considered. Some of indicated normal forms are obtained for non
autonomous systems at the usage of determined in the article differential Jordan chains.

Keywords: degenerate differential equations, normal forms, Jordan chains, differen-
tial Jordan chains.
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