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Аннотация. Представления функций над конечными полями, в том числе полино-
миальные, в настоящее время активно исследуются. Одним из основных направле-
ний этих исследований является сложность таких представлений. Вопросы полино-
миальных представлений булевых функций довольно хорошо изучены. Для многих
классов полиномов найдены точные значения сложности таких представлений.

В последнее время возрос интерес к полиномиальным представлениям функций
над конечными полями порядка больше двух и кольцами вычетов по составному
модулю. Исследование сложности таких представлений сопряжено с определенными
трудностями, и даже в довольно простых классах полиномиальных форм найдены
только несовпадающие верхние и нижние оценки сложности.

В настоящей работе внимание уделено поляризованным полиномам над конеч-
ным полем порядка 4. Полиномы этого класса представляют собой суммы произ-
ведений множителей определенного вида. Каждый полином реализует некоторую
n-местную функцию над конечным полем. Под сложностью полинома понимает-
ся число ненулевых слагаемых в нем. Каждая функция может быть реализована
несколькими различными полиномами из одного класса. Под сложностью функции
в классе полиномов понимается минимально возможная сложность реализующего
ее полинома из этого класса.

Ранее были известны эффективные нижние оценки сложности в классе поляри-
зованных полиномов для случая булевых и трехзначных функций и более слабая
мощностная оценка для случая функций над конечным полем простого порядка.

В настоящей статье получена эффективная нижняя оценка сложности функций
над конечным полем порядка 4, аналогичная ранее известным оценкам для булевых
и трехзначных функций.

Ключевые слова: конечное поле, поляризованный полином, кронекерова форма,
нижняя оценка сложности.
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1. Обозначения и определения

Будем использовать следующие обозначения и соглашения:
− #S — число элементов конечного множества S;
− N = {0, 1, 2, . . . } — множество натуральных чисел;
− minS обозначает наименьший, а maxS — наибольший элемент ко-

нечного непустого множества S ⊂ N;
− если α � 0 — действительное число, то �α� = max{i ∈ N | i � α};
− нотация Айверсона [3]: если R — некоторое утверждение, то

[R] =

{
1, если R истинно,
0, если R ложно;

− условимся, что если i < j, то биномиальный коэффициент
(i
j

)
= 0;

− если M — матрица размера m×k, 1 � i � m, 1 � j � k, то M [i, j] —
элемент, стоящий на пересечении i-й строки и j-го столбца M ;

− еслиM1 — матрица размера m1×k1,M2 — матрица размераm2×k2,
то матрица M =M1⊗M2 размера m1m2×k1k2, в которой для всех
i1, i2, j1, j2, 1 � i1 � m1, 1 � i2 � m2, 1 � j1 � k1, 1 � j2 � k2,
выполняется M [(i1 − 1)m2 + i2, (j1 − 1)k2 + j2] =M1[i1, j1]M [i2, j2],
называется кронекеровым произведением матриц M1 и M2;

− Fq — конечное поле порядка q, 1 — единица, а 0 — ноль поля Fq;
− условимся, что a0 = 1 для всех a ∈ Fq;
− Mq[m×k] — множество всех матриц размера m×k с элементами из

Fq;
− Im ∈Mq[m×m] — единичная матрица, Im[i, j] = [i = j];
− Fmq = {v | v = (v1, . . . , vm), vi ∈ Fq, 1 � i � m} — m-мерное вектор-

ное пространство над Fq с операциями покомпонентного сложения
и умножения на элементы из Fq;

− если u ∈ Fmq , v ∈ Fkq , то запись w = (u, v) обозначает вектор w ∈
Fm+k
q , где wi = ui[i � m] + vi−m[i > m] для всех 1 � i � m+ k;

− Z(v) = #{i | vi = 0 , 1 � i � m} — количество нулевых элементов
вектора v ∈ Fmq ;

− функцию f : Fnq → Fq будем отождествлять с вектором f ∈ FN
q ,

f = (f1, . . . , fN), полагая fk = f(σk) для всех k, 1 � k � N = qn,
где σ1, . . . , σN — все векторы из Fnq , упорядоченные лексикографи-
чески, и вместо f : Fnq → Fq будем писать f ∈ FN

q .
Далее будем считать, что q — степень простого числа, Fq — конечное

поле порядка q, n ∈ N и N = qn.

Определение 1. Пусть v ∈ Fnq . Выражение

Φvc(x1, . . . , xn) =
∑
σ∈Fn

q

ct(x1 + v1)
σ1 . . . (xn + vn)

σn , (1.1)
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где c ∈ FN
q , а все операции сложения и умножения выполняются в по-

ле Fq, назовем поляризованным полиномом переменных x1, . . . , xn над
полем Fq с поляризацией v и вектором коэффициентов c.

Если переменным x1, . . . , xn придавать всевозможные значения из
Fq, то полином Φvc из (1.1) задает некоторую функцию Φvc ∈ FN

q . Слож-
ностью полинома назовем величину L(Φvc) = #{ct | ct 
= 0 , 1 � t � N}.

Сложностью функции f ∈ FN
q в классе поляризованных полиномов

назовем величину LP(f) = min{L(Φvc) | c ∈ FN
q , v ∈ Fnq , Φvc = f}.

Сложностью множества функций F ⊆ FN
q в классе поляризованных

полиномов назовем величину LP(F ) = max{LP (f) | f ∈ F}. Для оценки
сложности класса всех n-местных функций введем величину LP(n) =
LP(FN

q ).
Понятие поляризованного полинома использовалось в работах [1; 4;

5; 6]. В работе [5] было показано, что LP(n) =
⌊
2
32
n
⌋

для q = 2. В
работе [4] было показано, что LP(n) �

⌊
3
43
n
⌋

для q = 3. В работе [1]
для простого q было показано, что LP(n) � q−1

q qn− o(qn). В настоящей
работе для случая q = 4 устанавливается оценка LP(n) �

⌊
4
54
n
⌋
.

Пусть K ⊆ Mq[q×q] — множество невырожденных матриц. Опреде-
лим множество K⊗n следующим образом

K⊗n = {M1 ⊗ · · · ⊗Mn |M1, . . . ,Mn ∈ K}.

Пусть M ∈ K⊗n, c ∈ FN
q . Пару 〈M, c〉 назовем кронекеровой фор-

мой, порожденной множеством K. Кронекерова форма 〈M, c〉 задает
некоторую функцию f ∈ FN

q , определяемую равенством f = Mc. Под
сложностью кронекеровой формы будем понимать величину

L(〈M, c〉) = #{ct | ct 
= 0 , 1 � t � N}.

Сложностью функции f ∈ FN
q в классе кронекеровых форм, порож-

денных множеством K, назовем величину

LK⊗(f) = min{L(〈M, c〉) |M ∈ K⊗n, c ∈ FN
q , f =Mc}.

Сложностью множества функций F ⊆ FN
q в классе кронекеровых

форм, порожденных множеством K, назовем величину

LK⊗(F ) = max{LK⊗(f) | f ∈ F}.

Также введем обозначение LK⊗(n) = LK⊗(FN
q ).

Понятие кронекеровой формы было введено в [2]. Там же для поля Fq
было показано, что если TP={Ta ∈Mq[q×q] | Ta[i, j]=

(j−1
i−1

)
a|j−i|, a ∈ Fq},

то LP(n) = LT⊗
P
(n).
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2. Основной результат

Положим q = 4, n ∈ N, N = 4n. Элементы поля F4 обозначим
цифрами 0 , 1 , 2 , 3 , набранными курсивом. Сложение и умножение
в поле F4 зададим следующими таблицами

+ 0 1 2 3
0 0 1 2 3
1 1 0 3 2
2 2 3 0 1
3 3 2 1 0

× 0 1 2 3
0 0 0 0 0
1 0 1 2 3
2 0 2 3 1
3 0 3 1 2

Целое число k в контексте операций с элементами поля F4 будем отож-
дествлять с 0 , если k четное, и с 1 , если k нечетное.

Далее будем считать, что все операции с матрицами и векторами
выполняются в поле F4.

Определим функции gn ∈ FN
4 и hn ∈ FN

4 рекуррентно следующим
образом:

g0 = (0 ), h0 = (1 ),

gn+1 = (gn, gn + hn, 3gn + hn, gn + 3hn),

hn+1 = (hn, 2gn , 2gn + 2hn, gn + 2hn).

(2.1)

Определим функции fnt ∈ FN
4 рекуррентно следующим образом:

fn0 = gn, fn1 = hn, fnt+2 = fnt+1 + 2fnt .

Обратим внимание, что fnt+5 = 2fnt . Действительно,

fnt+5 = fnt+4 + 2fnt+3 = 3fnt+3 + 2fnt+2 = fnt+2 + fnt+1 = 2fnt . (2.2)

Выпишем несколько начальных значений fnt :

fn0 = gn, fn1 = hn, fn2 = 2gn + hn,

fn3 = 2gn + 3hn, fn4 = gn + hn, fn5 = 2gn.
(2.3)

Обратим внимание, что последовательность функций fnt является
периодической с периодом 15, так как fnt+15 = 2 3fnt = fnt .

Лемма 1. Пусть n � 1, M1 ∈ M4[N×N ], M2 ∈ M4[
N
4 ×

N
4 ], и пусть

t1, . . . , t4 ∈ N и a1, . . . , a4 ∈ F4 таковы, что выполняются векторные
равенства

M1g
n+1= (a1M2f

n
t1 , . . . , a4M2f

n
t4), M1h

n+1= (a1M2f
n
t1+1, . . . , a4M2f

n
t4+1).

Тогда для всех t ∈ N выполняется M1f
n+1
t =(a1M2f

n
t1+t, . . . , a4M2f

n
t4+t).
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Доказательство. Доказательство индукцией по t.
Базис индукции. При t = 0 и t = 1 утверждение очевидно, поскольку

fn+1
0 = gn+1, а fn+1

1 = hn+1.
Шаг индукции. Пусть t � 2. По предположению индукции

M1f
n+1
t−2 = (a1M2f

n
t1+t−2, . . . , a4M2f

n
t4+t−2),

M1f
n+1
t−1 = (a1M2f

n
t1+t−1, . . . , a4M2f

n
t4+t−1).

Пусть M1f
n+1
t = (u1, u2, u3, u4). Поскольку fn+1

t = fn+1
t−1 +2fn+1

t−2 , имеем:

ui = aiM2f
n
ti+t−1 + 2aiM2f

n
ti+t−2 = aiM2(f

n
ti+t−1 + 2fnti+t−2) = aiM2f

n
ti+t

при 1 � i � 4. Что и требовалось доказать.

Для каждого a ∈ F4 определим матрицу Ta ∈ M4[4×4], элементы
которой определены следующим образом:

Ta[i, j] =
(j−1
i−1

)
a|j−i|, 1 � i, j � 4. (2.4)

Зададим множество TP ⊂ M4[4×4] как TP = {Ta | a ∈ F4}. Обратим
внимание, что

(j−1
i−1

)
= 0 при i > j, поэтому матрицы из множества TP —

верхние треугольные и имеют следующий вид

T0 =

⎡⎢⎢⎣
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

⎤⎥⎥⎦ , T1 =
⎡⎢⎢⎣
1 1 1 1
0 1 0 1
0 0 1 1
0 0 0 1

⎤⎥⎥⎦ , T2 =
⎡⎢⎢⎣
1 2 3 1
0 1 0 3
0 0 1 2
0 0 0 1

⎤⎥⎥⎦ , T3 =
⎡⎢⎢⎣
1 3 2 1
0 1 0 2
0 0 1 3
0 0 0 1

⎤⎥⎥⎦ .
Кроме того, выполняются следующие матричные равенства.

T0

⎡⎢⎢⎣
gn hn

hn 2gn+ hn

2gn+ hn 2gn+3hn

2gn+3hn gn+ hn

⎤⎥⎥⎦=

⎡⎢⎢⎣
gn hn

hn 2gn+ hn

2gn+ hn 2gn+3hn

2gn+3hn gn+ hn

⎤⎥⎥⎦=

⎡⎢⎢⎣
fn0 fn1
fn1 fn2
fn2 fn3
fn3 fn4

⎤⎥⎥⎦ (2.5)

T1

⎡⎢⎢⎣
gn hn

hn 2gn+ hn

2gn+ hn 2gn+3hn

2gn+3hn gn+ hn

⎤⎥⎥⎦=

⎡⎢⎢⎣
gn+3hn gn+2hn

2gn+2hn 3gn

2hn 3gn+2hn

2gn+3hn gn+ hn

⎤⎥⎥⎦=

⎡⎢⎢⎣
3fn2 3fn3
2fn4 2fn5
2fn1 2fn2
fn3 f n4

⎤⎥⎥⎦ (2.6)

T2

⎡⎢⎢⎣
gn hn

hn 2gn+ hn

2gn+ hn 2gn+3hn

2gn+3hn gn+ hn

⎤⎥⎥⎦=

⎡⎢⎢⎣
2gn+2hn 3gn

gn+3hn gn+2hn

gn hn

2gn+3hn gn+ hn

⎤⎥⎥⎦=

⎡⎢⎢⎣
2fn4 2fn5
3fn2 3fn3
fn0 fn1
fn3 fn4

⎤⎥⎥⎦ (2.7)

T3

⎡⎢⎢⎣
gn hn

hn 2gn+ hn

2gn+ hn 2gn+3hn

2gn+3hn gn+ hn

⎤⎥⎥⎦=

⎡⎢⎢⎣
2hn 3gn+2hn

3gn 3hn

3gn+3hn gn+3hn

2gn+3hn gn+ hn

⎤⎥⎥⎦=

⎡⎢⎢⎣
2fn1 2fn2
3fn0 3fn1
3fn4 3fn5
fn3 fn4

⎤⎥⎥⎦ (2.8)
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Пусть v ∈ Fn+1
4 , v=(u1, u2, u3, u4), где u1, . . . , u4 ∈ Fn4 ,M ∈M4[

N
4 ×

N
4 ]

и M0 ∈M4[4×4]. Тогда по определению кронекерова произведения при
1 � i � N и 1 � t � 4 имеем

((M0 ⊗M)v)(t−1)N+i =
4∑

k=1

N∑
j=1

M0[t, k]M [i, j]v(k−1)N+j

=
4∑
k=1

M0[t, k]
N∑
j=1

M [i, j]ukj =
4∑

k=1

M0[t, k](Muk)i,

что в матричном виде можно записать как

(M0 ⊗M)

⎡⎢⎢⎣
u1

u2

u3

u4

⎤⎥⎥⎦ =M0

⎡⎢⎢⎣
Mu1

Mu2

Mu3

Mu4

⎤⎥⎥⎦ . (2.9)

Лемма 2. Пусть M1, . . . ,Mn ∈ TP , M = M1 ⊗ · · · ⊗Mn. Тогда для
любого t ∈ N

4∑
i=0

Z(Mfnt+i) = 4n.

Доказательство. Поскольку по (2.2)

4∑
i=0

Z(Mfnt+i) =
4∑
i=0

Z(Mfn(t+i) mod 5) =
4∑
i=0

Z(Mfni ), (2.10)

достаточно доказать, что

4∑
t=0

Z(Mfnt ) = 4n. (2.11)

Доказательство проведем индукцией по n.
Базис индукции. Пусть n = 0. Тогда M состоит из одного элемента

M [1, 1] = 1 , и Mf0t = f0t . Из (2.1) и (2.3) получаем f00 = (0 ), f01 = (1 ),
f02 = (1 ), f03 = (3 ), f04 = (1 ). Откуда,

4∑
t=0

Z(Mf0t ) = 1 = 40.

Шаг индукции. Пусть n � 0,M =M1⊗· · ·⊗Mn, гдеM1, . . . ,Mn ∈ TP .
По предположению индукции выполняется (2.11).

Пусть M0 ∈ TP . Рассмотрим матрицу M ′ =M0 ⊗M и покажем, что
4∑
t=0

Z(M ′fn+1
t ) = 4n+1.
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По определению (2.1) имеем gn+1 = (gn, gn + hn, 3gn + hn, gn + 3hn),
hn+1 = (hn, 2gn, 2gn+2hn, gn+2hn). Тогда, учитывая (2.9) и (2.5)–(2.8),
а также лемму 1, получаем

M ′fn+1
t = (T0 ⊗M)fn+1

t = (Mfnt ,Mfnt+1,Mfnt+2,Mfnt+3),

M ′fn+1
t = (T1 ⊗M)fn+1

t = (3Mfnt+2, 2Mfnt+4, 2Mfnt+1,Mfnt+3),

M ′fn+1
t = (T2 ⊗M)fn+1

t = (2Mfnt+4, 3Mfnt+2,Mfnt ,Mfnt+3),

M ′fn+1
t = (T3 ⊗M)fn+1

t = (2Mfnt+1, 3Mfnt , 3Mfnt+4,Mfnt+3)

в случаях M0 = T0 , M0 = T1 , M0 = T2 , M0 = T3 соответственно.
Учитывая (2.10) и предположение индукции, во всех случаях получаем

4∑
t=0

Z(M ′fn+1
t ) = 4

4∑
t=0

Z(Mfnt ) = 4 · 4n = 4n+1. �

Лемма 3. Пусть M1, . . . ,Mn ∈ TP , M = M1 ⊗ · · · ⊗Mn. Тогда для
любого t ∈ N

Z(Mfnt ) =
4n

5
+ (−1)n

(
4

5
− [t+ b 
≡ 0 (mod5)]

)
, (2.12)

где b = −b0 + b2 + 2b3 , ba = #{i | 1 � i � n, Mi = Ta}, a ∈ F4.

Доказательство. Доказательство проведем индукцией по n.
Базис индукции. Пусть n = 0. f05k = 2 kg0 = (0 ) для всех k ∈ N.

Если же t = 5k + i, где k ∈ N и 1 � i � 4, то, поскольку 2 k 
= 0 и
(0 ) 
∈ {f0i | 1 � i � 4} = {(1 ), (3 )}, имеем f0t = 2 kf0i 
= (0 ). Матрица M
состоит из единственного элемента M [1, 1] = 1 , и поэтому Mv = v для
всех v ∈ F1

4, а значит, Z(Mf0t ) = [t ≡ 0 (mod 5)].
Пусть βnt = 4n

5 +(−1)n
(
4
5 − [t+ b 
≡ 0 (mod 5)]

)
. Поскольку n = 0, то

ba = 0, для всех a ∈ F4, а следовательно, b = 0. Тогда

β0t =
1

5
+

4

5
− [t 
≡ 0 (mod5)] = [t ≡ 0 (mod5)].

Значит, β0t = [t ≡ 0 (mod 5)] = Z(Mf0t ), и базис индукции выполнен.
Шаг индукции. Пусть n � 0,M1, . . . ,Mn ∈ TP ,M =M1⊗· · ·⊗Mn. По

предположению индукции для всех t ∈ N выполняется равенство (2.12).
Пусть M0 ∈ TP . Рассмотрим матрицу M ′ =M0 ⊗M и покажем, что

утверждение леммы выполняется для M ′, то есть, для всех t ∈ N

Z(M ′fn+1
t ) =

4n+1

5
+ (−1)n+1

(
4

5
− [t+ b′ 
≡ 0 (mod5)]

)
, (2.13)

где b′ = −b′0 + b′2 + 2b′3 , b
′
a = ba + [M0 = Ta], a ∈ F4.
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Если gn+1 = (u1, . . . , u4), hn+1 = (v1, . . . , v4) и векторы M ′gn+1 и
M ′hn+1 представимы в виде

(M ′gn+1)i =
4∑
j=1

M0[i, j]Muj =M
4∑
j=1

M0[i, j]uj = atiMfnti ,

(M ′hn+1)i =

4∑
j=1

M0[i, j]Mvj =M

4∑
j=1

M0[i, j]vj = atiMfnti+1,

(2.14)

то по лемме 1 выполняется

M ′fn+1
t = (at1Mfnt+t1 , . . . , at4Mfnt+t4). (2.15)

В свою очередь, равенства (2.14) выполняются, если справедливо сле-
дующее матричное равенство⎡⎢⎣M0[1, 1] . . . M0[1, 4]

...
. . .

...
M0[4, 1] . . . M0[4, 4]

⎤⎥⎦
⎡⎢⎣ u1 v1

...
...

u4 v4

⎤⎥⎦ =

⎡⎢⎣ at1f
n
t1 at1f

n
t1+1

...
...

at4f
n
t4 at4f

n
t4+1

⎤⎥⎦ . (2.16)

Из (2.5)–(2.8) следует, что (2.16) выполняется для любой M0 ∈ TP .
Учитывая конкретные значения t1, . . . , t4 из (2.5)–(2.8), получаем

Z((T0 ⊗M)fn+1
t ) = Z(Mfnt ) + Z(Mfnt+1) + Z(Mfnt+2) + Z(Mfnt+3),

Z((T1 ⊗M)fn+1
t ) = Z(Mfnt+2) + Z(Mfnt+4) + Z(Mfnt+1) + Z(Mfnt+3),

Z((T2 ⊗M)fn+1
t ) = Z(Mfnt+4) + Z(Mfnt+2) + Z(Mfnt ) + Z(Mfnt+3),

Z((T3 ⊗M)fn+1
t ) = Z(Mfnt+1) + Z(Mfnt ) + Z(Mfnt+4) + Z(Mfnt+3).

Применяя лемму 2 и предположение индукции, имеем

Z((T0⊗M)fn+1
t )=4n−Z(Mfnt+4) = 4n− 4n

5 −(−1)n(45−[t+b 
≡ 1 (mod 5)]),

Z((T1⊗M)fn+1
t )=4n−Z(Mfnt ) = 4n− 4n

5 −(−1)n(45−[t+b 
≡ 0 (mod 5)]),

Z((T2⊗M)fn+1
t )=4n−Z(Mfnt+1) = 4n− 4n

5 −(−1)n(45−[t+b 
≡ 4 (mod 5)]),

Z((T3⊗M)fn+1
t )=4n−Z(Mfnt+2) = 4n− 4n

5 −(−1)n(45−[t+b 
≡ 3 (mod 5)]).

Как легко проверить, b = b′ + [M0 = T0 ] − [M0 = T2 ] − 2[M0 = T3 ].
Поэтому,

Z((T0 ⊗M)fn+1
t ) = 4n+1

5 + (−1)n+1
(
4
5 − [t+ b′ 
≡ 0 (mod 5)]

)
,

Z((T1 ⊗M)fn+1
t ) = 4n+1

5 + (−1)n+1
(
4
5 − [t+ b′ 
≡ 0 (mod 5)]

)
,

Z((T2 ⊗M)fn+1
t ) = 4n+1

5 + (−1)n+1
(
4
5 − [t+ b′ 
≡ 0 (mod 5)]

)
,

Z((T3 ⊗M)fn+1
t ) = 4n+1

5 + (−1)n+1
(
4
5 − [t+ b′ 
≡ 0 (mod 5)]

)
.

Таким образом, для любого M0 ∈ TP выполняется (2.13). Лемма
доказана.

Известия Иркутского государственного университета.
2016. Т. 16. Серия «Математика». С. 19–29
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Теорема 1. В поле F4 справедлива оценка LT⊗
P
(n) �

⌊
4
54
n
⌋
.

Доказательство. Для начала заметим, что T−1
a = T−a. Действительно,

при 1 � i � j � q выполняется (см., например, таблицу 199 в [3])

(T−aTa)[i, j] =
q∑

k=1

(
k−1
i−1

)
(−a)|k−i|

(
j−1
k−1

)
a|j−k|=

j∑
k=i

(
k−1
i−1

)
(−a)k−i

(
j−1
k−1

)
aj−k=

=aj−i
(j−1
i−1

) j∑
k=i

(−1 )k−i
(j−i
k−i
)
=aj−i

(j−1
i−1

)
(1 − 1 )j−i = [i = j].

Таким образом, T−aTa = Iq, в силу верхней треугольности матриц Ta и
T−a. Тогда, TP = {M−1 |M ∈ TP} и T⊗

P = {M−1 |M ∈ T⊗
P }.

По лемме 3, учитывая целочисленность функции Z(v), v ∈ Fn4 , имеем
max{Z(Mgn) | M ∈ T⊗

P } � 4n

5 + 1
5 + 3

5 [n ≡ 0 (mod 2)]. Поскольку
L(〈M, c〉) = 4n − Z(c), имеем

LT⊗
P
(gn) = min{L(〈M, c〉) |M ∈ T⊗

P , c ∈ FN
4 , Mc = gn}

= min{4n − Z(M−1gn) |M ∈ T⊗
P } = 4n −max{Z(Mgn) |M ∈ T⊗

P }
� 4n −

(
4n

5 +1
5+

3
5 [n ≡ 0 (mod 2)]

)
= 4

54
n−1

5−
3
5 [n ≡ 0 (mod 2)] =

⌊
4
54
n
⌋
.

Следовательно, LT⊗
P
(n) = max{LT⊗

P
(f) | f ∈ FN

4 } �
⌊
4
54
n
⌋
.

Следствие 1. В поле F4 справедлива оценка LP(n) �
⌊
4
54
n
⌋
.

Доказательство. Из лемм 1 и 4 работы [2] следует, что LP(n) = LT⊗
P
(n).

Значит требуемая оценка следует из теоремы 1.
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A. S. Baliuk, A. S. Zinchenko

Lower Bound of the Complexity of Functions over Finite Field
of Order 4 in the Class of Polarized Polynomials

Abstract. The representations, including polynomial, of functions over final fields
have been actively investigated. The complexity of such representations is the main
stream of research. Polynomial representations of Boolean functions have been studied
well enough. The exact values of the complexity have been found for a lot of polynomial
classes.

Recently, the interest to polynomial representations of functions over finite fields and
over finite rings is being increased. There are a lot of difficulties in studying of the
complexity of these representations. Only not equal upper and lower bounds has been
obtained, even for sagnificantly simple classes of polynomials.

This paper is about polarized polynomials over finite field of order 4. Such a poly-
nomial is a finite sum of products. Every polynomial represents an n-variable function
over finite field. A complexity of a polynomial is a number of nonzero summands in it.
Every function can be represented by several polynomials, which are belongs to the same
class. A complexity of a function in a class of polynomials is the minimal complexity of
polynomials in the class, which represent this function.

Previously, the constructive lower bounds in the class of polarized polynomials have
been known only for the case of Boolean and three-valued functions. Also, the weaker,
non-constructive lower bound has been known for the case of functions over arbitrary
prime finite field.

In this paper the constructive lower bound has been obtained for functions over finite
field of order 4 in the class of polarized polynomials. The lower bound is equivalent to
previously known lower bound for Boolean and three-valued functions.

Keywords:finite field,polarized polynomial,Kroneker form,complexity,lower bounds.
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