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Аннотация. Одним из направлений исследования функций над конечными по-
лями является исследование их представлений, в том числе полиномиальных. При
изучении полиномиальных представлений функций можно выделить задачу оценки
сложности таких представлений.

Под сложностью реализующего функцию полинома понимается число его нену-
левых слагаемых. При этом каждая функция может быть представлена несколькими
различными полиномами из одного класса. Под сложностью функции в классе по-
линомов понимается минимально возможная сложность реализующего ее полинома
из этого класса. Под сложностью множества функций в классе полиномов понима-
ется максимально возможная сложность функции из данного множества в классе
полиномов.

В случае функций над конечным полем порядка 2 (булевых функций) для многих
классов полиномиальных форм известны точные значения сложности таких пред-
ставлений, а для функций над конечными полями порядка больше двух даже в
довольно простых классах полиномов найдены только несовпадающие верхние и
нижние оценки сложности.

Данная работа посвящена исследованию представления семизначных функций
поляризованными полиномами. Полиномы этого класса имеют вид суммы конечного
числа произведений определенного вида.

Для случая булевых и трехзначных функций известны эффективные нижние
оценки сложности в классе поляризованных полиномов, а также более слабая мощ-
ностная оценка для функций над конечным полем простого порядка.

В предыдущих работах авторами были получены эффективные нижние оценки
сложности для случая функций над конечными полями порядка 4 и 5.

В настоящей работе получена эффективная нижняя оценка сложности семизнач-
ных функций в классе поляризованных полиномов.

Ключевые слова: k-значная функция, конечное поле, поляризованный полином,
кронекерова форма, нижняя оценка сложности.
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1. Обозначения и определения

Пусть q — степень простого числа, Fq — конечное поле порядка q,
n ∈ N и N = qn.

Будем использовать терминологию и обозначения из [2], а также
условимся, что
− в выражениях приоритет операции кронекерова произведения яв-

ляется наивысшим;
− функция ℓ : Fq → N, где ℓ(a) = 1+(1+min{k ∈ N | ξk = a})[a 6=0] для

всех a ∈ Fq, а ξ — примитивный элемент поля Fq, задает линейный
порядок на Fq;

− если v ∈ Fn
q , то положим ℓ(v) = 1 +

∑n
i=1 (ℓ(vi)− 1) qn−i, так что ℓ

задает лексикографический порядок на Fn
q ;

− зафиксируем σ1, . . . , σN ∈ Fn
q так, что ℓ(σk) = k для всех k, 16k6N ;

− функцию f : Fn
q → Fq будем отождествлять с вектором f ∈ FN

q ,

f = (f1, . . . , fN), полагая fk = f(σk) для всех k, 1 6 k 6 N = qn, и
вместо f : Fn

q → Fq будем писать f ∈ FN
q ;

− выражение
∑

t∈τ ϕ(t), в котором τ = (τ1, . . . , τk), τi ∈ N, 1 6 i 6 k

и ϕ : N→ R, будем отождествлять с
∑k

i=1 ϕ(τi).

Определение 1. Пусть v ∈ Fn
q . Выражение

Φv
c(x1, . . . , xn) =

N
∑

t=1

ct(x1 + v1)
ℓ(σt

1)−1 . . . (xn + vn)
ℓ(σt

n)−1, (1.1)

где c ∈ FN
q , а все операции сложения и умножения выполняются в по-

ле Fq, назовем поляризованным полиномом переменных x1, . . . , xn над
полем Fq с поляризацией v и вектором коэффициентов c.

Если переменным x1, . . . , xn придавать всевозможные значения из
Fq, то полином Φv

c из (1.1) задает некоторую функцию Φv
c ∈ FN

q . Слож-
ностью полинома назовем величину L(Φv

c) = #{ct | ct 6= 0, 1 6 t 6 N}.
Сложностью функции f ∈ FN

q в классе поляризованных полиномов
назовем величину LP(f) = min{L(Φv

c) | c ∈ FN
q , v ∈ Fn

q , Φv
c = f}.

Сложностью множества функций F ⊆ FN
q в классе поляризованных

полиномов назовем величину LP(F ) = max{LP (f) | f ∈ F}. Для оценки
сложности класса всех n-местных функций введем величину LP(n) =
LP(FN

q ).
Понятие поляризованного полинома использовалось в работах [1–4;

6–9]. В работе [8] было показано, что LP(n) =
⌊

2
32

n
⌋

для q = 2. В

работе [7] было показано, что LP(n) >
⌊

3
43

n
⌋

для q = 3. В работе [1] для

простого q было показано, что LP(n) >
q−1
q
qn − o(qn). В работе [2] для

случая q = 4 была найдена оценка LP(n) >
⌊

4
54

n
⌋

, а в работе [3] для
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случая q = 5 — оценка LP(n) >
⌊

5
65

n − 2
32

n
⌋

. В настоящей работе для

случа q = 7 устанавливается оценка LP(n) >
⌊

7
87

n − 7
8(1 +

√
2)n

⌋

.
Пусть K ⊆ Mq[q×q] — множество невырожденных матриц. Опреде-

лим множество K⊗n следующим образом

K⊗n = {M1 ⊗ · · · ⊗Mn |M1, . . . ,Mn ∈ K}.

Определение 2. Пару 〈M, c〉, где M ∈ K⊗n, c ∈ FN
q , назовем кроне-

керовой формой, порожденной множеством K.

Кронекерова форма 〈M, c〉 задает некоторую функцию f ∈ FN
q , опре-

деляемую равенством f = Mc. Под сложностью кронекеровой формы
будем понимать величину

L(〈M, c〉) = #{ct | ct 6= 0, 1 6 t 6 N}.

Сложностью функции f ∈ FN
q в классе кронекеровых форм, порож-

денных множеством K, назовем величину

LK⊗(f) = min{L(〈M, c〉) |M ∈ K⊗n, c ∈ F
N

q , f =Mc}.

Сложностью множества функций F ⊆ FN
q в классе кронекеровых

форм, порожденных множеством K, назовем величину

LK⊗(F ) = max{LK⊗(f) | f ∈ F}.

Также введем обозначение LK⊗(n) = LK⊗(FN
q ).

Понятие кронекеровой формы было введено в [4], где было показано,
что если TP = {Ta ∈ Mq[q×q] | Ta[i, j] =

(

j−1
i−1

)

a|j−i|, a ∈ Fq}, то LP(n) =
LT⊗

P

(n).

2. Основной результат

Положим q = 7, n ∈ N, N = 7n. Тогда Fq = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6}. Далее
будем считать, что все операции с матрицами и векторами выполняются
по модулю 7.

Определим функции gn ∈ FN
7 и hn ∈ FN

7 рекуррентно следующим
образом:

g0 = (0), h0 = (1),

gn+1 = (5gn+4hn, 5gn+6hn, 6gn+6hn, 4gn+ hn, 4gn+ hn, 4gn+5hn, gn),
hn+1 = ( gn+6hn, 5gn+3gn, 5gn+4hn, 2gn+6hn, 2gn+6hn, 3gn, hn).

Определим функции fnt ∈ FN
7 рекуррентно следующим образом:

fn0 = gn, fn1 = hn, fnt+2 = 2fnt+1 + 2fnt .
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Обратим внимание, что fnt+8 = 5fnt . Действительно,

fnt+4 = 2fnt+3 + 2fnt+2 = 6fnt+2 + 4fnt+1 = 2fnt+1 + 5fnt
fnt+8 = 2fnt+5 + 5fnt+4 = 4fnt+2 + 6fnt+1 + 4fnt = 5fnt .

Из этого, в частности, следует, что fn8k+i = 5kfni для всех k, i ∈ N.
Выпишем несколько начальных значений fnt :

fn0 = gn, fn1 = hn, fn2 = 2gn+2hn, fn3 = 4gn+6hn, fn4 = 5gn+2hn,
fn5 = 4gn+2hn, fn6 = 4gn+hn, fn7 = 2gn+6hn, fn8 = 5gn.

(2.1)

Лемма 1. Пусть n ∈ N, M1 ∈ M7[7N×7N ], M2 ∈ M7[N×N ], и пусть
t1, . . . , t7 ∈ N и a1, . . . , a7 ∈ F7 таковы, что выполняются векторные
равенства

M1g
n+1=(a1M2f

n
t1
, . . . , a7M2f

n
t7
), M1h

n+1=(a1M2f
n
t1+1, . . . , a7M2f

n
t7+1).

Тогда для всех t ∈ N выполняется M1f
n+1
t =(a1M2f

n
t1+t, . . . , a7M2f

n
t7+t).

Доказательство аналогично доказательству леммы 1 в работе [3].

Для каждого a ∈ Fq определим матрицу Ta ∈ M7[7×7], элементы ко-

торой определены следующим образом: Ta[i, j] =
(

j−1
i−1

)

a|j−i|, 1 6 i, j 6 7.

Зададим множество TP ⊂ M7[7×7] как TP = {Ta | a ∈ F7}. Обратим

внимание, что
(

j−1
i−1

)

= 0 при i > j, поэтому матрицы из множества TP —
верхние треугольные, T0 — единичная матрица, а остальные имеют
следующий вид:

T1 =





















1 1 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 6
0 0 1 3 6 3 1
0 0 0 1 4 3 6
0 0 0 0 1 5 1
0 0 0 0 0 1 6
0 0 0 0 0 0 1





















,

T2 =





















1 2 4 1 2 4 1
0 1 4 5 4 3 3
0 0 1 6 3 3 2
0 0 0 1 1 5 6
0 0 0 0 1 3 4
0 0 0 0 0 1 5
0 0 0 0 0 0 1





















,

T3 =





















1 3 2 6 4 5 1
0 1 6 6 3 6 2
0 0 1 2 5 4 4
0 0 0 1 5 6 1
0 0 0 0 1 1 2
0 0 0 0 0 1 4
0 0 0 0 0 0 1





















,

T4 =





















1 4 2 1 4 2 1
0 1 1 6 4 6 5
0 0 1 5 5 3 4
0 0 0 1 2 6 6
0 0 0 0 1 6 2
0 0 0 0 0 1 3
0 0 0 0 0 0 1





















,

T5 =





















1 5 4 6 2 3 1
0 1 3 5 3 3 4
0 0 1 1 3 4 2
0 0 0 1 6 5 1
0 0 0 0 1 4 4
0 0 0 0 0 1 2
0 0 0 0 0 0 1





















,

T6 =





















1 6 1 6 1 6 1
0 1 5 3 3 5 1
0 0 1 4 6 4 1
0 0 0 1 3 3 1
0 0 0 0 1 2 1
0 0 0 0 0 1 1
0 0 0 0 0 0 1





















.
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Заметим, что T−1a = T−a. Действительно, при 1 6 i 6 j 6 7 выполня-
ется (см., например, таблицу 199 в [5])

(T−aTa)[i, j] =
7
∑

k=1

(

k−1
i−1

)

(−a)|k−i|
(

j−1
k−1

)

a|j−k| =
j
∑

k=i

(

k−1
i−1

)

(−a)k−i
(

j−1
k−1

)

aj−k

= aj−i
(

j−1
i−1

)

j
∑

k=i

(−1)k−i
(

j−i
k−i

)

= aj−i
(

j−1
i−1

)

(1− 1)j−i = [i=j].

Значит, T−aTa = I7, в силу верхней треугольности матриц Ta и T−a.
Из этого следует, что TP = {M−1 |M ∈ TP} и T⊗nP = {M−1 |M ∈ T⊗nP }.

Обратим внимание, что выполняются следующие матричные равен-
ства, в которых элементы матриц, на которые умножаются матрицы
T0, . . . , T6, — это векторы из пространства FN

7 , а столбцы представляют
собой функции gn+1 и hn+1.

T0





















5gn+4hn gn+6hn

5gn+6hn 5gn+3hn

6gn+6hn 5gn+4hn

4gn+ hn 2gn+6hn

4gn+ hn 2gn+6hn

4gn+5hn 3gn

gn hn





















=





















5gn+4hn gn+6hn

5gn+6hn 5gn+3hn

6gn+6hn 5gn+4hn

4gn+ hn 2gn+6hn

4gn+ hn 2gn+6hn

4gn+5hn 3gn

gn hn





















=





















3fn3 3fn4
3fn5 3fn6
3fn2 3fn3
fn6 fn7
fn6 fn7

2fn7 2fn8
fn0 fn1





















(2.2)

T1





















5gn+4hn gn+6hn

5gn+6hn 5gn+3hn

6gn+6hn 5gn+4hn

4gn+ hn 2gn+6hn

4gn+ hn 2gn+6hn

4gn+5hn 3gn

gn hn





















=





















gn+2hn 4gn+5hn

gn+ hn 2gn+3hn

6gn+2hn 4gn+3hn

3gn+6hn 5gn+ hn

4gn+5hn 3gn

3gn+5hn 3gn+6hn

gn hn





















=





















2fn6 2fn7
4fn2 4fn3
5fn3 5fn4
6fn6 6fn7
2fn7 2fn8
6fn5 6fn6
fn0 fn1





















(2.3)

T2





















5gn+4hn gn+6hn

5gn+6hn 5gn+3hn

6gn+6hn 5gn+4hn

4gn+ hn 2gn+6hn

4gn+ hn 2gn+6hn

4gn+5hn 3gn

gn hn





















=





















5gn 5hn

3gn+5hn 3gn+6hn

2hn 4gn+4hn

6gn+6hn 5gn+4hn

6gn+2hn 4gn+3hn

2gn+5hn 3gn+5hn

gn hn





















=





















5fn0 5fn1
6fn5 6fn6
2fn1 2fn2
3fn2 3fn3
5fn3 5fn4
6fn4 6fn5
fn0 fn1





















(2.4)

T3





















5gn+4hn gn+6hn

5gn+6hn 5gn+3hn

6gn+6hn 5gn+4hn

4gn+ hn 2gn+6hn

4gn+ hn 2gn+6hn

4gn+5hn 3gn

gn hn





















=





















2gn+6hn 5gn

5gn+4hn gn+6hn

5gn+5hn 3gn+ hn

hn 2gn+2hn

3gn+6hn 5gn+ hn

gn+5hn 3gn+4hn

gn hn





















=





















fn7 fn8
3fn3 3fn4
6fn2 6fn3
fn1 fn2
6fn6 6fn7
2fn3 2fn4
fn0 fn1





















(2.5)
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T4





















5gn+4hn gn+6hn

5gn+6hn 5gn+3hn

6gn+6hn 5gn+4hn

4gn+ hn 2gn+6hn

4gn+ hn 2gn+6hn

4gn+5hn 3gn

gn hn





















=





















3gn+6hn 5gn+ hn

3gn+3hn 6gn+2hn

6gn+3hn 6gn+5hn

5hn 3gn+3hn

2gn+3hn 6gn+ hn

5hn 3gn+3hn

gn hn





















=





















6fn6 6fn7
5fn2 5fn3
5fn5 5fn6
5fn1 5fn2
4fn3 4fn4
5fn1 5fn2
fn0 fn1





















(2.6)

T5





















5gn+4hn gn+6hn

5gn+6hn 5gn+3hn

6gn+6hn 5gn+4hn

4gn+ hn 2gn+6hn

4gn+ hn 2gn+6hn

4gn+5hn 3gn

gn hn





















=





















gn+4hn gn+2hn

gn+5hn 3gn+4hn

5gn+2hn 4gn+2hn

4hn gn+ hn

3gn 3hn

6gn+5hn 3gn+2hn

gn hn





















=





















2fn5 2fn6
2fn3 2fn4
fn4 fn5

4fn1 4fn2
3fn0 3fn1
5fn6 5fn7
fn0 fn1





















(2.7)

T6





















5gn+4hn gn+6hn

5gn+6hn 5gn+3hn

6gn+6hn 5gn+4hn

4gn+ hn 2gn+6hn

4gn+ hn 2gn+6hn

4gn+5hn 3gn

gn hn





















=





















3gn+6hn 5gn+ hn

3gn+4hn gn+4hn

hn 2gn+2hn

gn+5hn 3gn+4hn

6gn+4hn gn

5gn+5hn 3gn+ hn

gn hn





















=





















6fn6 6fn7
2fn4 2fn5
fn1 fn2

2fn3 2fn4
3fn7 3fn8
6fn2 6fn3
fn0 fn1





















(2.8)

Пусть u ∈ F7N
7 , u = (u1, . . . , u7), где u1, . . . , u7 ∈ FN

7 , M ∈ M7[N×N ],
M0 ∈ M7[7×7] и v1, . . . , v7 ∈ FN

7 таковы, что выполняется матричное
равенство







v1

...
v7






=M0







u1

...
u7







,

(2.9)

в котором элементами вектор-столбцов являются векторы из FN

7 . Тогда,
расписав покомпонентно (2.9), при 1 6 t 6 7 и 1 6 i 6 N имеем

vti =

7
∑

k=1

M0[t, k]u
k
i

а следовательно, учитывая определение кронекерова произведения,

(M0⊗Mu)(t−1)N+i =

7
∑

k=1

N
∑

j=1

M0[t, k]M [i, j]u(k−1)N+j

=

N
∑

j=1

M [i, j]

7
∑

k=1

M0[t, k]u
k
j =

N
∑

j=1

M [i, j]vtj = (Mvt)i,
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что в матричном виде можно записать как

M0⊗M







u1

...
u7






=







Mv1

...
Mv7







.

(2.10)

Таким образом, на основании формул (2.2)–(2.8), используя лемму 1 и
равенства (2.9), (2.10), можно получить следующие равенства.

T0⊗Mfn+1
t

=(3Mfn

t+3,3Mfn

t+5,3Mfn

t+2, Mfn

t+6, Mfn

t+6,2Mfn

t+7,Mfn

t
)

T1⊗Mfn+1
t

=(2Mfn

t+6,4Mfn

t+2,5Mfn

t+3,6Mfn

t+6,2Mfn

t+7,6Mfn

t+5,Mfn

t
)

T2⊗Mfn+1
t

=(5Mfn

t
,6Mfn

t+5,2Mfn

t+1,3Mfn

t+2,5Mfn

t+3,6Mfn

t+4,Mfn

t
)

T3⊗Mfn+1
t

=( Mfn

t+7,3Mfn

t+3,6Mfn

t+2, Mfn

t+1,6Mfn

t+6,2Mfn

t+3,Mfn

t
)

T4⊗Mfn+1
t

=(6Mfn

t+6,5Mfn

t+2,5Mfn

t+5,5Mfn

t+1,4Mfn

t+3,5Mfn

t+1,Mfn

t
)

T5⊗Mfn+1
t

=(2Mfn

t+5,2Mfn

t+3, Mfn

t+4,4Mfn

t+1,3Mfn

t
,5Mfn

t+6,Mfn

t
)

T6⊗Mfn+1
t

=(6Mfn

t+6,2Mfn

t+4, Mfn

t+1,2Mfn

t+3,3Mfn

t+7,6Mfn

t+2,Mfn

t
)

(2.11)

Определим наборы τ0, . . . , τ6 следующим образом.

τ0 = (3, 5, 2, 6, 6, 7, 0) τ1 = (6, 2, 3, 6, 7, 5, 0) τ2 = (0, 5, 1, 2, 3, 4, 0)
τ3 = (7, 3, 2, 1, 6, 3, 0) τ4 = (6, 2, 5, 1, 3, 1, 0) τ5 = (5, 3, 4, 1, 0, 6, 0)
τ6 = (6, 4, 1, 3, 7, 2, 0)

(2.12)

Тогда (2.11) можно переписать в следующем виде.

T0⊗Mfn+1
t

=(3Mfn

t+τ
0

1

,3Mfn

t+τ
0

2

,3Mfn

t+τ
0

3

, Mfn

t+τ
0

4

, Mfn

t+τ
0

5

,2Mfn

t+τ
0

6

,Mfn

t+τ
0

7

)

T1⊗Mfn+1
t

=(2Mfn

t+τ
1

1

,4Mfn

t+τ
1

2

,5Mfn

t+τ
1

3

,6Mfn

t+τ
1

4

,2Mfn

t+τ
1

5

,6Mfn

t+τ
1

6

,Mfn

t+τ
1

7

)

T2⊗Mfn+1
t

=(5Mfn

t+τ
2

1

,6Mfn

t+τ
2

2

,2Mfn

t+τ
2

3

,3Mfn

t+τ
2

4

,5Mfn

t+τ
2

5

,6Mfn

t+τ
2

6

,Mfn

t+τ
2

7

)

T3⊗Mfn+1
t

=( Mfn

t+τ
3

1

,3Mfn

t+τ
3

2

,6Mfn

t+τ
3

3

, Mfn

t+τ
3

4

,6Mfn

t+τ
3

5

,2Mfn

t+τ
3

6

,Mfn

t+τ
3

7

)

T4⊗Mfn+1
t

=(6Mfn

t+τ
4

1

,5Mfn

t+τ
4

2

,5Mfn

t+τ
4

3

,5Mfn

t+τ
4

4

,4Mfn

t+τ
4

5

,5Mfn

t+τ
4

6

,Mfn

t+τ
4

7

)

T5⊗Mfn+1
t

=(2Mfn

t+τ
5

1

,2Mfn

t+τ
5

2

, Mfn

t+τ
5

3

,4Mfn

t+τ
5

4

,3Mfn

t+τ
5

5

,5Mfn

t+τ
5

6

, Mfn

tτ
5

7

)

T6⊗Mfn+1
t

=(6Mfn

t+τ
6

1

,2Mfn

t+τ
6

2

, Mfn

t+τ
6

3

,2Mfn

t+τ
6

4

,3Mfn

t+τ
6

5

,6Mfn

t+τ
6

6

,Mfn

t+τ
6

7

)

Откуда следует, что при 0 6 k 6 6 выполняется

Z(Tk⊗Mfn+1
t ) =

∑

i∈τk
Z(Mfnt+i). (2.13)

Пусть α — вещественное, а i, j, k — целые числа. Введем в рассмот-
рение следующую величину.

θ(α, k, j, i) = cos(α + πk
4 ) + cos(α+ π(k+2j)

4 ) + cos(α+ π(k+i)
4 )

= 2 cos(α+ π(k+j)
4 ) cos πj

4 + cos(α+ π(k+i)
4 )
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Тогда

θ(α, k, j, i) = θ(α, k, j + 4, i),
θ(α, k, j, i) = θ(α, k, j, i + 8),

θ(α, k, 0, 2) = 2 cos(α+ πk
4 ) + cos(α + π(k+2)

4 )

=
√
5
(

− 2√
5
sin(α+ π(k+2)

4 ) + 1√
5
cos(α+ π(k+2)

4 )
)

=
√
5 cos

(

α+ π(k+2)
4 + arctan 2

)

,

θ(α, k, 0,−2) = 2 cos(α+ πk
4 ) + cos(α+ π(k−2)

4 )

=
√
5
(

2√
5
sin(α+ π(k−2)

4 ) + 1√
5
cos(α+ π(k−2)

4 )
)

=
√
5 cos

(

α+ π(k−2)
4 − arctan 2

)

,

θ(α, k, 1, 3) = 2 cos(α+ π(k+1)
4 ) cos π

4 + cos(α+ π(k+3)
4 )

=
√
3
(

−
√
2√
3
sin(α+ π(k+3)

4 ) + 1√
3
cos(α+ π(k+3)

4 )
)

=
√
3 cos

(

α+ π(k+3)
4 + arctan

√
2
)

,

θ(α, k, 1, 7) = 2 cos(α+ π(k+1)
4 ) cos π

4 + cos(α+ π(k+7)
4 )

=
√
3
(√

2√
3
sin(α+ π(k−1)

4 ) + 1√
3
cos(α+ π(k−1)

4 )
)

=
√
3 cos

(

α+ π(k−1)
4 − arctan

√
2
)

,

θ(α, k, 1, 1) = 2 cos(α+ π(k+1)
4 ) cos π

4 + cos(α+ π(k+1)
4 )

=
√
2 cos(α+ π(k+1)

4 ) + cos(α+ π(k+1)
4 )

= (
√
2 + 1) cos(α+ π(k+1)

4 ),

(2.14)

θ(α, k, 3, 3) = 2 cos(α+ π(k+3)
4 ) cos 3π

4 + cos(α+ π(k+3)
4 )

= cos(α+ π(k+3)
4 )

(

1−
√
2
)

= (
√
2− 1) cos(α+ π(k−1)

4 ).
(2.15)

Лемма 2. Пусть M1, . . . ,Mn ∈ TP , M = M1 ⊗ · · · ⊗ Mn, и пусть
ni = #{j | 1 6 j 6 n, Mj = Ti}, 0 6 i 6 6. Тогда для любого t ∈ N

Z(Mfnt ) =
7n

8 +CM(−1)t +AM cos
(

λM + πt
2

)

+BM cos
(

βM + πt
4

)

+DM cos
(

δM + 3πt
4

)

, где
(2.16)

CM = 1
8(−1)n3+n4 ,

AM = 1
4

√
5
n0+n1+n2+n3+n4+n5

,

BM = 1
4

√
3
n0+n1+n2+n3+n4

(
√
2− 1)n5 ,

DM = 1
4

√
3
n0+n1+n2+n3+n4

(
√
2 + 1)n5 ,

λM = (n− 2n3 − n6) arctan 2 + π
2 (3n0+3n1+n2+2n3+2n4+n5+3n6),

βM = (−n0−n1+n2−n3−n4) arctan
√
2 + π

4 (5n0+5n1+3n2−n5+n6),
δM = (−n0−n1+n2−n3−n4) arctan

√
2 + 3π

4 (−3n0−3n1+3n2+3n5+n6).

Доказательство. Доказательство проведем индукцией по n.
Базис индукции. Пусть n = 0. Тогда n0 = n1 = n2 = · · · = n6 = 0.

f08k = 5kg0 = (0) для всех k ∈ N. Если же t = 8k+i, где k ∈ N и 1 6 i 6 7,
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то, поскольку 5k 6≡ 0 (mod 7) и (0) 6∈ {f0i | 1 6 i 6 7} = {(1), (2), (6)},
имеем f0t = 5kf0i 6= (0). Матрица M = I1, и поэтому Mv = v для всех
v ∈ F1

7. Таким образом, Z(Mf0t ) = [t ≡ 0 (mod 8)]. С другой стороны,
CM = 1

8 , AM = BM = DM = 1
4 , λM = βM = δM = 0. Тогда правая

часть (2.16), обозначим её Rt, примет вид

Rt =
1
8 +

1
8(−1)t + 1

4 cos
πt
2 + 1

4 cos
πt
4 + 1

4 cos
3πt
4

= 1
8 +

1
8 (−1)t + 1

4 cos
πt
2 + 1

2 cos
πt
2 cos πt

4 .

Следовательно, для всех k ∈ N выполняется

R2k+1 =
1
8 − 1

8 + 0 + 0 = 0, R4k+2 =
1
8 +

1
8 − 1

4 + 0 = 0,

R8k+4 =
1
8 + 1

8 +
1
4 − 1

2 = 0, R8k = 1
8 +

1
8 +

1
4 + 1

2 = 1,

а значит, Rt = [t ≡ 0 (mod 8)]. Правая и левая части равенства (2.16)
совпадают, поэтому базис индукции выполнен.

Шаг индукции. Пусть для некоторого n ∈ N выполнено утверждение
леммы. Покажем, что оно справедливо и для n+ 1.

Из (2.13) и (2.16) следует, что при 0 6 k 6 6 выполняется

Z(Tk⊗Mfn+1
t ) = 7n+1

8 + CMS
C

k +AMS
A

k +BMS
B

k +DMS
D

k ,

где

SA

k =
∑

i∈τk cos(λM + π(t+i)
2 ), SB

k =
∑

i∈τk cos(βM + π(t+i)
4 ),

SC

k =
∑

i∈τk(−1)t+i, SD

k =
∑

i∈τk cos(δM + 3π(t+i)
4 ).

(2.17)

Обратим внимание, что для любого t ∈ N и любого действительного
числа α выполняются следующие равенства.

(−1)t + (−1)t+1 = 0,

cos
(

α+ πt
2

)

+ cos
(

α+ π(t+2)
2

)

= 0, cos
(

α+ πt
2

)

= cos
(

α+ π(t+4)
2

)

,

cos
(

α+ πt
4

)

+ cos
(

α+ π(t+4)
4

)

= 0, cos
(

α+ 3πt
4

)

+ cos
(

α+ 3π(t+4)
4

)

= 0.

Тогда из (2.17) и определений τk (2.12) следует, что

SA

k =
∑

i∈uk cos(λM + π(t+i)
2 ), SB

k =
∑

i∈vk cos(βM + π(t+i)
4 ),

SC

k = (−1)[k=3]+[k=4](−1)t, SD

k =
∑

i∈vk cos(δM + 3π(t+i)
4 ),

где

u0 = (2, 2, 3), u1 = (2, 2, 3), u2 = (0, 0, 1),
u3 = (2, 3, 3), u4 = (1, 1, 2), u5 = (0, 0, 1), u6 = (3),
v0 = (0, 5, 6), v1 = (0, 5, 6), v2 = (0, 2, 3),
v3 = (0, 1, 3), v4 = (0, 1, 3), v5 = (0, 3, 6), v6 = (1),
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Используя определение θ, (2.14) и (2.15), имеем

SA
0 = SA

1 =
∑

i∈(2,2,3) cos
(

λM + π(t+i)
2

)

= θ(λM , 2t+ 4, 0, 2)

=
√
5 cos

(

λM + π(t+3)
2 + arctan 2

)

,

SA
2 = SA

5 =
∑

i∈(0,0,1) cos
(

λM + π(t+i)
2

)

= θ(λM , 2t, 0, 2)

=
√
5 cos

(

λM + π(t+1)
2 + arctan 2

)

,

SA

3 =
∑

i∈(2,3,3) cos
(

λM + π(t+i)
2

)

= θ(λM , 2t+ 6, 0,−2)
=
√
5 cos

(

λM + π(t+2)
2 − arctan 2

)

,

SA

4 =
∑

i∈(1,1,2) cos
(

λM + π(t+i)
2

)

= θ(λM , 2t+ 2, 0, 2)

=
√
5 cos

(

λM + π(t+2)
2 + arctan 2

)

,

SA
6 =

∑

i∈(3) cos
(

λM + π(t+i)
2

)

= cos
(

λM + π(t+3)
2

)

;

SB
0 = SB

1 =
∑

i∈(0,5,6) cos
(

βM + π(t+i)
4

)

= θ(βM , t+ 6,−3,−1)
= θ(βM , t+ 6, 1, 7) =

√
3 cos

(

βM + π(t+5)
4 − arctan

√
2
)

,

SB

2 =
∑

i∈(0,2,3) cos
(

βM + π(t+i)
4

)

= θ(βM , t, 1, 3)

=
√
3 cos

(

βM + π(t+3)
4 + arctan

√
2
)

,

SB

3 = SB

4 =
∑

i∈(0,1,3) cos
(

βM + π(t+i)
4

)

= θ(βM , t+ 1, 1,−1)
= θ(βM , t+ 1, 1, 7) =

√
3 cos

(

βM + πt
4 − arctan

√
2
)

,

SB
5 =

∑

i∈(0,3,6) cos
(

βM + π(t+i)
4

)

= θ(βM , t, 3, 3)

= (
√
2− 1) cos

(

βM + π(t−1)
4

)

,

SB

6 =
∑

i∈(1) cos
(

βM + π(t+i)
4

)

= cos
(

βM + π(t+1)
4

)

;

SD
0 = SD

1 =
∑

i∈(0,5,6) cos
(

δM + 3π(t+i)
4

)

= θ(δM , 3t, 9, 15)

= θ(δM , 3t, 1, 7) =
√
3 cos

(

δM + 3π(t−3)
4 − arctan

√
2
)

,

SD
2 =

∑

i∈(0,2,3) cos
(

δM + 3π(t+i)
4

)

= θ(δM , 3t+ 6,−3, 3)
= θ(δM , 3t+ 6, 1, 3) =

√
3 cos

(

δM + 3π(t+3)
4 + arctan

√
2
)

,

SD
3 = SD

4 =
∑

i∈(0,1,3) cos
(

δM + 3π(t+i)
4

)

= θ(δM , 3t+ 9,−3,−9)
= θ(δM , 3t+ 9, 1, 7) =

√
3 cos

(

δM + 3πt
4 − arctan

√
2
)

,

SD

5 =
∑

i∈(0,3,6) cos
(

δM + 3π(t+i)
4

)

= θ(δM , 3t, 9, 9)

= θ(δM , 3t, 1, 1) = (
√
2 + 1) cos

(

δM + 3π(t+3)
4

)

,

SD
6 =

∑

i∈(1) cos
(

δM + 3π(t+i)
4

)

= cos
(

δM + 3π(t+1)
4

)

.
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Таким образом, во всех случаях при 0 6 k 6 6

CMS
C

k = CTk⊗M(−1)t, BMS
B

k = BTk⊗M cos
(

βTk⊗M + πt
4

)

,

AMS
A

k = ATk⊗M cos
(

λTk⊗M + πt
2

)

, DMS
D

k = DTk⊗M cos
(

δTk⊗M + 3πt
4

)

,

и, следовательно,

Z
(

(Tk⊗M)fnt
)

= 7n+1

8 + CTk⊗M(−1)t +ATk⊗M cos
(

λTk⊗M + πt
2

)

+BTk⊗M cos
(

βTk⊗M + πt
4

)

+DTk⊗M cos
(

δTk⊗M + 3πt
4

)

.

Шаг индукции выполнен. Лемма доказана.

Теорема 1. В конечном поле порядка 7 справедлива следующая оценка

L
T⊗

P

(n) > 7
87

n − 7
8(
√
2 + 1)n.

Доказательство. По лемме 2, учитывая, что для всех M ∈ T⊗nP
√
2− 1 < | − 1| <

√
3 <
√
5 <
√
2 + 1,

|CM | 6 1
8 (
√
2 + 1)n, |AM | 6 1

4 (
√
2 + 1)n,

|BM | 6 1
4(
√
2 + 1)n, |DM | 6 1

4(
√
2 + 1)n,

выполняется max{Z(Mgn) | M ∈ T⊗nP } 6 7n

8 + 7
8 (
√
2 + 1)n. Тогда,

поскольку L(〈M, c〉) = 7n − Z(c), а T⊗nP = {M−1 |M ∈ T⊗nP }

L
T⊗

P

(gn) = min{L(〈M, c〉) |M ∈ T⊗nP , c ∈ FN

7 , Mc = gn}
= min{7n − Z(M−1gn) |M ∈ T⊗nP } = 7n −max{Z(Mgn) |M ∈ T⊗nP }

> 7n −
(

7n

8 + 7
8 (
√
2 + 1)n

)

= 7
87

n − 7
8 (
√
2 + 1)n.

Значит, L
T⊗

P

(n) = max{L
T⊗

P

(f) | f ∈ FN

7 } > 7
87

n − 7
8(
√
2 + 1)n.

Следствие 1. В поле F7 справедлива оценка LP(n) >
7
87

n− 7
8(
√
2+1)n.

Доказательство. В теореме 2 из [4] доказано, что в поле нечетной ха-
рактеристики LP(n) = L

T⊗

P

(n). Значит требуемая оценка следует из

теоремы 1.
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A. S. Baliuk, A. S. Zinchenko

Lower Bound of the Complexity of Seven-Valued Functions in
the Class of Polarized Polynomials

Abstract. One of the directions of the investigation of functions over finite fields
is the study of their representations, including polynomial ones. In the area of poly-
nomial representations of functions the problem of estimating the complexity of such
representations can be highlighted.

The complexity of the polynomial, representing the function, is the number of its non-
zero terms. Each function can be represented by several different polynomials from the
same class. The complexity of a function in the class of polynomials is the least possible
complexity of a polynomial from this class, representing the function. The complexity
of the given set of functions in the class of polynomials is the maximal complexity of a
function from the set in this class of polynomials.

In the case of functions over a finite field of order 2 (Boolean functions), exact values
of the complexity of such representations are known for many classes of polynomial forms.
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But for functions over finite fields of order greater than two, even in fairly simple classes
of polynomials, only mismatched upper and lower bounds of complexity have been found.

This paper is devoted to the study of the representation of seven-valued functions by
polarized polynomials. The polynomials of this class have the form of a sum of a finite
number of products of a certain type.

For the case of Boolean and three-valued functions, effective lower bounds for the
complexity in the class of polarized polynomials are known, as well as a weaker power
estimate for functions over a finite field of prime order.

In previous papers, the authors obtained effective lower bounds for the complexity of
functions over finite fields of order 4 and 5 in the class of polarized polynomials.

In this paper an effective lower bound for the complexity of seven-valued functions in
the class of polarized polynomials has been obtained.

Keywords: finite field, polarized polynomial, Kroneker form, complexity, lower bo-
unds.
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