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1. Введение

Большое количество отечественных и зарубежных работ посвящено
проблемам решения дифференциальных уравнений с частными про-
изводными, сведению их к решению систем линейных алгебраических
уравнений итерационными методами [2; 3; 5-13; 17; 18; 20; 22; 23].
Теоремы сходимости итераций методов Якоби и Гаусса—Зейделя, по-

следовательной верхней релаксации рассматриваются в многочислен-
ных исследованиях, приведем здесь только некоторые из них [6, 8, 10,
17, 18, 20, 22, 23]. В книге [8] формулируются достаточные условия
сходимости в норме HA блочного метода Гаусса – Зейделя, метода по-
следовательной релаксации при выполнении условия самосопряженно-
сти и положительной определенности оператора системы. Стандартным
при доказательстве теорем сходимости также является предположение
о том, что матрица системы имеет диагональное преобладание, в [6, 17]
приводятся доказательства теорем сходимости итераций методов Якоби
и Гаусса – Зейделя для данного случая.
Во многих статьях рассматриваются вопросы оценки спектральных

радиусов для блочных матриц, например, [14, 21].
В данной статье рассматриваются блочные итерационные методы

Якоби, Гаусса – Зейделя и последовательной верхней релаксации. Ис-
следуются вопросы сходимости блочных итерационных методов при
выполнении «блочных условий Адамара» и «блочной» неприводимо-
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сти матрицы системы. Доказывается положительная определенность
матрицы системы при выполнении определенных условий.

2. Блочные матрицы

Рассмотрим матрицу H с вещественными или комплексными ком-
понентами размера M × M , разбитую на n2 блоков Hij с размерами
соответственно si × sj , где sk ≥ 1, k = 1, n, и s1 + s2 + · · ·+ sn =M :

H =

⎛⎜⎜⎜⎝
H11 H12 · · · H1n

H21 H22 · · · H2n
...

...
. . .

...
Hn1 · · · Hn,n−1 Hnn

⎞⎟⎟⎟⎠ . (2.1)

Если выполняются «блочные условия Адамара»

‖H−1
ii ‖−1 −

n∑
j=1,j 	=i

‖Hij‖ > 0, i = 1, . . . , n, (2.2)

то по обобщенной теореме Адамара [1],H — невырожденная матрица.
Здесь ‖ · ‖ операторная норма прямоугольной матрицы, подчиненная
норме векторов [1].
Под «ослабленными блочными условиями Адамара» будем понимать

условия:

‖H−1
ii ‖−1 −

n∑
j=1,j 	=i

‖Hij‖ ≥ 0, i = 1, . . . , n. (2.3)

Заметим, что условия 2.2, 2.3 называют также условиями блочного
строгого диагонального преобладания и блочного диагонального пре-
обладания для матрицы H относительно разбиения 2.1, соответственно
[4, 15].

Определение 1. Будем говорить, что для блочной матрицы H, име-
ет место «блочная» приводимость, если перестановкой блочных рядов
она может быть приведена к виду

H̃ =

(
H1 0
H2 H3

)
, (2.4)

где H1 и H3 блочные матрицы, число блочных строк в которых равно
числу блочных столбцов. В противном случае будем говорить, что
имеет место «блочная» неприводимость матрицы H [1].
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Под перестановкой блочных рядов в матрице H будем понимать
соединение перестановки блочных строк с такой же перестановкой блоч-
ных столбцов матрицы H.
На блочные матрицы можно распространить теорему Ольги Тауски

(см. работы [1, 14, 15, 19]):

Теорема 1. Ольги Тауски (обобщенная). Если для матрицы H име-
ет место «блочная» неприводимость и выполняются «ослабленные
блочные условия Адамара», причем, по крайней мере, в одном из этих
условий выполняется строгое неравенство, то матрица H — невы-
рожденна.

Заметим, что здесь условия Адамара для блочных строк можно так
же заменить условиями Адамара для блочных столбцов.

3. Блочные итерационные методы

Рассмотрим линейную систему

Hz = q, (3.1)

где H — заданная невырожденная матрица размера M ×M , q — задан-
ный вектор–столбец, состоящий из M компонент, z — искомый вектор
неизвестных, размерности M .
Рассмотрим разбиение системы 3.1, согласно структуре матрицы H,

описанной выше в 2.1:⎛⎜⎜⎜⎝
H11 H12 · · · H1n

H21 H22 · · · H2n
...

...
. . .

...
Hn1 · · · Hn,n−1 Hnn

⎞⎟⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎜⎝
z1
z2
...
zn

⎞⎟⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎜⎝
q1
q2
...
qn

⎞⎟⎟⎟⎠ . (3.2)

Здесь zi, qi представляют собой подвекторы векторов z, q, состоящие
из si компонент, согласно разбиению матрицы H.
Будем рассматривать линейные стационарные блочные методы пер-

вого порядка, согласованные с системой 3.1 [6], которые могут быть
записаны в виде

zk+1 = Gzk + d, k = 0, 1, . . . , (3.3)

G — итерационная матрица данного метода размера M × M , а d —
соответствующий известный вектор.
Пусть z — единственное решение системы 3.1, тогда итерационный

метод 3.3 называют согласованным с системой 3.1, если

z = Gz + d. (3.4)



44 Е. Д. КОТИНА

Как известно [6, 10], необходимым и достаточным условием сходимости
итерационного метода 3.3 к единственному решению системы 3.1 при
любом начальном приближении z0 является

ρ(G) < 1, (3.5)

где ρ(G) — спектральный радиус матрицы G.
Согласованные итерационные методы возникают естественным об-

разом при следующем подходе. Пусть

H = P −Q (3.6)

— расщепление матрицы H, и предположим, что матрица P — невы-
рожденная. Легко убедиться в том, что процесс

zk+1 = P−1Qzk + P−1q, k = 0, 1, . . . , (3.7)

является согласованным итерационным методом. Для таких методов
вопрос о сходимости сводится к установлению того, что ρ(P−1Q) < 1
[6, 17].
Далее рассмотрим блочные методы Якоби, Гаусса – Зейделя и метод

последовательной верхней релаксации SOR (Successive Over Relaxation).
Представим матрицу H следующим образом:

H = D − E − F, (3.8)

где D — матрица, состоящая из диагональных блоков

D =

⎛⎜⎜⎜⎝
H11 0 · · · 0
0 H22 · · · 0
...

...
. . .

...
0 · · · 0 Hnn

⎞⎟⎟⎟⎠ ,

E =

⎛⎜⎜⎜⎝
0 0 · · · 0

−H21 0 · · · 0
...

...
. . .

...
−Hn1 · · · −Hn,n−1 0

⎞⎟⎟⎟⎠ , F =

⎛⎜⎜⎜⎝
0 −H12 · · · −H1n

0 0 · · · −H2n
...

...
. . .

...
0 · · · 0 0

⎞⎟⎟⎟⎠ ,

заметим, что нулями здесь обозначены нулевые блоки соответству-
ющих размерностей.

Блочный метод Якоби
Блочный метод Якоби решения системы 3.1, отвечающий введенному

разбиению 3.2, имеет вид

Hiiz
k+1
i = −

n∑
j 	=i

Hijz
k
j + qi, i = 1, . . . , n, k = 0, 1, 2, . . . , (3.9)
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или с учетом 3.8

Dzk+1 = (E + F )zk + q, k = 0, 1, 2, . . . . (3.10)

Блочный метод Гаусса – Зейделя
Блочный метод Гаусса – Зейделя решения системы 3.1, отвечающий

введенному разбиению 3.2, имеет вид

Hiiz
k+1
i = −

n∑
j<i

Hijz
k+1
j −

n∑
j>i

Hijz
k
j + qi, (3.11)

i = 1, . . . , n, k = 0, 1, 2, . . . ,

или с учетом 3.8, используя матричные обозначения

(D − E)zk+1 = Fzk + q, k = 0, 1, 2, . . . . (3.12)

Методы Якоби и Гаусса—Зейделя также можно записать в виде

Pzk+1 = (P −H)zk + q,

где P −Q — расщепление матрицы H, для метода Якоби

P = D,

для метода Гаусса – Зейделя

P = D − E.

Блочный метод последовательной верхней релаксации
Блочный метод последовательной верхней релаксации решения си-

стемы 3.1, отвечающий введенному разбиению 3.2, имеет вид

Hiiz
k+1
i = ω(−

n∑
j<i

Hijz
k+1
j −

n∑
j>i

Hijz
k
j + qi) + (1− ω)Hiiz

k
i , (3.13)

i = 1, . . . , n, k = 0, 1, 2, . . . .

В матричном виде процедура SOR может быть записана, как

Dzk+1 = ω(Ezk+1 + Fzk + q) + (1− ω)Dzk, k = 0, 1, 2, . . . . (3.14)

Данный метод базируется на расщеплении

ωH = (D − ωE)− (ωF + (1− ω)D).
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Заметим, что при ω = 1 мы имеем метод Гаусса – Зейделя.

4. Сходимость блочных итерационных методов

Рассмотрим доказательство несколько общих теорем, обеспечиваю-
щих сходимость рассмотренных блочных итерационных методов.
Докажем следующую теорему, являющуюся блочным аналогом тео-

ремы, рассмотренной в [17]:

Теорема 2. Если для матрицы H выполняются «блочные условия
Адамара» 2.2 или для матрицы H имеет место «блочная» непри-
водимость и выполняются «ослабленные блочные условия Адамара»
2.3, причем, по крайней мере, в одном из этих условий выполняется
строгое неравенство, то согласованные с системой 3.1 итерацион-
ные методы Якоби и Гаусса – Зейделя сходятся при любом начальном
приближении z0.

Доказательство. Сначала докажем утверждение теоремы при выпол-
нении «блочных условий Адамара». Пусть λ — наибольшее по модулю
собственное число итерационной матрицы G = P−1Q (GJA = D−1(E +
F ) для метода Якоби и GGS = (D−E)−1F для метода Гаусса—Зейделя),
и пусть z — собственный вектор, соответствующий данному собствен-
ному числу. Выберем такой номер m, что

‖zi‖ ≤ ‖zm‖, (4.1)

для любого i ∈ {1, . . . , n}.
Можем записать

λzm = −
n∑

j=1,j 	=m

H−1
mmHmjzj ,

Тогда из 2.2 следует, что

|λ| ≤
n∑

j=1,j 	=m

‖Hmj‖
‖H−1

mm‖−1
< 1,

Что доказывает утверждение теоремы относительно сходимости метода
Якоби.
Для доказательства сходимости итераций Гаусса – Зейделя рассмот-

рим соответствующее уравнение (D − E)−1Fz = λz и выпишем m-й
блочный ряд в следующем виде:
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−
n∑

j=m+1

Hmjzj = λ(Hmmzm +
m−1∑
j=1

Hmjzj .

Умножим данное равенство на H−1
mm:

−H−1
mm

n∑
j=m+1

Hmjzj = λ(zm +H−1
mm

m−1∑
j=1

Hmjzj).

Далее, воспользовавшись известными неравенствами для норм и нера-
венством 4.1, получаем

|λ| ≤
∑n

j=m+1 ‖Hmj‖
‖H−1

mm‖−1 −∑m−1
j=1 ‖Hmj‖

=

=

∑n
j=m+1 ‖Hmj‖∑n

j=m+1 ‖Hmj‖+ (‖H−1
mm‖−1 −∑n

j=1,j 	=m ‖Hmj‖)
< 1.

Таким образом, мы доказали утверждение теоремы при выполнении
«блочных условий Адамара». При выполнении условий «блочной»
неприводимости матрицы H и «ослабленных блочных условий Адама-
ра» с выполнением, по крайней мере, в одном из этих условий стро-
гого неравенства на основании вышеизложенного можно лишь сделать
вывод, что

ρ(G) ≤ 1,

где G — итерационная матрица для метода Якоби (GJA) или для ме-
тода Гаусса—Зейделя (GGS). Докажем, что в этом случае тоже имеет
место строгое неравенство: ρ(G) < 1. Будем доказывать от противного,
пусть λ — собственное число матрицы P−1Q и пусть |λ| = 1. Тогда
матрица (P−1Q − λI) — особая, здесь I — единичная матрица. Тогда
очевидно, что и матрица (Q−λP ) также будет являться особой, но так
как |λ| = 1, то для матрицы (Q − λP ) будет иметь место «блочная»
неприводимость и выполнятся «ослабленные блочные условия Адама-
ра», причем с выполнением, по крайней мере, в одном из этих условий
строгого неравенства, а тогда мы получаем противоречие с теоремой
1. Следовательно, предположение о том, что у матрицы P−1Q может
быть собственное число: |λ| = 1 - неверно. Получаем, что ρ(G) < 1.

Далее будем рассматривать матрицы с вещественными компонен-
тами и норму матрицы согласованную с евклидовой нормой вектора.
Сформулируем следующую теорему:
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Теорема 3. Пусть H — симметричная матрица с блочным разбие-
нием 2.1, диагональные блоки которой являются положительно опре-
деленными. Обозначим через λi минимальное собственное число мат-
рицы диагонального блока Hii. Если для матрицы H выполняются сле-
дующие условия:

λi −
n∑

j=1,j 	=i

‖Hij‖ ≥ 0, i = 1, . . . , n, (4.2)

причем, по крайней мере, в одном из этих условий выполняется стро-
гое неравенство, то матрица H — положительно определенная.

Доказательство. Рассмотрим квадратичную форму

W (z) =

⎛⎜⎝z1...
zn

⎞⎟⎠
T

H

⎛⎜⎝z1...
zn

⎞⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎜⎝
z1
z2
...
zn

⎞⎟⎟⎟⎠
T ⎛⎜⎜⎜⎝

H11 H12 · · · H1n

H21 H22 · · · H2n
...

...
. . .

...
Hn1 Hn2 · · · Hnn

⎞⎟⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎜⎝
z1
z2
...
zn

⎞⎟⎟⎟⎠ ,

запишем ее следующим образом:

W (z) =

n∑
i=1

zTi Hiizi+z
T
1

n∑
j=1,j 	=1

H1jzj+z
T
2

n∑
j=1,j 	=2

H2jzj+· · ·+zTn
n∑

j=1,j 	=n

Hnjzj .

Далее воспользуемся соотношением Рэлея [12] и известными нера-
венствами для норм [1, 13]. Получаем

W (z) ≥
n∑

i=1

λi‖zi‖2 −
n∑

j=1,j 	=1

‖H1j‖‖z1‖‖zj‖ −
n∑

j=1,j 	=2

‖H2j‖‖z2‖‖zj‖ − . . .

−
n∑

j=1,j 	=n

‖Hnj‖‖zn‖‖zj‖. (4.3)

Заметим, что собственные числа симметричной положительно-опреде-
ленной матрицы больше нуля (т. е. λi > 0). Производя дальнейшую
оценку 4.3 квадратичной формы, получаем:

W (z) ≥
n∑

i=1

λi‖zi‖2 −
n∑

j=1,j 	=1

‖H1j‖
(‖z1‖2

2
+

‖zj‖2
2

)
−
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−
n∑

j=1,j 	=2

‖H2j‖
(‖z2‖2

2
+

‖zj‖2
2

)
−· · ·−

n∑
j=1,j 	=n

‖Hnj‖
(‖zn‖2

2
+

‖zj‖2
2

)
=

=
n∑

i=1

λi‖zi‖2 − 1

2
‖z1‖2

⎡⎣ n∑
j=1,j 	=1

‖H1j‖+ ‖H21‖+ · · ·+ ‖Hn1‖
⎤⎦

−1

2
‖z2‖2

⎡⎣‖H12‖+
n∑

j=1,j 	=2

‖H2j‖+ · · ·+ ‖Hn2‖
⎤⎦− . . .

−1

2
‖zn‖2

⎡⎣‖H1n‖+ ‖H2n‖+ · · ·+
n∑

j=1,j 	=n

‖Hnj‖
⎤⎦ =

=

n∑
i=1

λi‖zi‖2 − 1

2
‖z1‖2

⎡⎣ n∑
j=1,j 	=1

‖H1j‖+
n∑

j=1,j 	=1

‖Hj1‖
⎤⎦−

−1

2
‖z2‖2

⎡⎣ n∑
j=1,j 	=2

‖H2j‖+
n∑

j=1,j 	=2

‖Hj2‖
⎤⎦− . . .

−1

2
‖zn‖2

⎡⎣ n∑
j=1,j 	=n

‖Hnj‖+
n∑

j=1,j 	=n

‖Hjn‖
⎤⎦ .

Так как Hij = Hji, i �= j , то можем записать

W (z) ≥
n∑

i=1

λi‖zi‖2 − ‖z1‖2
n∑

j=1,j 	=1

‖H1j‖ − ‖z2‖2
n∑

j=1,j 	=2

‖H2j‖ − . . .

−‖zn‖2
n∑

j=1,j 	=n

‖Hnj‖.
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И, окончательно, имеем

W (z) ≥
n∑

i=1

⎛⎝λi − n∑
i=1,j 	=i

‖Hij‖
⎞⎠ ‖zi‖2. (4.4)

Исходя из выполнения условий 4.2 теоремы, получаем, что в правой
части неравенства 4.4 все выражения в скобках неотрицательны, а хотя
бы одно строго больше нуля, делаем вывод, что данная квадратичная
форма W (z) является положительно определенной.

Следствие 1. Если матрица A является симметричной с положи-
тельными диагональными элементами и для нее имеет место диа-
гональное преобладание (aii ≥ ∑M

j=1,j 	=i |aij |, i = 1, n, причем строгое
неравенство выполняется хотя бы для одного i) [6], то матрица A
будет положительно определенной.

Мы получим утверждение данного следствия, если рассмотрим в
теореме блоки размерности 1× 1.

Замечание 1. Пусть H — эрмитова матрица [10] с блочным разбие-
нием 2.1, диагональные блоки которой являются положительно опре-
деленными эрмитовыми матрицами. Тогда при выполнении условия
4.2, матрица H будет являться положительно определенной эрмитовой
матрицей, т. е. соответствующая этой матрице форма Эрмита будет
положительно определенной.

Замечание 2. Пусть норма матрицы является подчиненной евклидо-
вой норме вектора, тогда λi = ‖H−1

ii ‖−1 и условия 4.2 теоремы 3 могут
быть записаны, как «ослабленные блочные условия Адамара» 2.3.

Определение 2. Будем говорить, что вещественная не обязатель-
но симметричная матрица V является положительно определенной,
если

zTV z > 0 (4.5)

для всех вещественных векторов z �= 0 [6, 17]. Это эквивалентно тре-
бованию, чтобы симметричная часть матрицы V , равная (V +V T )/2,
была положительно определенной в обычном смысле.

Определение 3. Расщепление H = P−Q называется P–регулярным,
если матрица P невырождена, а матрица P +Q положительно опре-
делена [6].

Далее приведем формулировку известной теоремы о P– регулярном
расщеплении [6]:
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Теорема 4. Если H — симметричная положительно-определенная
матрица и H = P −Q ее P–регулярное расщепление, то ρ(P−1Q) < 1.

Докажем теперь следующую теорему:

Теорема 5. Если для матрицы H выполняются условия теоремы
3, то при любом ω ∈ (0, 2) и при любом начальном приближении
z0 итерации метода последовательной верхней релаксации сходятся
к решению уравнения Hz = q.

Доказательство. Так как выполняются условия теоремы 3, то матрица
будет положительно определенной. Далее, так как, H = D − E − ET ,
то матрица перехода (итерационная матрица) метода SOR имеет вид

GSOR = (D − ωE)−1(ωET + (1− ω)D),

а матрицы P и Q следующие:

P = ω−1(D − ωE), Q = ω−1(ωET + (1− ω)D).

Покажем, что данное расщепление является P–регулярным. Так как
диагональные блоки матрицы D положительно определены, то матрица
P невырожденная. Рассмотрим матрицу P +Q. Рассмотрим следующее
выражение

1

2
(P + P T ) +

1

2
(Q+QT ) =

1

2ω
(2D − ωE − ωET )+

+
1

2ω
(ωE + ωET + 2(1− ω)D) =

2− ω

ω
D.

Получаем, что матрица P +Q положительно определена при любом
ω ∈ (0, 2), следовательно, данное расщепление P–регулярное по опре-
делению, а, тогда применяя теорему 4, получаем, что ρ(P−1Q) < 1,
следовательно, при любом начальном приближении z0 итерации метода
последовательной верхней релаксации сходятся к решению уравнения
Hz = q.

5. Блочные матрицы с блоками второго порядка

Рассмотрим более подробно случай, когда все блоки Hij в 2.1 имеют
размер 2×2, он порождается системами дифференциальных уравнений
с частными производными, состоящими из двух уравнений.
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Так, например, при дискретизации системы двух дифференциаль-
ных уравнений в частных производных второго порядка с двумя неиз-
вестными функциями, мы можем получить линейную систему вида

Ax+By = d,

Bx+ Cy = e.
(5.1)

Здесь x = (x1, x2, . . . , xn)
T — искомые значения одной неизвестной

функции, y = (y1, y2, . . . , yn)
T — искомые значения второй неизвест-

ной функции, d = (d1, d2, . . . , dn)
T , e = (e1, e2, . . . , en)

T — векторы с
вещественными коэффициентами, A = {aij}ni,j=1, B = {bij}ni,j=1 и C =

{cij}ni,j=1 матрицы размерности n× n с вещественными коэффициента-
ми, матрица B — это матрица связи.
Если мы теперь введем следующие обозначения z = (z1, z2, . . . , zn)

T ,

где z1 =

(
x1
y1

)
, z2 =

(
x2
y2

)
, . . . , zn =

(
xn
yn

)
, то систему 5.1 можно

записать в виде 3.1:
Hz = q, (5.2)

здесь H — блочная матрица с квадратными блоками второго порядка,
сформированная следующим образом:

H = D − E − F,

D =

⎛⎜⎜⎜⎝
H11 0 · · · 0
0 H22 · · · 0
...

...
. . . 0

0 · · · 0 Hnn

⎞⎟⎟⎟⎠ , Hii =

(
aii bii
bii cii

)
,

E + F = −

⎛⎜⎜⎜⎝
0 H12 · · · H1n

H21 0 · · · H2n
...

...
. . .

...
Hn1 · · · Hn,n−1 0

⎞⎟⎟⎟⎠ , Hij =

(
aij bij
bij cij

)
, i �= j;

q = (q1, q2, . . . , qn)
T , qi =

(
di
ei

)
.

Рассмотрим несколько следствий из теоремы 2.

Следствие 2. Пусть для матрицы H, выполняются следующие усло-
вия: 1) aiicii − b2ii > 0, aii > 0, cii > 0, i = 1, n,

2)
aii + cii

2
≥

n∑
j=1,j 	=i

‖Hij‖+
√(

aii − cii
2

)2

+ b2ii, i = 1, n (5.3)
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и для некоторого i

aii + cii
2

>
n∑

j=1,j 	=i

‖Hij‖+
√(

aii − cii
2

)2

+ b2ii,

3) условие «блочной» непроводимости.
Тогда итерационные методы Якоби и Гаусса—Зейделя сходятся при

любом начальном приближении z0 к единственному решению системы
5.2.

Следствие 3. Пусть матрица C отличается от матрицы A толь-
ко диагональными элементами, т.е. cij = aij, i �= j, а матрица B
— диагональная, т.е. bij = 0, i �= j, i, j = 1, n, тогда мы можем
сформулировать следующее достаточное условие сходимости.

Если для матрицы H, выполняются условия:
1) aiicii − b2ii > 0, aii > 0, cii > 0, i = 1, n,

2)
aii + cii

2
≥

n∑
j=1,j 	=i

|aij |+
√(

aii − cii
2

)2

+ b2ii, i = 1, n (5.4)

и для некоторого i

aii + cii
2

>
n∑

j=1,j 	=i

|aij |+
√(

aii − cii
2

)2

+ b2ii,

3) условие «блочной» непроводимости.
Тогда итерационные методы Якоби и Гаусса – Зейделя сходятся при

любом начальном приближении z0 к единственному решению системы
5.2.

Условия 5.4 получаются из условий 5.3, если мы возьмем норму мат-
рицы Hij подчиненную евклидовой норме, в данном случае она будет
равна

‖Hij‖ = |aij |.
Рассмотрим далее случай симметричности матрицы H. Запишем усло-
вие симметричности матрицы A:

aij = aji, i = 1, n.

Следствие 4. В случае, когда матрица B — диагональная, а матрица
C отличается от матрицы A только диагональными элементами, т.
е. cij = aij, i �= j, причем aij = aji, i = 1, n, и выполняются условия
5.4, то при любом ω ∈ (0, 2) и при любом начальном приближении
z0 итерации метода последовательной верхней релаксации сходятся к
решению уравнения Hz = q.
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Очевидно, что в рассматриваемом случае выполняются условия теоре-
мы 3, а тогда действует теорема 5.

6. Заключение

В заключение приведем пример системы дифференциальных урав-
нений с частными производными, которая, при замене частных про-
изводных соответствующими конечными разностями приводится к ал-
гебраической системе вида 5.1, с матрицей, удовлетворяющей условиям
5.4, а так же условию симметричности.
Таким примером является система для определения оптического по-

тока [5, 16]:

−α2Δu+ ρ2xu+ ρxρyν = −ρtρx,
−α2Δν + ρ2yν + ρxρyu = −ρtρy.

Здесь ρ = ρ(t, x, y, z), ρt, ρx, ρy — соответствующие частные производ-
ные, α2 — некоторая постоянная.
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Abstract. In this work block iterative methods are considered, the convergence of
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