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Аннотация. В работе исследуется интегро-дифференциальное уравнение в сверт-
ках специального вида в банаховых пространствах с фредгольмовым операторм
в главной части. Изучен вопрос об однозначной разрешимости задачи Коши для
такого уравнения в классе распределений с ограниченным слева носителем. Исследо-
вания проводятся с помощью теории фундаментальных оператор-функций интегро-
дифференциальных операторов в банаховых пространствах. Фредгольмов оператор
из дифференциальной части уравнения имеет полный жорданов набор. Ядро ин-
тегральной части уравнения имеет в начальной точке нуль, кратность которого
определяется максимальной длиной жордановых цепочек базисных элементов ядра
фредгольмова оператора и порядком дифференциального оператора уравнения. В
этих предположениях доказана теорема о виде фундаментальной оператор-функции
(фундаментального решения) для рассматриваемого уравнения. С помощью фунда-
ментальной оператор-функции построено обобщенное решение, иссследована связь
между обобщенным и классическим (гладким) решениями. Абстрактные резуль-
таты проиллюстрированы на примере начально-краевой задачи для интегро-диф-
ференциального уравнения в частных производных. Представленные исследования
продолжают цикл работ автора по данной тематике и допускают обобщения на
другие случаи сингулярности оператора при старшей производной (нетеровость,
спектральная, секториальная или радиальная ограниченность). Рассмотренные в
работе интегро-дифференциальные уравнения позволяют в наиболее общей поста-
новке исследовать математические модели теории колебаний в вязкоупругих средах
или теории электрических цепей.

Ключевые слова: фредгольмов оператор, фундаментальное решение, свертка,
распределение.

1. Введение

При исследовании колебательных процессов в средах с памятью при-
нято использовать аппарат интегро-дифференциальных уравнений в
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частных производных, поскольку он дает возможность усредненно учи-
тывать при моделировании этих процессов всю предысторию наблю-
дений. Одним из методов решения таких задач является их редукция
к уравнениям в банаховых пространствах. Данная заметка посвящена
исследованию задачи Коши

Bu(N)(t)−Au(t)−
t∫

0

k(t− s)u(s)ds = f(t) (1)

u(0) = u0, u̇(0) = u1, . . . , u(N−1)(0) = uN−1, (2)

где B,A, k(t) — замкнутые линейные операторы с плотными областями
определения, действующие из одного банахова пространства в другое
банахово пространство. Ранее в цикле работ (см. работу [5] и библиогра-
фию к ней) был исследован случай, когда ядро интегрального операто-
ра k(t) является линейной комбинацией операторов A и B. Общий слу-
чай ядра k(t) когда порядок дифференциального оператора N ≥ 2 пока
остается не исследованным. В данной работе представлены некоторые
результаты, полученные в этом направлении.

2. Постановка задачи, основные условия и обозначения

Пусть далее в уравнении (1) A, B, k(t) — замкнутые линейные опе-
раторы действующие из E1 в E2, E1, E2 — банаховы пространства,
D(B)⊂D(A),D(k(t))≡D(k) не зависит от t,D(k)=D(A)=D(B) = E1,

R(B) = R(B), оператор-функция k(t) и функция f(t) достаточно глад-
кие.

Предположим, что оператор B фредгольмов [1], т. е. dimN(B) =
dimN(B∗) = n ≥ 1, {ϕi} ∈ N(B) ⊂ E1 — базис ядра оператора B,
{ψi} ∈ N(B∗) ⊂ E∗

2 — базис ядра сопряженного оператора, {zi} ∈ E2,
и {γi} ∈ E∗

1 – соответствующие им биортогональные системы элемен-
тов и функционалов [1], здесь i = 1, . . . , n. В этих предположениях

непрерывно обратим оператор B̃ = B +
n∑

i=1
〈·, γi〉zi [1] и обратный к

нему, называемый оператором Треногина – Шмидта, принято обозна-
чать Γ = B̃−1 ∈ L(E2, E1). Справедливы равенства [1] ΓB = I − P и
BΓ = I −Q, где

P =

n∑
i=1

〈·, γi〉ϕi, Q =

n∑
i=1

〈·, ψi〉zi,

проекторы в E1 и E2 соответственно.
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Так же далее будем предполагать, что существует полный A-жорда-
нов набор оператора B [1; 3], т. е. существует система элементов {ϕ(j)

i } ∈
E1, ϕ

(1)
i = ϕi, i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , pi, удовлетворяющих уравнениям

Bϕ
(j)
i = Aϕ

(j−1)
i , причем выстроить эту систему можно таким образом,

что 〈Aϕ(pi)
i , ψj〉 = δij , т. е. zi = Aϕ

(pi)
i . В этом случае оператор B∗ будет

иметь полный A∗-жорданов набор, т. е. существует система функциона-
лов {ψ(j)

i } ∈ E∗
2 , ψ

(1)
i = ψi, i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , pi, удовлетворяющих

уравнениям B∗ψ
(j)
i = A∗ψ

(j−1)
i , и условиям 〈ϕi, A

∗ψ
(pj)
j 〉 = δij , т. е. γi =

A∗ψ
(pi)
i . Присоединенные элементы ϕ

(j)
i и функционалы ψ

(j)
i можно вос-

станавливать по (циклическим) формулам ϕ
(j)
i = (ΓA)j−1ϕ

(1)
i , ϕ

(1)
i =

(ΓA)piϕ
(1)
i и ψ

(j)
i = (Γ∗A∗)j−1ψ

(1)
i , ψ

(1)
i = (Γ∗A∗)piψ

(1)
i . В дальнейшем

потребуется проектор

Q̃ =

n∑
i=1

pi∑
j=1

〈·, ψ(j)
i 〉Aϕ

(pi+1−j)
i

и оператор-функция

UN (AΓt) =

∞∑
i=1

(AΓ)i−1 tiN−1

(iN − 1)!
,

очевидно U2(AΓt) = sh
√
AΓt√
AΓ

, здесь
√
AΓ — формальный символ.

Пусть p = max pi, тогда если p > 1, относительно оператор функции
k(t) будем предполагать выполненным условие
А) k(ν)(0) = 0, ν = 0, 1, . . . , N(p − 1)− 1.
Известно, что задача Коши (1)–(2) с необратимым (в нашем случае

фредгольмовым) оператором при старшей производной разрешима в
классе CN (t ≥ 0, E1) не при любом соотношении начальных условий (2)
и правой части уравнения (1). Поэтому будем строить решение задачи
(1)–(2) в классе [4] K ′

+(E1) — распределений с ограниченным слева но-
сителем. В пространстве K ′

+(E1) задачу (1)–(2) можно переписать в
сверточном виде

(Bδ(N)(t)−Aδ(t)− k(t)θ(t)) ∗ ũ(t) = gN (t) (3)

где
gN (t) = f(t)θ(t) +BuN−1δ(t) +BuN−2δ

′(t)+

+ . . .+Bu1δ
(N−2)(t) +Bu0δ

(N−1)(t),

здесь δ(t)— дельта-функция Дирака, θ(t)—функция Хевисайда [2]. Эф-
фективным методом решения сверточного уравнения (3) является ис-
пользование конструкции фундаментальной оператор-функции (фун-
даментального решения) [4; 6]. Фундаментальной оператор-функцией
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интегро-дифференциального оператора (Bδ(N)(t)−Aδ(t)− k(t)θ(t)) на-
зывается обобщенная оператор-функция EN (t) удовлетворяющая сле-
дующим двум сверточным уравнениям

(Bδ(N)(t)−Aδ(t) − k(t)θ(t)) ∗ EN (t) ∗ ṽ(t) = ṽ(t) ∀ṽ(t) ∈ K ′
+(E2) (4)

EN (t) ∗ (Bδ(N)(t)−Aδ(t) − k(t)θ(t)) ∗ ũ(t) = ũ(t) ∀ũ(t) ∈ K ′
+(E1) (5)

Замечание 1. Пространство обобщенных функций с ограниченным
слева носителем K ′

+(E1) является естественным для построения обоб-
щенных решений задачи Коши (1)–(2), так как до момента t = 0 про-
цесс, описываемый уравнением (1), находится в состоянии покоя, а кро-
ме этого в K ′

+(E1) операция свертки существует и ассоциативна, что
далее будет существенно использоваться.

Равенство (4) означает, что свертка EN (t) ∗ gN (t) ∈ K ′
+(E1) является

решением уравнения (3), а равенство (5) означает что оно единственное.

3. Фундаментальная оператор-функция
интегро-дифференциального оператора

Ранее в работах [4; 6] была доказана следующая

Теорема 1. Если фредгольмов оператор B имеет полный A-жорда-
нов набор, то дифференциальный оператор (Bδ(N)(t) − Aδ(t)) имеет
фундаментальную оператор-функцию вида

ẼN (t) = ΓUN (AΓt)
[
I − Q̃

]
θ(t)−

−
n∑

i=1

⎡⎣pi−1∑
k=0

⎧⎨⎩
pi−k∑
j=1

〈·, ψ(j)
i 〉ϕ

(pi−k+1−j)
i

⎫⎬⎭ δ(N ·k)(t)

⎤⎦ .
Если в условиях теоремы 1 выполнено дополнительно условие А),

то существует (регулярная) оператор-функция

H(t)θ(t) = k(t) ∗ ẼN (t) =

⎛⎝ t∫
0

k(t− s)ΓUN (AΓs)
[
I − Q̃

]
−

−
n∑

i=1

⎡⎣pi−1∑
k=0

⎧⎨⎩
pi−k∑
j=1

〈·, ψ(j)
i 〉k(N ·k)(t)ϕ

(pi−k+1−j)
i

⎫⎬⎭
⎤⎦⎞⎠ θ(t),

для которой справедливо (очевидное) сверточное равенство

H(t)θ(t) ∗ (Bδ(N)(t)−Aδ(t)) = k(t)θ(t).

Обозначим через R(t) резольвенту ядра H(t), тогда справедлива
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Теорема 2. Если фредгольмов оператор B имеет полный A-жор-
данов набор и выполнено условие А), то интегро-дифференциальный
оператор (Bδ(N)(t)−Aδ(t)− k(t)θ(t)) имеет фундаментальную опера-
тор-функцию вида EN (t) = ẼN (t) ∗ (Iδ(t) +R(t)θ(t))

Доказательство. Покажем справедливость каждого из равенств (4) и
(5). Действительно

(Bδ(N)(t)−Aδ(t) − k(t)θ(t)) ∗ EN (t) =

= (Iδ(t) −H(t)θ(t)) ∗ (Iδ(t) +R(t)θ(t)) = Iδ(t),

т. е. сверточное равенства (4) выполняется. Проверим справедливость
(5)

EN (t) ∗
(
Bδ(N)(t)−Aδ(t) − k(t)θ(t)

)
=

= Iδ(t) + ẼN (t) ∗
[
R(t)θ(t) ∗

(
Bδ(N)(t)−Aδ(t) − k(t)θ(t)

)
− k(t)θ(t)

]
=

= Iδ(t) + ẼN (t) ∗
[
(Iδ(t) +R(t)θ(t)) ∗ H(t)θ(t) ∗ (Bδ(N)(t)−Aδ(t))−

−(Iδ(t) +R(t)θ(t)) ∗ k(t)θ(t)] =

= Iδ(t) + ẼN (t) ∗ [(Iδ(t) +R(t)θ(t)) ∗ k(t)θ(t)−

−(Iδ(t) +R(t)θ(t)) ∗ k(t)θ(t)] = Iδ(t).

Замечание 2. Условие А) в теореме 2 можно заменить следующим:
для любого i = 1, . . . , n, для которого длина A-жордановой цепочки
pi > 1, выполняется равенство k(ν)(0)ϕ(pi−k+1−j)

i = 0, ν = 0, 1, . . . , N ·
k − 1, k = 1, . . . , pi − 1, j = 1, . . . , pi − k.

Замечание 3. В условиях теоремы 2 представление для фундамен-
тальной оператор-функции EN (t) можно переписать в виде EN (t) =
(Iδ(t) + R̃(t)θ(t)) ∗ ẼN (t), здесь R̃(t) — резольвента ядра H̃(t) = ẼN (t) ∗
k(t)θ(t).

Очевидно наиболее компактный вид фундаментальная оператор-
функция EN (t) будет иметь если N = 2 и p = 1. В этом случае условие
А) в формулировке теоремы 2 отсутствует, а формула для фундамен-
тальной оператор-функции выглядит следующим образом

E2(t) =
(
Iδ(t) +

∞∑
k=1

(
H̃(t)θ(t)

)k
)
∗ Ẽ2(t),
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здесь под степенью
(
H̃(t)θ(t)

)k
понимается повторное ядро,

Ẽ2(t) = Γ
sh
√
AΓt√
AΓ

[
I − Q̃

]
θ(t)− Tδ(t),

и T =
n∑

i=1
〈·, ψi〉ϕi ∈ L(E2, E1) — конечномерный оператор. Обобщенным

решением задачи Коши (1)–(2) при N = 2 является регулярная обоб-
щенная функция

ũ(t) = E2(t) ∗ g2(t) =
∞∑
k=0

ũk(t), (6)

здесь

ũ0(t) = Ẽ2(t) ∗ g2(t), g2(t) = f(t)θ(t) +Bu1δ(t) +Bu0δ
′(t),

ũ1(t) = H̃(t)θ(t) ∗ ũ0(t), ũk(t) = H̃(t)θ(t) ∗ ũk−1(t),

H̃(t) = Ẽ2(t) ∗ k(t)θ(t) = Γ
sh
√
AΓt√
AΓ

[
I − Q̃

]
θ(t) ∗ k(t)θ(t)− Tk(t)θ(t).

Непосредственными вычислениями находим:

ũ0(t) = Γ
sh
√
AΓt√
AΓ

[
I − Q̃

]
θ(t) ∗ f(t)θ(t)− Tf(t)θ(t)+

+Γ
sh
√
AΓt√
AΓ

Bu1θ(t) + Γ ch
√
AΓtBu0θ(t),

ũ0(0) = ΓBu0 − Tf(0) = u0 −
n∑

i=1

〈Au0 + f(0), ψi〉ϕi,

˙̃u0(0) = ΓBu1 − Tf ′(0) = u1 −
n∑

i=1

〈Au1 + f ′(0), ψi〉ϕi,

ũ1(t) = H̃(t)θ(t) ∗ ũ0(t), ũ1(0) = 0,

˙̃u1(0) = H̃(0)ũ0(0) = −Tk(0)ũ0(0) = −
n∑

i=1

〈k(0)ũ0(0), ψi〉ϕi,

ũk(0) = ˙̃uk(0) = 0, k ≥ 2.

Таким образом

ũ
∣∣∣
t=0

= u0 −
n∑

i=1

〈Au0 + f(0), ψi〉ϕi,
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˙̃u
∣∣∣
t=0

= u1 −
n∑

i=1

〈Au1 + f ′(0) + k(0)ũ0(0), ψi〉ϕi.

Но функция (6) удовлетворяет уравнению (1) (при N = 2), поэтому из
линейной независимости элементов базиса {ϕi} вытекает

Теорема 3. Если N = 2 и длины всех A-жордановых цепочек равны
1, то задача Коши (1)–(2) разрешима в классе C2(t ≥ 0, E1) тогда и
только тогда, когда выполнены условия

〈Au0 + f(0), ψi〉 = 0, 〈Au1 + f ′(0) + k(0)u0, ψi〉 = 0, i = 1, . . . , n.

Замечание 4. Общий случай N > 2 и p = 1 исследуется точно по
такой же схеме без каких-либо идейных новшеств, но с более длинными
выкладками.

4. Пример

Рассмотрим интегро-дифференциальное уравнение

(λ−Δ)utt − (μ−Δ)u−
t∫

0

g(t− τ)Δ2u(τ, x)dτ = f(t, x) (7)

с начально-краевыми условиями

u
∣∣∣
t=0

= u0(x), ut

∣∣∣
t=0

= u1(x), x ∈ Ω; u
∣∣∣
∂Ω

= 0, t ≥ 0, (8)

где g(t), f(t, x) — заданные функции, u(t, x) — искомая функция, Ω ⊂
Rm — ограниченная область с бесконечногладкой границей ∂Ω, Δ —
оператор Лапласа, решение ищется в цилиндре R+ × Ω. Задача Коши-
Дирихле (7)–(8) редуцируется к задаче Коши (1)–(2) с N = 2, если
выбрать банаховы пространства и операторы следующим образом

E1 ≡
{
v(x) ∈W k+2

2 (Ω); v
∣∣∣
∂Ω

= 0
}
, E2 ≡W k

2 (Ω), (9)

B = λ−Δ, λ ∈ σ(Δ), A = μ−Δ, k(t) = g(t)Δ2, W k
2 (Ω) — соболевские

пространства.
В этом случае оператор B фредгольмов, ядро которого совпадает

с пространством решений однородной задачи для оператора Лапла-
са λϕ = Δϕ, ϕ|∂Ω = 0. Обозначим {ϕi}, i = 1, . . . , n — базис это-
го пространства, Aϕi = (μ − λ)ϕi, т. е. 〈Aϕi, ϕj〉 = (μ − λ)δij длины
всех A-жордановых цепочек равны 1. Отсюда на основании теоремы 3
получаем
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Теорема 4. Если для задачи Коши – Дирихле (7)–(8) пространства
E1 и E2, операторы A, B, k(t) выбрать как в (9), то задача (7)–(8)
однозначно разрешима в классе C2(t ≥ 0, E1) тогда и только тогда,
когда выполнены условия

〈(μ−λ)u0(x)+f(0, x), ϕi〉 = 0, 〈(μ−λ)u1(x)+f ′(0, x)+g(0)λ2u0(x), ϕi〉 = 0,

i = 1, . . . , n.

Замечание 5. Представленные в этой заметке результаты допускают
обобщение на другие случаи сингулярности операторного пучка (B −
λA) (нетеровость, спектральная ограниченность и др.), а также в наи-
более общей постановке исследовать, например, нестационарные мате-
матические модели теории колебаний в вязко-упругих средах.
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Abstract. We consider an integro-differential equation in convolutions of a special
kind in Banach spaces with the Fredholm operator in the main part. The article concerns
with the problem of unique solvability of the Cauchy-problem for this equation in the
class of distributions with left-bounded support. The research is based on the theory of
fundamental operator-functions of integro-differential operators in Banach spaces. The
Fredholm operator from the differential part of the equation has the complete Jordan
set. The kernel of the integral part of the equation is equal to zero at the starting point,
which multiplicity is determined by a maximum length of Jordan chains elements of
the Fredholm operator kernel and by the order of the equation’s differential operator.
Under these assumptions, we prove the theorem on the structure of the fundamental
operator-function (the fundamental solution) of the equation. Based on the fundamental
operator-function the generalized solution is constructed. The dependence between the
generalized solution and the classical (smooth) solution is considered. The abstract results
are illustrated by an example of the initial-boundary value problem for the partial integro-
differential equation. The presented research continues the papers in the field, and can
be generalized to other cases of a singular operator of the leading derivative (Noetherity,
spectral, sectorial or radial boundedness). The results of these investigations make it
possible to explore the mathematical models of the theory of oscillations in viscoelastic
media and of the theory of electric chains.

Keywords: Fredholm operator, fundamental solution, convolution, distribution.
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