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1. Введение

Синтез оптимальных автоматических систем — центральная пробле-
ма теории управления [12]. Первые постановки задач и результаты по
проблеме относятся к началу 50-х годов прошлого столетия [8; 13; 14;
17]. С тех пор, несмотря на выдающиеся достижения математической
теории оптимальных процессов, проблема синтеза остается нерешенной
за исключением редких случаев (задача быстродействия для линей-
ных стационарных систем второго порядка [11], линейно-квадратичная
задача оптимального управления без учёта прямых ограничений на
управляющие воздействия [8; 16]).

При классическом подходе к проблеме синтеза оптимальных систем
основная трудность, известная как «проклятие размерности», состоит
в табулировании функций многих переменных. В описываемом ниже
подходе обратные связи не табулируются, их нужные для управления
текущие значения вычисляются в режиме реального времени по ходу
каждого конкретного процесса.

∗ Работа выполнена при поддержке ГПНИ «Конвергенция»(НАНБ)
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В Минске методы управления в реальном времени разрабатываются
с начала 90-х годов прошлого столетия [2] – [6], [15]. Ниже приводятся
некоторые результаты этой работы.

2. Классическая оптимальная обратная связь

Пусть T = [t∗, t∗] – промежуток времени, −∞ < t∗ < t∗ < ∞;
h = (t∗ − t∗)/N – период квантования времени; N > 1 – натуральное
число; Th = {t∗, t∗ +h, . . . , t∗ − h};T (τ) = [τ, t∗], A(t) ∈ Rn×n, b(t),m(t) ∈
Rn;m(t), t ∈ T ∈ Rn – кусочно-непрерывные функции; c ∈ Rn, g∗, g∗ ∈
Rm;h(i) ∈ Rn – i-ая строка матрицы H ∈ Rm×n, i ∈ I = {1, 2, . . . ,m};
X∗ = {x ∈ Rn : g∗ ≤ Hx ≤ g∗};U = {u ∈ R : |u| ∈ Lu}, 0 < Lu < ∞, 0 <
Lw <∞;x0 ∈ Rn, x(·) = (x(t), t ∈ T ).

Определение 1. Функция u(·) называется дискретной (с периодом
квантования h), если u(t) = u(τ), t ∈ [τ, τ + h[, τ ∈ Th.

В классе дискретных управляющих воздействий рассматривается
линейная задача оптимального управления:

c′x(t∗) → max; ẋ = A(t)x+ b(t)u, x(t∗) = x0, x(t
∗) ∈ X∗, (2.1)

u(t) ∈ U, t ∈ T.

Здесь x = x(t) ∈ Rn — состояние модели объекта управления в
момент времени t, u = u(t) ∈ R — значение управляющего воздействия
в момент времени t.

Определение 2. Управляющее воздействие u(·) называется доступ-
ным, если u(t) ∈ U, t ∈ T .

Каждому доступному управляющему воздействию u(·) соответству-
ет единственная траектория x(·) динамической модели (2.1).

Определение 3. Доступное управляющее воздействие u(·) — про-
грамма, если x(t∗) ∈ X∗.

Определение 4. Программа u0(t), t ∈ T, называется оптимальной
(программным решением задачи (2.1)), если на соответствующей ей
траектории x0(·) показатель качества программы J(u(·))=c′x(t∗) дос-
тигает максимального значения на множестве U(·) всех программ:

J(u0(·)) = max J(u(·)), u(·) ∈ U(·).

Предположим, что в каждый текущий момент τ ∈ Th процесса уп-
равления будет точно известно текущее состояние x∗(τ) динамического
объекта. В соответствии с этим задачу (2.1) погрузим в семейство
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c′x(t∗) → max; ẋ = A(t)x+ b(t)u, x(τ) = z, (2.2)

x(t∗) ∈ X∗;u(t) ∈ U, t ∈ T (τ),

зависящее от позиции (τ, z).
Пусть u0(t|τ, z), t ∈ T (τ), — оптимальная программа задачи (2.2) для

позиции (τ, z);Xτ — множество состояний z, для которых эта задача
имеет решение.

Определение 5. Функция

u0(τ, z) = u0(τ |τ, z), z ∈ Xτ , τ ∈ Th, (2.3)

называется оптимальной дискретной обратной связью (по состоя-
нию) или позиционным решением задачи (2.1).

Подстановка функции (2.3) в уравнение (2.1) (замыкание системы)
приводит к оптимальной системе управления:

ẋ = A(t)x+ b(t)u0(t, x), x(t∗) = x0− (2.4)

конечной цели оптимального синтеза. Эта цель в теории принципа мак-
симума Понтрягина достигается с помощью построения поверхностей
переключения [11]. В динамическом програмировании обратная связь
(2.3) получается из решений уравнений Беллмана [1]. В принятом
выше классе управляющих воздействий уравнение (2.4) всегда имеет
единственное решение x(·), которое строится по шагам. В обоих методах
функция (2.3) табулируется до начала процесса, что при n > 2 (стаци-
онарный случай) и при n > 1 (нестационарный случай) представляет
серьезную трудность.

Ниже описывается другой метод оптимального синтеза, в котором
функция (2.3) не строится заранее, а необходимые ее значения вычис-
ляются по ходу процесса управления.

Чтобы пояснить суть нового подхода, предположим, что функция
(2.3) построена. Она построена по детерминированной модели, но пре-
дназначена для управления динамическим объектом, поведение x∗(·)
которого в общем случае отличается от поведения x(·) модели. Про-
анализируем ее использование в конкретном процессе управления ди-
намическим объектом, на который действует неизвестное возмущение
w∗(·). Будем считать, что это возмущение породит в замкнутой системе
(2.4) переходный процесс, который доступен измерению в моменты и
удовлетворяет тождеству:

x∗(t) = A(t)x∗(t) + b(t)u0(t, x∗(t)) + w∗(t), t ∈ T. (2.5)

Из (2.5) видно, что в рассматриваемом процессе управления опти-
мальная обратная связь используется неполностью, достаточно знать
ее значения только вдоль изолированной кривой x∗(·).
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Процесс управления начинается в момент t∗ с подачи на вход объ-
екта управляющего воздействия u∗(t) = u0(t∗, x0), t ≥ t∗. В момент
t = t∗ + h становится известным состояние объекта x∗(t∗ + h). По этой
информации за время s(t∗ + h), 0 ≤ s(t∗ + h) < h, находится новое
значение управляющего воздействия u0(t∗ + h, x∗(t∗ + h)). С момен-
та t∗ + h + s(t∗ + h) на вход объекта подается воздействие u∗(t) =
u0(t∗ + h, x∗(t∗ + h)), t ≥ t∗ + h+ s(t∗ + h), где s(t∗ + h) – время поиска
значения u0(t∗ + h+ s(t∗ + h), x∗(t∗ + h)).

При продолжении этого процесса получается последовательность уп-
равляющих воздействий:

u∗(t) = u0(τ, x∗(τ)), t ∈ [τ + s(τ), τ + h+ s(τ + h)[,

0 ≤ s(τ) < h, τ ∈ Th,

называемая реализацией оптимальной обратной связи (2.3) в конкрет-
ном процессе управления объектом.

Определение 6. Устройство, которое для каждой текущей пози-
ции (τ, x∗(τ)) способно вычислять значение u∗(t), t ∈ T, за время, не
превосходящее h, назовем оптимальным регулятором.

Согласно определению 5, значение управляющего воздействия
u0(t∗, x0) равно начальному значению оптимальной программы для по-
зиции (t∗, x0), которое можно найти до начала процесса управления.
Следующее значение управляющего воздействия u0(t∗ + h, x∗(t∗ + h))
получается из оптимальной программы u0(t∗, x0) двойственным мето-
дом линейного программирования с помощью коррекции предыдущей
оптимальной опоры.

В [3; 5] описан алгоритм работы оптимального регулятора, в основе
которого лежат: 1) дискретность управляющих воздействий; 2) редук-
ция задачи построения последовательности оптимальных программ к
задачам линейного программирования; 3) двойственный метод с дли-
нным шагом для коррекции опор; 4) распараллеливание вычислений;
5) в стационарном случае – методы ускорения вычислений с помощью
рекурретных уравнений и метода разновесов; 6) процедуры заморажи-
вания переменных и размораживания ограничений.

3. Размыкаемая обратная связь

Классический подход (см. п. 2) к проблеме синтеза оптимальных
систем базируется на детерминированных моделях и не использует ни-
какой информации о возмущениях. Введение недетерминированных мо-
делей позволяет оценить качество процесса управления относительно
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возмущений. Различают два типа неопределенностей: стохастическую
[10] и множественную [7].

Начнем с простейшей задачи оптимального управления динамичес-
ким объектом в условиях множественной неопределенности:

c′x(t∗) → max; ẋ = A(t)x+ b(t)u+m(t)w(t), (3.1)
x(t∗) ∈ X∗, u(t) ∈ U,w(t) ∈W, t ∈ T.

Задача (3.1) отличается от задачи (2.1) наличием неизвестной фун-
кции w(·), которая может реализоваться в виде любой кусочно-непре-
рывной функции со значениями из компакта W.

Управляющее воздействие u(·) и возмущение w(·) порождают в за-
даче (3.1) траекторию x(t|t∗, x0, u(·), w(·)), t ∈ T.

Определение 7. Множество возможных терминальных состояний
объекта управления (3.1), соответствующее доступному управляюще-
му воздействию u(·),

X(t∗, u(·)) = {x ∈ Rn : x = x(t∗|t∗, x0, u(·), w(·)), w(·) ∈W (·)},
назовем распределением терминального состояния в момент t∗.

Определение 8. Доступное управляющее воздействие ug(·) называ-
ется гарантирующей программой задачи (3.1), если X(t∗,ug(·))⊂X∗.

Пусть качество гарантирующей программы оценивается числом

J(ug(·)) = min c′x(t∗|t∗, x0, ug(·), w(·)), w(·) ∈W (·)
(гарантированное значение показателя качества).

Оптимальную гарантирующую программу u0g(·) определим равенст-
вом

J(u0g(·)) = max J(ug(·)), ug(·) ∈ Ug(·).
Оптимальная программа u0g(·) с гарантией переводит в момент t∗

систему (3.1) на терминальное множество X∗ и обеспечивает максимум
гарантированному значению показателя качества Jg(u).

Для определения гарантирующего позиционного решения задачи
(3.1) рассмотрим семейство задач:

c′x(t∗) → max;

ẋ = A(t)x+ b(t)u+m(t)w(t), (3.2)
x(τ) = z, x(t∗) ∈ X∗;

u(t) ∈ U,w(t) ∈W, t ∈ T (τ).

Обозначим: u0g(t|τ, z), t ∈ T τ — оптимальная гарантирующая прог-
рамма задачи (3.2) для позиции (τ, z);Xτ — множество всех состояний
z ∈ Rnx , для которых существуют гарантирующие программы задачи
(3.1).
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Определение 9. Функция

u0g(τ, z) = u0g(τ |τ, z), z ∈ Xτ , τ ∈ Tu, (3.3)

называется экстремальной дискретной размыкаемой обратной связью
по состоянию (позиционным решением задачи (3.1)).

Задача построения экстремальной дискретной обратной связи (3.3),
как и задача (2.1) (см. п. 2), в классе дискретных управляющих воз-
действий сводится к задаче линейного программирования и решается
двойственным методом [3; 5].

4. Замыкаемые обратные связи

При определении размыкаемой обратной связи (см. п. 3) объект за-
мыкался в каждый текущий момент времени τ ∈ Th и не использовалась
информация о том, что замыкания могут осуществляться и в будущие
моменты времени t > τ . При использовании детерминированных моде-
лей это обстоятельство не играет никакой роли. В случае недетермини-
рованных моделей ситуация изменяется и дополнительная информация
существенно влияет на процесс управления.

В настоящем разделе описывается метод управления в предположе-
нии, что объект кроме каждого текущего момента τ будет замыкаться
в некоторые будущие моменты времени. Учет этого обстоятельства на-
зывается препостериорным анализом.

Приведем некоторые результаты, полученные для случая одного за-
мыкания.

Пусть траектория объекта управления описывается уравнением

ẋ∗ = A(t)x∗ + b(t)u+m∗(t)w∗(t), x∗(t∗) = x0, (4.1)

траектория модели — уравнением

ẋ = A(t)x+b(t)u+m(t)w(t), x(t∗) = x0, (4.2)

Здесь w∗(t), w(t), t ∈ T, — возмущения, действующие на объект и на
модель (соответственно).

Обозначим через t1 момент времени, t∗ < t1 < t∗, в который ста-
нет известно состояние x∗(t1) объекта, т.е. объект в этот момент будет
замкнут.

Каждая тройка {u(·), w∗(t), w(·)} порождает единственные траекто-
рии системы (4.1), (4.2).

Функция x∗(t), t ∈ T, — непрерывное решение уравнения объекта
(4.1), функция x(t), t ∈ T, — кусочно-непрывное решение уравнения
(4.2) с точкой разрыва в момент замыкания: x(t1 + 0) = x∗(t1).
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Терминальное состояние модели (4.2) имеет вид:

x(t∗) = F (t∗, t∗)x0 +
∫ t∗

t∗
F (t∗, t)b(t)u(t)dt +

∫ t1

t∗
F (t∗, t)m∗(t)w∗(t)dt+

+

∫ t∗

t1

F (t∗, t)m(t)w(t)dt,

где F (t, τ), t ≥ τ, t, τ ⊂ T, – фундаментальная матрица решений од-
нородной части уравнения модели (4.2), F (t, τ) = F (t)F−1(τ), F (t) ∈
Rn×n, t ∈ T, Ḟ = A(t)F,F (t∗) = E.

Далее, следуя п. 2, получаются программное и позиционное решения
для управления объектом в реальном времени по принципу однократно
замыкаемой обратной связи.

Аналогичным образом решаются задачи экстремального управления
в реальном времени по принципу многократно замыкаемых обратных
связей (по состоянию).
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Abstract. Optimal synthesis problem to linear indeterminate dynamic systems is
under consideration. The concept of classical optimal feedback, optimal unclosable feed-
back and repeatedly closable feedbacks are introduced. Algorithms of forming real-time
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