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Постановка задачи

Пусть E1, E2 — рефлексивные банаховы пространства, A,B : E1 →
E2 — линейные над полем Φ замкнутые нормально разрешимые опера-
торы, D (A) = D (B) = E1, dimkerA �= 0 и (или) dimkerB �= 0.
В данной работе рассматриваются свойства жордановых наборов

векторов операторов B относительно A и A относительно B, а так-
же функционалов сопряженных операторов B∗ относительно A∗ и A∗
относительно B∗. Они имеют важное значение для решения дифферен-
циальных уравнений

B (t)
dx

dt
= A (t)x.

Основные определения

Определение 1. Элемент ϕ(1) ∈ kerB имеет конечную жорданову
цепочку векторов оператора B относительно оператора A длины p,
p > 0, если существуют векторы ϕ(i) ∈ E1, i = 1, p, удовлетворяющие
соотношениям:

Bϕ(1) = 0,
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Bϕ(i) = Aϕ(i−1), i = 2, p,

Aϕ(p) /∈ R (B) .

Определение 2. Элемент ϕ̃(1) ∈ kerB имеет циклическую жордано-
ву цепочку векторов оператора B относительно оператора A длины p̃,
p̃ > 0, если существуют векторы ϕ̃(i) ∈ E1, i = 1, p̃, удовлетворяющие
соотношениям:

Bϕ̃(1) = 0,

Bϕ̃(i) = Aϕ̃(i−1), i = 2, p̃,

Aϕ̃(p̃) = 0.

При этом элемент ϕ̃(p̃) ∈ kerA имеет циклическую жорданову цепоч-
ку векторов оператора A относительно оператора B длины p̃, состоя-
щую из векторов ϕ̃(p̃+1−i), i = 1, p̃.

Определение 3. Элемент ϕ̂(1) имеет вспомогательную цепочку век-
торов оператора B относительно оператора A длины p̂, p̂ > 0, если
существуют векторы ϕ̂(i) ∈ E1, i = 1, p̂, удовлетворяющие соотноше-
ниям:

Bϕ̂(i) = Aϕ̂(i−1), i = 2, p̂,

Bϕ̂(1) /∈ R (A) ,

Aϕ̂(p̂) /∈ R (B) .

При этом элемент ϕ̂(p̂) имеет вспомогательную цепочку векторов опе-
ратора A относительно оператора B длины p̂, состоящую из векторов
ϕ̂(p̂+1−i), i = 1, p̂.

Обзор литературы

Жордановы цепочки векторов оператора B относительно A изуча-
лись во многих работах (см., например, [2, 4–15]). В [2, 4–8, 10–15]
рассматривались только конечные цепочки, при этом в [2, с. 422–431;
4, 11, 15] оператор B — фредгольмов, в [5–8, 10, 12–14] — нётеров.
В [9] dimkerB = 1 и существует одна циклическая цепочка. Там же
доказано, что, если элемент kerB имеет конечную или циклическую
жорданову цепочку, состоящую из линейно зависимых векторов, то он
имеет также циклическую цепочку, состоящую из линейно независимых
векторов.
В данной работе рассматривается случай, когда A и B — нётеро-

вы операторы и могут существовать как конечные, так и циклические
цепочки векторов, а также жордановы цепочки векторов оператора A
относительно B.
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Если E1 и E2 — конечномерные евклидовы пространства, A и B —
матрицы, то результаты данной работы непосредственно следуют из
канонической формы пучка матриц (A− λB) [3, с. 326–330].

Полученный результат

Обобщенный обратный оператор B− построим с использованием ме-
тодов [1, с. 41–55; 2, с. 336–344]. Пусть n = dimkerB ≥ 0, ϕi, i = 1, n —
базис в kerB,m = dimkerB∗ ≥ 0, ψi, i = 1,m — базис в kerB∗. Согласно
следствию из теоремы Хана–Банаха существуют функционалы γi ∈ E∗

2 ,
i = 1, n — базис в cokerB∗ и векторы zi ∈ E2, i = 1,m — базис в cokerB
такие, что

〈ϕi, γj〉 = δij , i, j = 1, n, (1)

〈zi, ψj〉 = δij , i, j = 1,m. (2)

Построим операторы–проекторы P : E1 → kerB и Q : E2 → cokerB:

Px =

n∑
i=1

〈x, γi〉ϕi, ∀x ∈ E1, (3)

Qy =
m∑
i=1

〈y, ψi〉 zi, ∀y ∈ E2. (4)

Они порождают разложения E1 и E2 соответственно:

E1 = En
1 ⊕ E∞−n

1 , E2 = Em
2 ⊕ E∞−m

2 ,

где
En

1 = kerB, Em
2 = cokerB,

E∞−n
1 : 〈x, γi〉 = 0, i = 1, n, ∀x ∈ E∞−n

1 ,

E∞−m
2 = R (B) : 〈y, ψi〉 = 0, i = 1,m, ∀y ∈ E∞−m

2 .

Если n = 0, то E∞−n
1 = E1. Если m = 0, то E∞−m

2 = E2.
Введем оператор B̂ — сужение B на E∞−n

1 . Он отображает E∞−n
1 на

E∞−m
2 взаимно однозначно и согласно теореме Банаха имеет ограни-
ченный обратный оператор B̂−1. Оператор B− определим следующим
образом:

B−y =

{
B̂−1y, ∀y ∈ E∞−m

2 ,

0, ∀y ∈ Em
2 .

(5)

Операторы (B∗)−, A−, (A∗)− построим аналогично. Имеют место ра-
венства:

(A∗)− =
(
A−)∗ , (B∗)− =

(
B−)∗ . (6)
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Элементы указанных в определениях 1–3 цепочек векторов могут
быть построены следующим образом:

ϕ(i) =
(
B−A

)i−1
ϕ(1), ϕ(i) ∈ E∞−n

1 ,
〈
ϕ(i), γj

〉
= 0, i = 2, p, j = 1, n,

ϕ̃(i) =
(
B−A

)i−1
ϕ̃(1), ϕ̃(i) ∈ E∞−n

1 ,
〈
ϕ̃(i), γj

〉
= 0, i = 2, p̃, j = 1, n,

ϕ̂(i) =
(
B−A

)i−1
ϕ̂(1), ϕ̂(i) ∈ E∞−n

1 ,
〈
ϕ̂(i), γj

〉
= 0, i = 2, p̂, j = 1, n.

Построим жордановы цепочки векторов (функционалов) операто-
ров B относительно A, A относительно B, B∗ относительно A∗ и A∗
относительно B∗.
Определим базис в kerA

⋂
kerB. Пусть мы построили r̆, r̆ ≥ 0 линей-

но независимых векторов ϕ̆i, i = 1, r̆, удовлетворяющих соотношениям:

Aϕ̆i = Bϕ̆i = 0, i = 1, r̆. (7)

Из (7) следует, что они имеют циклические цепочки векторов операто-
ров A относительно B и B относительно A длины 1.
Аналогично определим базис в kerA∗ ⋂ kerB∗. Пусть мы построили

ř, ř ≥ 0 линейно независимых функционалов ψ̆i, i = 1, ř, удовлетворя-
ющих соотношениям:

A∗ψ̆i = B∗ψ̆i = 0, i = 1, ř. (8)

Из (8) следует, что они имеют циклические цепочки функционалов
операторов A∗ относительно B∗ и B∗ относительно A∗ длины 1.
Определим циклические цепочки оператора B относительно A дли-

ны больше 1 в порядке возрастания их длин. Выберем вектор ϕ̃(1)
1 ∈

kerB, линейно независимый с ϕ̆i, i = 1, r̆, имеющий цепочку наимень-
шей из возможных длин (s̃1 + 1). Далее выберем вектор ϕ̃(1)

2 ∈ kerB,
линейно независимый с ϕ̆i, i = 1, r̆, ϕ̃(1)

1 , имеющий цепочку наименьшей
из возможных длин (s̃2 + 1) и т.д. Пусть мы построили r̃, r̃ ≥ 0 цепочек
длин (s̃i + 1), i = 1, r̃, 0 < s̃1 ≤ . . . ≤ s̃r̃, состоящих из векторов ϕ̃

(j)
i ,

j = 1, s̃i + 1, i = 1, r̃, удовлетворяющих соотношениям:

ϕ̃
(j)
i =

(
B−A

)j−1
ϕ̃
(1)
i , j = 2, s̃i + 1, i = 1, r̃, (9)

Bϕ̃
(1)
i = 0, i = 1, r̃, (10)

Bϕ̃
(j)
i = Aϕ̃

(j−1)
i , j = 2, s̃i + 1, i = 1, r̃, (11)

Aϕ̃
(s̃i+1)
i = 0, i = 1, r̃. (12)

Аналогично определим циклические цепочки оператора B∗ относи-
тельно A∗ длины больше 1 в порядке возрастания их длин. Пусть мы
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построили r̂, r̂ ≥ 0 цепочек длин (ŝi + 1), i = 1, r̂, 0 < ŝ1 ≤ . . . ≤ ŝr̂, со-
стоящих из функционалов ψ̃(j)

i , j = 1, ŝi + 1, i = 1, r̂, удовлетворяющих
соотношениям:

ψ̃
(j)
i =

[
(B∗)−A∗]j−1

ψ̃
(1)
i , j = 2, ŝi + 1, i = 1, r̂, (13)

B∗ψ̃(1)
i = 0, i = 1, r̂, (14)

B∗ψ̃(j)
i = A∗ψ̃(j−1)

i , j = 2, ŝi + 1, i = 1, r̂, (15)

A∗ψ̃(ŝi+1)
i = 0, i = 1, r̂. (16)

Определим конечные цепочки оператора B относительноA в порядке
убывания их длин. Выберем вектор ϕ(1)

1 ∈ kerB, линейно независимый
с ϕ̆i, i = 1, r̆, ϕ̃(1)

i , i = 1, r̃, имеющий цепочку наибольшей из возможных
длин s1. Далее выберем вектор ϕ

(1)
2 ∈ kerB, линейно независимый с ϕ̆i,

i = 1, r̆, ϕ̃(1)
i , i = 1, r̃, ϕ(1)

1 , имеющий цепочку наибольшей из возможных
длин s2 и т.д. Пусть мы построили r, r ≥ 0 цепочек длин si, i = 1, r,
s1 ≥ . . . ≥ sr > 0, состоящих из векторов ϕ(j)

i , j = 1, si, i = 1, r,
удовлетворяющих соотношениям:

ϕ
(j)
i =

(
B−A

)j−1
ϕ
(1)
i , j = 2, si, i = 1, r, (17)

Bϕ
(1)
i = 0, i = 1, r, (18)

Bϕ
(j)
i = Aϕ

(j−1)
i , j = 2, si, i = 1, r, (19)

Aϕ
(si)
i /∈ R (B) , i = 1, r. (20)

Аналогично определим конечные цепочки оператора A относительно
B в порядке убывания их длин. Пусть мы построили r̄, r̄ ≥ 0 цепочек
длин s̄i, i = 1, r̄, s̄1 ≥ . . . ≥ s̄r̄ > 0, состоящих из векторов ϕ̄(j)

i , j = 1, s̄i,
i = 1, r̄, удовлетворяющих соотношениям:

ϕ̄
(j)
i =

(
A−B

)j−1
ϕ̄
(1)
i , j = 2, s̄i, i = 1, r̄,

Aϕ̄
(1)
i = 0, i = 1, r̄, (21)

Aϕ̄
(j)
i = Bϕ̄

(j−1)
i , j = 2, s̄i, i = 1, r̄, (22)

Bϕ̄
(s̄i)
i /∈ R (A) , i = 1, r̄.

Таким образом, базис kerB состоит из векторов ϕ̆i, i = 1, r̆, ϕ̃(1)
i ,

i = 1, r̃, ϕ(1)
i , i = 1, r.
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Лемма 1. Произвольный элемент ϕ ∈ kerB, представимый в виде:

ϕ =
r̆∑

i=1

c̆i1ϕ̆i +
r̃∑

i=1

c̃i1ϕ̃
(1)
i +

r∑
i=1

ci1ϕ
(1)
i ,

где c̆i1 ∈ Φ, i = 1, r̆, c̃i1 ∈ Φ, i = 1, r̃, ci1 ∈ Φ, i = 1, r, может иметь
следующие жордановы цепочки векторов оператора B относительно
A.
Если все c̃i1 = 0, i = 1, r̃, ci1 = 0, i = 1, r и есть c̆i1 �= 0, i = 1, r̆,

то имеет место только циклическая цепочка длины 1, состоящая из
вектора

ϕ̆ =

r̆∑
i=1

c̆i1ϕ̆i.

Если все ci1 = 0, i = 1, r и есть c̃i1 �= 0, i = 1, r̃, то имеют место
и конечные (если r > 0), и циклические цепочки, наименьшая из длин
циклических цепочек равна s̃+1 = max

i:c̃i1 �=0
s̃i+1, и состоит эта цепочка

из векторов

ϕ̃(k) =
r̆∑

i=1

c̆ikϕ̆i +
k∑

j=1

∑
i:s̃i≤s̃+j−k

c̃i,k−j+1ϕ̃
(j)
i , k = 1, s̃+ 1,

где c̆ij ∈ Φ, j = 2, s̃+ 1, i = 1, r̆, c̃ij ∈ Φ, j = 2, s̃− s̃i + 1, i : s̃i ≤ s̃− 1 —
произвольные.
Если есть ci1 �= 0, i = 1, r, то имеют место только конечные

цепочки, наибольшая из длин которых равна s = min
i:ci1 �=0

si, и состоит
эта цепочка из векторов

ϕ(k)=

r̆∑
i=1

c̆ikϕ̆i+

r̃∑
i=1

min(k,s̃i+1)∑
j=1

c̃i,k−j+1ϕ̃
(j)
i +

k∑
j=1

∑
i:si≥s+j−k

ci,k−j+1ϕ
(j)
i , k = 1, s,

где c̆ij ∈ Φ, j = 2, s, i = 1, r̆, c̃ij ∈ Φ, j = 2, s, i = 1, r̃, cij ∈ Φ,
i : si ≥ s− j + 1, j = 2, s — произвольные.

Доказательство. Из (7), (10)–(12), (18)–(20) следует, что для указан-
ных векторов равенства определений 1, 2 выполняются.
Поскольку векторы ϕ̆i, i = 1, r̆, ϕ̃(1)

i , i = 1, r̃ линейно независимы
и при построении циклических цепочек мы каждый раз выбирали це-
почку наименьшей из возможных длин, то вектор ϕ̃(1) не может иметь
циклическую цепочку длины меньше (s̃+ 1). Аналогично вектор ϕ(1)

не может иметь конечную цепочку длины больше s или циклическую
цепочку.



32 М. А. ЕЛИШЕВИЧ

Конечные цепочки, которые имеет вектор ϕ̃(1), получаются из цик-
лических, если к какому-то из присоединенных векторов прибавить
ненулевую линейную комбинацию векторов ϕ

(1)
i , i = 1, r и соответ-

ствующим образом изменить все следующие за ним векторы исходной
циклической цепочки.

Лемма 2. Векторы ϕ̆i, i = 1, r̆, ϕ̃(j)
i , j = 1, s̃i + 1, i = 1, r̃, ϕ(j)

i , j =

1, si, i = 1, r, ϕ̄(j)
i , j = 1, s̄i, i = 1, r̄ линейно независимы.

Доказательство. Пусть имеет место равенство

r̆∑
i=1

c̆iϕ̆i +
r̃∑

i=1

s̃i+1∑
j=1

c̃ijϕ̃
(j)
i +

r∑
i=1

si∑
j=1

cijϕ
(j)
i +

r̄∑
i=1

s̄i∑
j=1

c̄ijϕ̄
(j)
i = 0, (23)

где c̆i ∈ Φ, i = 1, r̆, c̃ij ∈ Φ, j = 1, s̃i + 1, i = 1, r̃, cij ∈ Φ, j = 1, si, i = 1, r,
c̄ij ∈ Φ, j = 1, s̄i, i = 1, r̄ не все равны нулю. Обозначим p максимальное
значение j, для которого хотя бы одна из величин c̃ij , i : s̃i + 1 ≥ j,
cij , i : si ≥ j не равна нулю (если таких нет, то положим p = 1), q —
максимальное значение j, для которого хотя бы одна из величин c̄ij ,
i : s̄i ≥ j не равна нулю (если таких нет, то положим q = 1). Имеем:

c̃ij = 0, j = p+ 1, s̃i + 1, i : s̃i + 1 > p, (24)

cij = 0, j = p+ 1, si, i : si > p, (25)

c̄ij = 0, j = q + 1, s̄i, i : s̄i > q. (26)

Построим векторы ϕ(k), k = 1, p+ q − 1 следующим образом:

ϕ(k) =
∑

i:s̄i>q−k

k∑
j=1

c̄i,q−k+jϕ̄
(j)
i , k = 1, q − 1, (27)

ϕ(q) =

r̄∑
i=1

s̄i∑
j=1

c̄ijϕ̄
(j)
i = −

r̆∑
i=1

c̆iϕ̆i −
r̃∑

i=1

s̃i+1∑
j=1

c̃ijϕ̃
(j)
i −

r∑
i=1

si∑
j=1

cijϕ
(j)
i , (28)

ϕ(k) = −
∑

i:s̃i+1>k−q

q+p−k∑
j=1

c̃i,k−q+jϕ̃
(j)
i −

∑
i:si>k−q

q+p−k∑
j=1

ci,k−q+jϕ
(j)
i , (29)

k = q + 1, p+ q − 1.

Из (7), (10)–(12), (18), (19), (21)–(29) следует:

ϕ(1) =
∑
i:s̄i≥q

c̄iqϕ̄
(1)
i ∈ kerA,
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ϕ(p+q−1) = −δp1
r̆∑

i=1

c̆iϕ̆i −
∑

i:s̃i+1≥p

c̃ipϕ̃
(1)
i −

∑
i:si≥p

cipϕ
(1)
i ∈ kerB,

для векторов ϕ(k), k = 1, p+ q − 1 выполняются равенства определе-
ния 2, вектор ϕ(1) имеет циклическую жорданову цепочку оператора A
относительно B длины (p+ q − 1). Но согласно лемме 1 такие цепоч-
ки имеют только линейные комбинации векторов ϕ̆i, i = 1, r̆, ϕ̃(s̃i+1)

i ,
i : s̃i +1 ≤ p+ q− 1, линейно независимых с ϕ(1). Отсюда q = 1, c̄ij = 0,
j = 1, s̄i, i = 1, r̄. При этом из (28) следует, что ϕ(q) = 0, вектор ϕ(p+q−1)

имеет циклическую жорданову цепочку оператора B относительно A
длины (p− 1). Но согласно лемме 1 такие цепочки имеют только ли-
нейные комбинации векторов ϕ̆i, i = 1, r̆, ϕ̃(1)

i , i : s̃i +1 ≤ p− 1, линейно
независимых с ϕ(p+q−1). Отсюда p = 1, cij = 0, j = 1, si, i = 1, r, c̃ij = 0,
j = 1, s̃i + 1, i = 1, r̃. Векторы ϕ̆i, i = 1, r̆ линейно независимы, отсюда
c̆i = 0, i = 1, r̆.

Положим в (1)–(4) n = r + r̃ + r̆, ϕi = ϕ
(1)
i , i = 1, r, ϕr+i = ϕ̃

(1)
i ,

i = 1, r̃, ϕr+r̃+i = ϕ̆i, i = 1, r̆, zi = Aϕ
(si)
i , i = 1, r, отсюда согласно (5),

(17) (
B−A

)j
ϕ
(1)
i = 0, j ≥ si, i = 1, r. (30)

Лемма 3. Имеют место равенства:〈
A
(
B−A

)j
ϕ
(1)
i ,

[
(B∗)−A∗]l ψ̃(1)

k

〉
= 0, j, l ≥ 0, i = 1, r, k = 1, r̂.

(31)

Доказательство. Из (15) следует:〈
ϕ
(1)
i , A∗ψ̃(j)

k

〉
= 0, i = 1, r, j = 1, ŝk, k = 1, r̂. (32)

Если j + l < ŝk, то согласно (6), (13), (17), (32)〈
A
(
B−A

)j
ϕ
(1)
i ,

[
(B∗)−A∗]l ψ̃(1)

k

〉
=

=
〈
ϕ
(1)
i , A∗ [(B∗)−A∗]j+l

ψ̃
(1)
k

〉
=

〈
ϕ
(1)
i , A∗ψ̃(j+l+1)

k

〉
= 0.

Если j + l ≥ ŝk, то согласно (6), (13), (16), (17)〈
A
(
B−A

)j
ϕ
(1)
i ,

[
(B∗)−A∗]l ψ̃(1)

k

〉
=

〈(
B−A

)j+l−ŝk ϕ
(1)
i ,

A∗ [(B∗)−A∗]ŝk ψ̃(1)
k

〉
=

〈(
B−A

)j+l−ŝk ϕ
(1)
i , A∗ψ̃(ŝk+1)

k

〉
= 0.
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Замечание 1. Имеют место равенства:〈
A
(
B−A

)j
ϕ
(1)
i ,

[
(B∗)−A∗]l ψ̆k

〉
= 0, j, l ≥ 0, i = 1, r, k = 1, ř,

(33)〈
A
(
B−A

)j
ϕ̃
(1)
i ,

[
(B∗)−A∗]l ψ̃(1)

k

〉
= 0, j, l ≥ 0, i = 1, r̃, k = 1, r̂,

(34)〈
A
(
B−A

)j
ϕ̆i,

[
(B∗)−A∗]l ψ̃(1)

k

〉
= 0, j, l ≥ 0, i = 1, r̆, k = 1, r̂.

(35)
Доказательство аналогично доказательству леммы 3.

Лемма 4. Имеют место равенства:〈
Bϕ̄

(j)
i ,

[
(B∗)−A∗]l ψ̃(1)

k

〉
= 0, j = 1, s̄i, i = 1, r̄, l ≥ 0, k = 1, r̂.

(36)

Доказательство. Если l = 0, то из (14) имеем:〈
Bϕ̄

(j)
i , ψ̃

(1)
k

〉
=

〈
ϕ̄
(j)
i , B∗ψ̃(1)

k

〉
= 0, j = 1, s̄i, i = 1, r̄, k = 1, r̂.

Если j = 1, 0 < l ≤ ŝk, то из (13), (15), (21), (22) имеем:〈
Bϕ̄

(1)
i ,

[
(B∗)−A∗]l ψ̃(1)

k

〉
=

〈
Bϕ̄

(1)
i , ψ̃

(l+1)
k

〉
=

〈
ϕ̄
(1)
i , B∗ψ̃(l+1)

k

〉
=

=
〈
ϕ̄
(1)
i , A∗ψ̃(l)

k

〉
=

〈
Aϕ̄

(1)
i , ψ̃

(l)
k

〉
= 0, i = 1, r̄, l = 1, ŝk, k = 1, r̂.

Если 1 < j ≤ s̄i, 0 < l ≤ ŝk, то аналогично имеем:〈
Bϕ̄

(j)
i ,

[
(B∗)−A∗]l ψ̃(1)

k

〉
=

〈
Bϕ̄

(j)
i , ψ̃

(l+1)
k

〉
=

〈
ϕ̄
(j)
i , B∗ψ̃(l+1)

k

〉
=

=
〈
ϕ̄
(j)
i , A∗ψ̃(l)

k

〉
=

〈
Aϕ̄

(j)
i , ψ̃

(l)
k

〉
=

〈
Bϕ̄

(j−1)
i , ψ̃

(l)
k

〉
,

j = 2, s̄i, i = 1, r̄, l = 1, ŝk, k = 1, r̂.

Отсюда, если j ≤ l, то имеем:〈
Bϕ̄

(j)
i , ψ̃

(l+1)
k

〉
=
〈
Aϕ̄

(1)
i , ψ̃

(l−j+1)
k

〉
=0, j=1, l, i = 1, r̄, l=1, ŝk, k=1, r̂,

если j > l, то имеем:〈
Bϕ̄

(j)
i , ψ̃

(l+1)
k

〉
=
〈
ϕ̄
(j−l)
i , B∗ψ̃(1)

k

〉
=0, j = l + 1, s̄i, i=1, r̄, l=1, ŝk, k=1, r̂.

Если l > ŝk, то из (13), (16) имеем:〈
Bϕ̄

(j)
i ,

[
(B∗)−A∗]l ψ̃(1)

k

〉
=
〈
Bϕ̄

(j)
i ,

[
(B∗)−A∗]l−ŝk−1

(B∗)−A∗ψ̃(ŝk+1)
k

〉
=0,

j = 1, s̄i, i = 1, r̄, l > ŝk, k = 1, r̂.
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Теорема 1. Если существуют r, r ≥ 0 конечных жордановых цепо-
чек векторов оператора B относительно оператора A длин si, si >
0, i = 1, r, то существуют также r конечных жордановых цепочек
функционалов оператора B∗ относительно оператора A∗ тех же длин.

Доказательство. Из (20) следует, что для каждого вектора Aϕ(si)
i , i =

1, r существует элемент kerB∗, принимающий на нем ненулевое зна-
чение. Отсюда с учетом (31), (33) следует, что базис kerB∗ содержит
функционалы, имеющие конечные жордановы цепочки оператора B∗
относительно A∗, поскольку согласно лемме 1 циклические цепочки
имеют только линейные комбинации функционалов ψ̆i, i = 1, ř, ψ̃(1)

i ,
i = 1, r̂.
Пусть мы определили функционал ψ(1)

1 ∈ kerB∗ такой, что〈
Aϕ

(s1)
1 , ψ

(1)
1

〉
�= 0.

Если r > 1 и
〈
Aϕ

(s2)
2 , ψ

(1)
1

〉
= 0, то существует функционал ψ

(1)
2 ∈

kerB∗, линейно независимый с ψ̆i, i = 1, ř, ψ̃(1)
i , i = 1, r̂, ψ(1)

1 , такой,
что

〈
Aϕ

(s2)
2 , ψ

(1)
2

〉
�= 0. Если

〈
Aϕ

(s2)
2 , ψ

(1)
1

〉
�= 0, то существуют ci ∈ Φ,

ci �= 0, i = 1, 2 такие, что

2∑
i=1

ci

〈
Aϕ

(si)
i , ψ

(1)
1

〉
= 0. (37)

Построим векторы ϕ(j), j = 1, s1 следующим образом:

ϕ(j) = c1ϕ
(j)
1 , j = 1, s1 − s2,

ϕ(j) = c1ϕ
(j)
1 + c2ϕ

(j−s1+s2)
2 , j = s1 − s2 + 1, s1.

Согласно лемме 1 они образуют конечную жорданову цепочку операто-
ра B относительно A длины s1. Согласно (31), (33), (37) выполняются
равенства: 〈

Aϕ(s1), ψ̆i

〉
= 0, i = 1, ř,〈

Aϕ(s1), ψ̃
(1)
i

〉
= 0, i = 1, r̂,〈

Aϕ(s1), ψ
(1)
1

〉
= 0.

Следовательно, функционал ψ(1)
2 в этом случае тоже существует.

Если r > 2, то существование функционалов ψ(1)
i , i = 3, r доказы-

вается аналогично. Следующий функционал ψ(1)
r+1 уже не существует,
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поскольку в противном случае должен был бы существовать вектор
ϕ
(1)
r+1.
Согласно [2, с. 425] функционалы ψ(1)

i , i = 1, r можно выбрать таким
образом, чтобы выполнялись равенства:〈

Aϕ
(si)
i , ψ

(1)
j

〉
= δij , i, j = 1, r, (38)

функционалы ψ
(j)
i , j = 2, si, i = 1, r определим следующим образом:

ψ
(j)
i =

[
(B∗)−A∗]j−1

ψ
(1)
i , j = 2, si, i = 1, r. (39)

Имеют место равенства:〈
A
(
B−A

)j
ϕ̆i,

[
(B∗)−A∗]l ψ(1)

k

〉
= 0, j, l ≥ 0, i = 1, r̆, k = 1, r,

〈
A
(
B−A

)j
ϕ̃
(1)
i ,

[
(B∗)−A∗]l ψ(1)

k

〉
= 0, j, l ≥ 0, i = 1, r̃, k = 1, r,〈

A
(
B−A

)j
ϕ
(1)
i ,

[
(B∗)−A∗]l ψ(1)

k

〉
= δikδj+l,si−1, j, l ≥ 0, i, k = 1, r.

Доказательство аналогично доказательству леммы 3 с учетом (30), (38).
Отсюда с учетом (9), (17), (39) имеем:〈

ϕ̆i, A
∗ψ(j)

k

〉
= 0, j = 1, sk, i = 1, r̆, k = 1, r,

〈
ϕ̃
(1)
i , A∗ψ(j)

k

〉
= 0, j = 1, sk, i = 1, r̃, k = 1, r,〈

ϕ
(1)
i , A∗ψ(j)

k

〉
= 0, j = 1, sk − 1, i, k = 1, r,〈

ϕ
(1)
i , A∗ψ(sk)

k

〉
= δik, i, k = 1, r,

B∗ψ(1)
i = 0, i = 1, r,

B∗ψ(j)
i = A∗ψ(j−1)

i , j = 2, si, i = 1, r,

A∗ψ(si)
i /∈ R (B∗) , i = 1, r.

Замечание 2. Существуют r̄ конечных жордановых цепочек операто-
ра A∗ относительно оператора B∗ длин s̄i, i = 1, r̄. Доказательство ана-
логично доказательству теоремы 1. Пусть они состоят из построенных
таким же образом функционалов ψ̄(j)

i , j = 1, s̄i, i = 1, r̄.

Замечание 3. Функционалы ψ̆i, i = 1, ř, ψ̃(j)
i , j = 1, ŝi + 1, i = 1, r̂,

ψ
(j)
i , j = 1, si, i = 1, r, ψ̄(j)

i , j = 1, s̄i, i = 1, r̄ линейно независимы.
Доказательство аналогично доказательству леммы 2.
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Положим в (1)–(4) m = r + r̂ + ř, ψi = ψ
(1)
i , i = 1, r, ψr+i = ψ̃

(1)
i ,

i = 1, r̂, ψr+r̂+i = ψ̆i, i = 1, ř, γi = A∗ψ(si)
i , i = 1, r.

Теорема 2. Если существуют r̂, r̂ ≥ 0 циклических жордановых
цепочек функционалов оператора B∗ относительно оператора A∗ длин
(ŝi + 1), ŝi > 0, i = 1, r̂, то существуют также r̂ вспомогательных
цепочек векторов оператора B относительно оператора A длин ŝi,
i = 1, r̂.

Доказательство. Согласно следствию из теоремы Хана–Банаха и за-
мечанию 3 существуют векторы σi ∈ E2, i = 1, r̂ такие, что〈

σi, ψ̆k

〉
= 0, k = 1, ř, i = 1, r̂, (40)

〈
σi, ψ

(j)
k

〉
= 0, j = 1, sk, k = 1, r, i = 1, r̂, (41)〈

σi, ψ̄
(j)
k

〉
= 0, j = 1, s̄k, k = 1, r̄, i = 1, r̂, (42)〈

σi, ψ̃
(j)
k

〉
= 0, j = 1, ŝk, i, k = 1, r̂, (43)〈

σi, ψ̃
(ŝk+1)
k

〉
= δik, i, k = 1, r̂. (44)

Из (40)–(44) следует:

σi /∈ R (A) , σi ∈ R (B) , i = 1, r̂.

Положим
ϕ̂
(1)
i = B−σi, i = 1, r̂. (45)

Векторы ϕ̂
(j)
i , j = 2, ŝi, i = 1, r̂ определим следующим образом:

ϕ̂
(j)
i =

(
B−A

)j−1
ϕ̂
(1)
i , j = 2, ŝi, i = 1, r̂. (46)

Положим в (1)–(4) zr+i = Aϕ̂
(ŝi)
i , i = 1, r̂, отсюда согласно (5), (46)

(
B−A

)j
ϕ̂
(1)
i = 0, j ≥ ŝi, i = 1, r̂. (47)

Далее, исходя из (6), (13), (39)–(41), (43)–(47), аналогично доказа-
тельству теоремы 1 получим:〈

B
(
B−A

)j
ϕ̂
(1)
i ,

[
(B∗)−A∗]l ψ̆k

〉
= 0, j, l ≥ 0, i = 1, r̂, k = 1, ř,

〈
A
(
B−A

)j
ϕ̂
(1)
i ,

[
(B∗)−A∗]l ψ̆k

〉
= 0, j, l ≥ 0, i = 1, r̂, k = 1, ř,〈

B
(
B−A

)j
ϕ̂
(1)
i ,

[
(B∗)−A∗]l ψ̃(1)

k

〉
= δikδj+l,ŝi (1− δl0) , j, l ≥ 0, i, k = 1, r̂,
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A
(
B−A

)j
ϕ̂
(1)
i ,

[
(B∗)−A∗]l ψ̃(1)

k

〉
= δikδj+l,ŝi−1, j, l ≥ 0, i, k = 1, r̂,

(48)〈
B

(
B−A

)j
ϕ̂
(1)
i ,

[
(B∗)−A∗]l ψ(1)

k

〉
= 0, j, l ≥ 0, i = 1, r̂, k = 1, r,

〈
A
(
B−A

)j
ϕ̂
(1)
i ,

[
(B∗)−A∗]l ψ(1)

k

〉
= 0, j, l ≥ 0, i = 1, r̂, k = 1, r,

〈
Aϕ̂

(j)
i , ψ̆k

〉
= 0, j = 1, ŝi, i = 1, r̂, k = 1, ř,

〈
Aϕ̂

(j)
i , ψ

(1)
k

〉
= 0, j = 1, ŝi, i = 1, r̂, k = 1, r,

〈
Aϕ̂

(j)
i , ψ̃

(1)
k

〉
= 0, j = 1, ŝi − 1, i, k = 1, r̂,

〈
Aϕ̂

(ŝi)
i , ψ̃

(1)
k

〉
= δik, i, k = 1, r̂,

〈
Bϕ̂

(1)
i , ψ̃

(ŝk+1)
k

〉
= δik, i, k = 1, r̂.

Отсюда следует:

Bϕ̂
(j)
i = Aϕ̂

(j−1)
i , j = 2, ŝi, i = 1, r̂,

Bϕ̂
(1)
i /∈ R (A) , i = 1, r̂,

Aϕ̂
(ŝi)
i /∈ R (B) , i = 1, r̂.

Замечание 4. Существуют r̃ вспомогательных цепочек оператора B∗
относительно оператора A∗ длин s̃i, i = 1, r̃. Доказательство анало-
гично доказательству теоремы 2. Пусть они состоят из построенных
таким же образом функционалов ψ̂(j)

i , j = 1, s̃i, i = 1, r̃ и, кроме того,
выполняются равенства:〈

B
(
B−A

)j
ϕ̂
(1)
i ,

[
(B∗)−A∗]l ψ̃(1)

k

〉
= 0, j, l ≥ 0, i = 1, r̂, k = 1, r̃,

〈
A
(
B−A

)j
ϕ̂
(1)
i ,

[
(B∗)−A∗]l ψ̃(1)

k

〉
= 0, j, l ≥ 0, i = 1, r̂, k = 1, r̃.

Положим в (1)–(4) γr+i = A∗ψ̂(s̃i)
i , i = 1, r̃.

Теорема 3. Векторы ϕ̆i, i = 1, r̆, ϕ̃(j)
i , j = 1, s̃i + 1, i = 1, r̃, ϕ(j)

i ,
j = 1, si, i = 1, r, ϕ̄(j)

i , j = 1, s̄i, i = 1, r̄, ϕ̂(j)
i , j = 1, ŝi, i = 1, r̂ линейно

независимы.
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Доказательство. Пусть имеет место равенство

r̆∑
i=1

c̆iϕ̆i+
r̃∑

i=1

s̃i+1∑
j=1

c̃ijϕ̃
(j)
i +

r∑
i=1

si∑
j=1

cijϕ
(j)
i +

r̄∑
i=1

s̄i∑
j=1

c̄ijϕ̄
(j)
i +

r̂∑
i=1

ŝi∑
j=1

ĉijϕ̂
(j)
i =0,

где c̆i ∈ Φ, i = 1, r̆, c̃ij ∈ Φ, j = 1, s̃i + 1, i = 1, r̃, cij ∈ Φ, j = 1, si,
i = 1, r, c̄ij ∈ Φ, j = 1, s̄i, i = 1, r̄, ĉij ∈ Φ, j = 1, ŝi, i = 1, r̂ не все
равны нулю. Применяя к нему операторы A (B−A)ŝi−j и функционалы
ψ̃
(1)
i для каждого ĉij �= 0, j = 1, ŝi, i = 1, r̂, с учетом (9), (17), (31),
(34)–(36), (46), (48) получим: ĉij = 0, j = 1, ŝi, i = 1, r̂. Дальнейшее
доказательство теоремы содержится в лемме 2.

Замечание 5. Функционалы ψ̆i, i = 1, ř, ψ̃(j)
i , j = 1, ŝi + 1, i = 1, r̂,

ψ
(j)
i , j = 1, si, i = 1, r, ψ̄(j)

i , j = 1, s̄i, i = 1, r̄, ψ̂(j)
i , j = 1, s̃i, i =

1, r̃ линейно независимы. Доказательство аналогично доказательству
теоремы 3.

Согласно следствию из теоремы Хана–Банаха, теореме 3 и замеча-
нию 5 существуют векторы ϕ̌i ∈ E2, ϕ̌i /∈ R (A)

⋃
R (B), i = 1, ř и

функционалы ψ̌i ∈ E∗
2 , ψ̌i /∈ R (A∗)

⋃
R (B∗), i = 1, r̆ такие, что〈

ϕ̌i, ψ̆k

〉
= δik, i, k = 1, ř,

〈
ϕ̌i, ψ̃

(j)
k

〉
= 0, j = 1, ŝk + 1, k = 1, r̂, i = 1, ř,〈

ϕ̌i, ψ
(j)
k

〉
= 0, j = 1, sk, k = 1, r, i = 1, ř,〈

ϕ̌i, ψ̄
(j)
k

〉
= 0, j = 1, s̄k, k = 1, r̄, i = 1, ř,〈

ϕ̌i, ψ̂
(j)
k

〉
= 0, j = 1, s̃k, k = 1, r̃, i = 1, ř,〈
ϕ̆i, ψ̌k

〉
= δik, i, k = 1, r̆,〈

ϕ̃
(j)
i , ψ̌k

〉
= 0, j = 1, s̃i + 1, i = 1, r̃, k = 1, r̆,〈

ϕ
(j)
i , ψ̌k

〉
= 0, j = 1, si, i = 1, r, k = 1, r̆,〈

ϕ̄
(j)
i , ψ̌k

〉
= 0, j = 1, s̄i, i = 1, r̄, k = 1, r̆.〈

ϕ̂
(j)
i , ψ̌k

〉
= 0, j = 1, ŝi, i = 1, r̂, k = 1, r̆.

Положим в (1)–(4) zr+r̂+i = ϕ̌i, i = 1, ř, γr+r̃+i = ψ̌i, i = 1, r̆.
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Замечание 6. Элементы каждого из следующих множеств линейно
независимы:
1. ϕ̆i, i = 1, r̆, ϕ̃(j)

i , j = 1, s̃i + 1, i = 1, r̃, ϕ(j)
i , j = 1, si, i = 1, r, ϕ̄(j)

i ,
j = 1, s̄i, i = 1, r̄, ϕ̂(j)

i , j = 1, ŝi, i = 1, r̂.
2. ϕ̌i, i = 1, ř, Aϕ̃(j)

i , j = 1, s̃i, i = 1, r̃, Aϕ(j)
i , j = 1, si, i = 1, r, Bϕ̄(j)

i ,
j = 1, s̄i, i = 1, r̄, Bϕ̂(j)

i , j = 1, ŝi, i = 1, r̂, Aϕ̂(ŝi)
i , i = 1, r̂.

3. ψ̆i, i = 1, ř, ψ̃(j)
i , j = 1, ŝi + 1, i = 1, r̂, ψ(j)

i , j = 1, si, i = 1, r, ψ̄(j)
i ,

j = 1, s̄i, i = 1, r̄, ψ̂(j)
i , j = 1, s̃i, i = 1, r̃.

4. ψ̌i, i = 1, r̆, A∗ψ̃(j)
i , j = 1, ŝi, i = 1, r̂, A∗ψ(j)

i , j = 1, si, i = 1, r,
B∗ψ̄(j)

i , j = 1, s̄i, i = 1, r̄, B∗ψ̂(j)
i , j = 1, s̃i, i = 1, r̃, A∗ψ̂(s̃i)

i , i = 1, r̃.
Доказательство аналогично доказательству теоремы 3.

Замечание 7. Пары множеств 1 и 4, 2 и 3 соответственно представ-
ляют собой биортогональные системы. Доказательство аналогично до-
казательству лемм 3, 4.
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