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А н н о т а ц и я . Представлены стационарные решения уравнения Власова д л я акси
ально-симметричного пучка з а р я ж е н н ы х ч а с т и ц в продольном магнитном поле. 
Предлагается подход, основанный на ковариантной формулировке уравнения Вла
сова, позволяющей использовать различные координаты в фазовом пространстве и 
рассматривать вырожденнные распределения частиц. Построение решений основано 
на анализе распределений частиц в пространстве интегралов движения . 

К л ю ч е в ы е с л о в а : уравнение Власова; самосогласованные распределения; ф а з о в а я 
плотность; распределение Капчинского - Владимирского; интеграл Ермакова . 

1. В в е д е н и е 

Одной из м а т е м а т и ч е с к и х моделей, и с п о л ь з у е м ы х при описании ин
т е н с и в н ы х пучков з а р я ж е н н ы х частиц , я в л я е т с я у р а в н е н и е Власова , 
х а р а к т е р и з у ю щ е е э в о л ю ц и ю плотности р а с п р е д е л е н и я частиц . У р а в н е 
ние В л а с о в а соответствует концепции самосогласованного поля , соглас
но которой сила , д е й с т в у ю щ а я на ч а с т и ц у со с т о р о н ы д р у г и х частиц , 
о п р е д е л я е т с я к а к с и л а со с т о р о н ы некоторой н е п р е р ы в н о распределен¬
ной с р е д ы , о п и с ы в а ю щ е й а н с а м б л ь частиц . Р е ш е н и я у р а в н е н и я В л а с о в а 
н а з ы в а ю т т а к ж е с а м о с о г л а с о в а н н ы м и р а с п р е д е л е н и я м и . О б ы ч н о пред¬
полагается , что п л о т н о с т ь ч а с т и ц д о с т а т о ч н о м а л а , ч т о б ы пренебречь 
их в заимодействием на б л и з к и х р а с с т о я н и я х , которое м о ж н о учесть 
путем введения в у р а в н е н и е В л а с о в а и н т е г р а л а столкновений . 

Н а х о ж д е н и е решений у р а в н е н и я В л а с о в а с в я з а н о с с у щ е с т в е н н ы м и 
м а т е м а т и ч е с к и м и т р у д н о с т я м и , обусловленными н е л и н е й н ы м характе¬
ром у р а в н е н и я . 

* Работа выполнена при поддержке СПбГУ, грант 9.38.673.2013. 
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(Стационарным с а м о с о г л а с о в а н н ы м р а с п р е д е л е н и я м д л я п у ч к а за¬
р я ж е н н ы х ч а с т и ц в п р о д о л ь н о м м а г н и т н о м поле посвящено б о л ь ш о е 
количество работ (см. [1-8,12-26]). Наиболее и з в е с т н ы м в теории пучков 
з а р я ж е н н ы х ч а с т и ц решением я в л я е т с я распределение К а п ч и н с к о г о -
В л а д и м и р с к о г о [11, 26], когда ч а с т и ц ы р а в н о м е р н о р а с п р е д е л е н ы по 
сечению пучка , а в ч е т ы р е х м е р н о м ф а з о в о м п р о с т р а н с т в е п о п е р е ч н ы х 
к о о р д и н а т и скоростей л е ж а т на т р е х м е р н о й поверхности постоянной 
энергии H = const. 

П р о с т е й ш и й ж е с л у ч а й , к о т о р ы й т а к ж е ш и р о к о известен, — б р и л л ю -
эновский поток [12], в котором все ч а с т и ц ы в р а щ а ю т с я в о к р у г оси п у ч к а 
с одинаковой угловой скоростью. В этом с л у ч а е р а з м е р н о с т ь носителя 
р а с п р е д е л е н и я р а в н а 2. 

Ч т о касается н е в ы р о ж д е н н ы х распределений , то п р е ж д е всего сле
д у е т н а з в а т ь распределение т и п а «водяной м е ш о к » [11, 25]. 

Б ы л и н а й д е н ы т а к ж е обобщения р а с п р е д е л е н и й К а п ч и н с к о г о - В л а -
д и м и р с к о г о и р а с п р е д е л е н и я т и п а «водяной мешок» , д л я к о т о р ы х р о л ь 
энергии H и г р а е т к о м б и н а ц и я H + kM, где M - м о м е н т импульса , 
а k - н е к о т о р а я п о с т о я н н а я [15]. Ш и р о к и е к л а с с ы еще более общих 
распределений н а й д е н ы в работах авторов статьи [4-8,16-19]. 

Наконец , р а с с м а т р и в а л и с ь р а с п р е д е л е н и я ч а с т и ц в периодическом 
в д о л ь оси п у ч к а п р о д о л ь н о м м а г н и т н о м поле [13, 15, 22, 23, 24]. Ав¬
т о р а м и этих п у б л и к а ц и й б ы л и п о л у ч е н ы р а с п р е д е л е н и я , а н а л о г и ч н ы е 
р а с п р е д е л е н и ю К а п ч и н с к о г о - В л а д и м и р с к о г о и н е к о т о р ы м распреде¬
л е н и я м т и п а ж е с т к о г о р о т а т о р а . А н а л о г и ч н ы е р а с п р е д е л е н и я д л я слу¬
ч а я , когда поле м е н я е т с я в д о л ь оси п у ч к а п р о и з в о л ь н ы м образом , а не 
т о л ь к о периодически , н а й д е н ы в работах [6-8,16,18,19]. 

В н а с т о я щ е й работе р а з в и в а е т с я подход, п р е д л о ж е н н ы й в работах 
[20, 21] и ос нованный на к о в а р и а н т н о й ф о р м у л и р о в к е у р а в н е н и я Власо 
ва. Э т о т подход позволяет р а с с м а т р и в а т ь в ы р о ж д е н н ы е распределения , 
н а п р и м е р , поток Б р и л л ю э н а к а к ф о р м а л ь н ы е р е ш е н и я у р а в н е н и я Вла¬
сова. К р о м е того , этот подход у п р о щ а е т а н а л и з с т а ц и о н а р н ы х самосо¬
г л а с о в а н н ы х распределений на основе их п р е д с т а в л е н и я в п р о с т р а н с т в е 
и н т е г р а л о в д в и ж е н и я . П р и этом и н т е г р а л ы д в и ж е н и я рассматривают¬
ся к а к к о о р д и н а т ы в ф а з о в о м п р о с т р а н с т в е . Р а с с м о т р е н ы м н о ж е с т в а 
д о п у с т и м ы х значений и н т е г р а л о в д в и ж е н и я . П о л у ч е н ы соотношения , 
с в я з ы в а ю щ и е ф а з о в у ю п л о т н о с т ь и п л о т н о с т ь ч а с т и ц в конфигураци¬
онном п р о с т р а н с т в е с п л о т н о с т ь ю ч а с т и ц в п р о с т р а н с т в е и н т е г р а л о в 
д в и ж е н и я . 

Подробно р а с с м о т р е н ы т а к ж е самосогласованные р а с п р е д е л е н и я с 
р а в н о м е р н ы м распределением з а р я ж е н н ы х ч а с т и ц по сечению пучка . 
Д л я них область д о п у с т и м ы х значений и н т е г р а л о в д в и ж е н и я прини¬
м а е т более простой вид . Д а н а п р о с т а я и н т е р п р е т а ц и я и з в е с т н ы х рас¬
пределений К а п ч и н с к о г о - В л а д и м и р с к о г о и т и п а ж е с т к о г о ротатора : 
у к а з а н ы о т р е з к и , я в л я ю щ и е с я н о с и т е л я м и этих распределений в про-
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с т р а н с т в е и н т е г р а л о в д в и ж е н и я . П р о а н а л и з и р о в а н ы т а к ж е распределе¬
ния , я в л я ю щ и е с я л и н е й н ы м и к о м б и н а ц и я м и р а с п р е д е л е н и й т и п а жест¬
кого р о т а т о р а . Д л я них п л о т н о с т ь в п р о с т р а н с т в е и н т е г р а л о в д в и ж е н и я 
з а в и с и т от п р о и з в о л ь н о й интегрируемой ф у н к ц и и с з а д а н н ы м значени¬
ем и н т е г р а л а . Ч а с т н ы й с л у ч а й , когда эта ф у н к ц и я есть п о с т о я н н а я , 
рассмотрен в качестве и л л ю с т р а ц и и . 

Р а с с м о т р е н т а к ж е п у ч о к в п р о д о л ь н о м м а г н и т н о м поле, которое мед¬
ленно и з м е н я е т с я в д о л ь оси пучка . Д л я такого п у ч к а в качестве одного 
из и н т е г р а л о в д в и ж е н и я вместо энергии поперечного д в и ж е н и я в з я т 
известный и н т е г р а л системы Е р м а к о в а , к о т о р у ю о б р а з у ю т у р а в н е н и е 
р а д и а л ь н о г о д в и ж е н и я ч а с т и ц ы и у р а в н е н и е о г и б а ю щ е й пучка . Резуль¬
т а т ы , п о л у ч е н н ы е д л я продольно однородного пучка , р а с п р о с т р а н е н ы 
и на этот с л у ч а й . 

2. У р а в н е н и е В л а с о в а 

П у с т ь з а д а н а н е к о т о р а я система отсчета . Тогда д и н а м и к у ч а с т и ц 
м о ж н о р а с с м а т р и в а т ь к а к д и н а м и к у точек , п р е д с т а в л я ю щ и х ч а с т и ц ы , 
в к о н ф и г у р а ц и о н н о м пространстве , ассоциированном с этой системой 
отсчета . 

Ф а з о в ы м п р о с т р а н с т в о м будем н а з ы в а т ь к а с а т е л ь н о е расслоение 
к о н ф и г у р а ц и о н н о г о п р о с т р а н с т в а . О б о з н а ч и м ф а з о в о е п р о с т р а н с т в о 
через M, а его р а з м е р н о с т ь через m, m = d i m M , m < 6. Б у д е м счи
т а т ь , ч т о ф а з о в о е п р о с т р а н с т в о M п р е д с т а в л я е т собой д и ф ф е р е н ц и р у е ¬
мое многообразие . Э т о означает , в частности , что в окрестности любой 
т о ч к и q из M м о ж н о ввести систему к о о р д и н а т qi,...,qm. О б ы ч н о в 
качестве к о о р д и н а т в ф а з о в о м п р о с т р а н с т в е берутся д е к а р т о в ы коор¬
д и н а т ы ч а с т и ц ы в к о н ф и г у р а ц и о н н о м п р о с т р а н с т в е и с о о т в е т с т в у ю щ и е 
к о м п о н е н т ы скорости или импульса . 

Р а с с м о т р и м систему частиц , число к о т о р ы х н а с т о л ь к о велико, что 
н е в о з м о ж н о п р о с л е д и т ь з а д и н а м и к о й к а ж д о й ч а с т и ц ы в отдельности . 
В качестве модели такой системы будем и с п о л ь з о в а т ь н е п р е р ы в н у ю 
з а р я ж е н н у ю среду, в которой о т с у т с т в у ю т о т д е л ь н ы е ч а с т и ц ы . 

Модель сплошной з а р я ж е н н о й с р е д ы м о ж н о р а с с м а т р и в а т ь и к а к 
статистическое описание , т. е. к а к в е р о я т н о с т н у ю модель . В р а м к а х 
такой модели п л о т н о с т ь с р е д ы , н о р м и р о в а н н у ю на полное число частиц , 
м о ж н о и н т е р п р е т и р о в а т ь к а к п л о т н о с т ь вероятности р а с п р е д е л е н и я ча¬
стиц. 

П е р е й д е м к о п р е д е л е н и ю плотности р а с п р е д е л е н и я частиц . Рассмот¬
р и м с н а ч а л а н е п р е р ы в н у ю з а р я ж е н н у ю среду, з а н и м а ю щ у ю н е к о т о р у ю 
о б л а с т ь Go в ф а з о в о м п р о с т р а н с т в е . Р а с с м о т р и м т а к ж е семейство под
областей {G},G С Go, с д о с т а т о ч н о г л а д к и м и г р а н и ц а м и , д л я к о т о р ы х 
о п р е д е л е н ы их х а р а к т е р и с т и ч е с к и е ф у н к ц и и 
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ft 
П л о т н о с т ь ю р а с п р е д е л е н и я ч а с т и ц в ф а з о в о м п р о с т р а н с т в е [20] бу

д е м н а з ы в а т ь т а к у ю д и ф ф е р е н ц и а л ь н у ю ф о р м у n степени m 

n = ni...m(t,q)dx1 А ... A dqm, (2.1) 

что д л я любой подобласти G р а с с м а т р и в а е м о г о семейства 

J 
Go 

XG(q)n(q)= NG , (2.2) 

где NG — число ч а с т и ц в области G, которое в р а м к а х рассматрива¬
емой модели непрерывной с р е д ы м о ж е н б ы т ь и не ц е л ы м . Б у д е м счи¬
т а т ь , что компонента р а с с м а т р и в а е м о й ф о р м ы степени m н е п р е р ы в н о 
д и ф ф е р е н ц и р у е м а по к о о р д и н а т а м . 

Р а с с м о т р и м п р о с т р а н с т в о ф у н к ц и й , д л я к о т о р ы х д л я любой рас¬
с м а т р и в а е м о й ф о р м ы w(q) степени m из з а д а н н о г о к л а с с а существует 
JG f Б у д е м н а з ы в а т ь т а к и е ф у н к ц и и и н т е г р и р у е м ы м и и обо
з н а ч и м их п р о с т р а н с т в о через F. О п р е д е л и м л и н е й н ы й ф у н к ц и о н а л , 
д е й с т в у ю щ и й на и н т е г р и р у е м ы е ф у н к ц и и по п р а в и л у 

<uj,f>= j f (q)u(q),fe F. (2.3) 

Go 

Тогда определение (2.2) м о ж н о з а п и с а т ь в виде 

<n,XG >= NG. (2.4) 

Р а с с м о т р и м т е п е р ь модель т о ч е ч н ы х частиц . В р а м к а х этой модели 
з а р я ж е н н а я ч а с т и ц а п р е д с т а в л я е т с я точкой в ф а з о в о м пространстве , 
в отличие от ранее рассмотренной модели непрерывной з а р я ж е н н о й 
с р е д ы . Введем л и н е й н ы й ф у н к ц и о н а л <5qo, • >, д е й с т в у ю щ и й на инте
г р и р у е м у ю ф у н к ц и ю f / F по п р а в и л у 

<<W ,f>= f (qo). (2.5) 

Н е т р у д н о видеть , что ф у н к ц и о н а л (2.5) з а д а е т с я с п о м о щ ь ю с к а л я р н о й 
ф у н к ц и и 

(~ q = qo, 
( q ) = ' n q = q 

Р а с с м а т р и в а я ф у н к ц и ю 5qo к а к п л о т н о с т ь частиц , т. е. у ч и т ы в а я усло¬
вие (2.4), видим , ч т о такой ф у н к ц и о н а л з а д а е т п л о т н о с т ь системы, со¬
стоящей из одной ч а с т и ц ы , н а х о д я щ е й с я в точке qo. П о с к о л ь к у м е р а 
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HG =<fiq0 ,XG > н а з ы в а е т с я мерой Д и р а к а , будем н а з ы в а т ь ф у н к ц и о 
нал (2.5) п л о т н о с т ь ю м е р ы Д и р а к а . 

Ф у н к ц и о н а л ы (2.5) о б р а з у ю т линейное пространство , п р и ч е м их ли¬
нейная к о м б и н а ц и я действует по п р а в и л у : 

N N 

<J2ai5q(i) ,f>=Ylai
 f (q(i))- ( 2 . 6 ) 

i=1 i=1 
А н а л о г и ч н о п р е д ы д у щ е м у , видно, ч т о ф у н к ц и о н а л (2.6) з а д а е т с я с по
м о щ ь ю с к а л я р н о й ф у н к ц и и 

i=1 {0,Q = Q(i),i = 1,N. 

В модели т о ч е ч н ы х ч а с т и ц п л о т н о с т ь ю их р а с п р е д е л е н и я в ф а з о в о м 
п р о с т р а н с т в е будем н а з ы в а т ь т а к у ю ф у н к ц и ю в и д а (2.7), ч т о д л я л ю 
бой подобласти G из рассмотренного ранее семейства д л я ф у н к ц и о н а л а 
(2.6) имеет место (2.4). Л е г к о п о н я т ь , что при этом а = 1, а q(i) — 
п о л о ж е н и я ч а с т и ц в ф а з о в о м пространстве , i = 1,N, где N — число 
ч а с т и ц в р а с с м а т р и в а е м о й системе : 

N 

n(q) = Y. 5яи (q)- (2.8) 
i=1 

П о с к о л ь к у с к а л я р н у ю ф у н к ц и ю м о ж н о р а с с м а т р и в а т ь к а к ф о р м у 
нулевой степени, м о ж н о с к а з а т ь , что в модели т о ч е ч н ы х ч а с т и ц плот¬
ность з а д а е т с я ф о р м о й нулевой степени. 

Р а с с м о т р и м т а к ж е с л у ч а й , к о т о р ы й м о ж н о с ч и т а т ь п р о м е ж у т о ч н ы м 
м е ж д у м о д е л ь ю с н е п р е р ы в н ы м распределением ч а с т и ц в области и 
м о д е л ь ю т о ч е ч н ы х частиц . Б у д е м р а с с м а т р и в а т ь систему частиц , в ко¬
торой ч а с т и ц ы н е п р е р ы в н о р а с п р е д е л е н ы на некоторой ориентирован¬
ной поверхности S в области DQ. О р и е н т а ц и я поверхности р а з м е р н о 
сти m' з а д а е т с я в m—мерном многообразии набором m — m' в екторов . 
П л о т н о с т ь р а с п р е д е л е н и я ч а с т и ц на поверхности будем характеризо¬
в а т ь д и ф ф е р е н ц и а л ь н о й ф о р м о й степени m', о тносительно компонент 
которой м о г у т б ы т ь с д е л а н ы те ж е п р е д п о л о ж е н и я , ч т о и ранее , а имен¬
но, ч т о эти к о м п о н е н т ы н е п р е р ы в н о д и ф ф е р е н ц и р у е м ы по координа¬
т а м . Ф о р м а , з а д а ю щ а я плотность , д о л ж н а б ы т ь согласована с ориен¬
тацией поверхности : изменение ориентации м о ж е т повлечь у м н о ж е н и е 
ф о р м ы на -1. 

Ф о р м а a(q) степени m', з а д а н н а я на m'—мерной о р и е н т и р о в а н н о й по¬
верхности S з а д а е т ф у н к ц и о н а л , д е й с т в у ю щ и й на и н т е г р и р у е м ы е функ¬
ции: 

<<r(q),f>=J f (q)v(q)-
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Фазовой п л о т н о с т ь ю в этом с л у ч а е будем н а з ы в а т ь т а к у ю ф о р м у сте¬
пени m' 

n(q) = a(q), (2.9) 

что в ы п о л н е н о условие (2.4). 
О б о б щ а я все р а с с м о т р е н н ы е с л у ч а и , о т м е т и м , что при з а д а н и и плот¬

ности р а с п р е д е л е н и я ч а с т и ц д о л ж н ы б ы т ь з а д а н ы о р и е н т и р о в а н н ы е 
поверхности р а з л и ч н ы х р а з м е р н о с т е й от 0 д о m, на к о т о р ы х з а д а ю т с я 
д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы е ф о р м ы с о о т в е т с т в у ю щ и х степеней, т а к ч т о выпол¬
нено условие (2.4). П р и этом с о о т в е т с т в у ю щ и й ф у н к ц и о н а л равен с у м м е 
ф у н к ц и о н а л о в , о п р е д е л е н н ы х д л я к а ж д о г о из р а с с м а т р и в а е ы х случа¬
ев. К р о м е того, в р а м к а х такого подхода о р и е н т а ц и я области и т о ч к и 
не вводится , поскольку при и н т е г р и р о в а н и и д и ф ф е р е н ц и а л ь н о й фор¬
м ы по области о р и е н т а ц и я области не у ч и т ы в а е т с я [9], а т о ч к и будем 
р а с с м а т р и в а т ь к а к и м е ю щ и е п о л о ж и т е л ь н у ю о р и е н т а ц и ю . 

Т а к и м образом , описание д и с к р е т н о й модели с и с т е м ы з а р я ж е н н ы х 
ч а с т и ц я в л я е т с я ч а с т н ы м с л у ч а е м общего о п и с а н и я в р а м к а х модели 
н е п р е р ы в н о й з а р я ж е н н о й с р е д ы , с о о т в е т с т в у ю щ и м с л у ч а ю , когда ча¬
с т и ц ы л о к а л и з о в а н ы на н у л ь м е р н ы х «поверхностях», п р е д с т а в л я ю щ и х 
собой т о ч к и , где н а х о д я т с я ч а с т и ц ы . 

Б у д е м с ч и т а т ь , что д и н а м и к у отдельной ч а с т и ц ы м о ж н о о п и с а т ь с 
п о м о щ ь ю некоторого векторного поля , з а д а н н о г о на ф а з о в о м простран¬
стве . Э т о означает , ч т о в к а ж д о й точке ф а з о в о г о п р о с т р а н с т в а з а д а н 
вектор , о п р е д е л я ю щ и й скорость ч а с т и ц ы в ф а з о в о м пространстве : 

§ = /<* .«) • № Ю ) 

З д е с ь t обозначает в р е м е н н у ю координату . П р и этом будем у ч и т ы в а т ь , 
что , согласно концепции В л а с о в а о самосогласованном поле, д и н а м и к а 
ч а с т и ц о п р е д е л я е т с я в н е ш н и м э л е к т р о м а г н и т н ы м полем и собственным 
полем системы частиц , т а к ч т о f (t,q) = fext(t,q) + fseif (q,n). 

С л е д у я работе [20], з а п и ш е м у р а в н е н и е В л а с о в а в виде 

n(t + 5t,Ff>Stq) = Ff>Stn(t,q). (2.11) 

Э т о у р а в н е н и е с п р а в е д л и в о в самом общем случае , когда п л о т н о с т ь 
р а с п р е д е л е н и я ч а с т и ц з а д а е т с я ф о р м о й п р о и з в о л ь н о й степени m', 0 < 
m' < m. З д е с ь Fftst обозначает перенос Л и в д о л ь векторного п о л я f [9]. 
П р и этом п а р а м е т р о м переноса я в л я е т с я изменение временной коорди¬
н а т ы 5t. У р а в н е н и е (2.11) м о ж н о с ч и т а т ь и н т е г р о - д и ф ф е р е ц и а л ь н ы м , 
поскольку оно, с одной стороны, о п и с ы в а е т э в о л ю ц и ю д и ф ф е р е н ц и а л ь ¬
ной ф о р м ы плотности , а с д р у г о й стороны, собственное поле обычно 
в ы р а ж а е т с я в виде и н т е г р а л ь н о г о члена . 

Е с л и ф а з о в а я п л о т н о с т ь о п р е д е л я е т с я ф о р м о й м а к с и м а л ь н о й степе¬
ни, или поверхность в ф а з о в о м пространстве , на которой л е ж а т части-
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цы, не меняется , то у р а в н е н и е (2.11) м о ж н о з а п и с а т ь в виде 

дп 
— = -£fn(t,q), (2.12) 

где Lf обозначает п р о и з в о д н у ю Л и . 
О б ы ч н о предполагается , ч т о к о м п о н е н т ы f не з а в и с я т от соответ

с т в у ю щ и х координат . Тогда, и с п о л ь з у я в ы р а ж е н и е д л я к о м п о н е н т ы 
производной Л и из у р а в н е н и я (2.12) п о л у ч а е м с л е д у ю щ е е у р а в н е н и е 
д л я к о м п о н е н т ы ф а з о в о й плотности п 

П р и этом компонента берется или в к о о р д и н а т а х в ф а з о в о м простран
стве , если ф о р м а имеет м а к с и м а л ь н у ю степень , или в координатах , 
к о т о р ы е введены на поверхности , на которой она определена . З д е с ь Ш 
- степень ф о р м ы . 

3. И н т е г р а л ы д в и ж е н и я ч а с т и ц д л я ц и л и н д р и ч е с к о г о п у ч к а 

Б у д е м р а с с м а т р и в а т ь с т а ц и о н а р н ы й а к с и а л ь н о с и м м е т р и ч н ы й од¬
нородный в д о л ь своей оси п у ч о к з а р я ж е н н ы х ч а с т и ц в п р о д о л ь н о м 
м а г н и т н о м поле т а к ж е однородном в д о л ь оси пучка . С т а ц и о н а р н о с т ь 
означает , что ф а з о в а я п л о т н о с т ь не з а в и с и т от времени . П р о д о л ь н ы е 
скорости ч а с т и ц будем с ч и т а т ь с р а в н и м ы м и со с к о р о с т ь ю света, а попе¬
р е ч н ы е много м е н ь ш и м и п р о д о л ь н ы х . Р а з б р о с о м п р о д о л ь н ы х скоростей 
ч а с т и ц будем пренебрегать , с ч и т а я п у ч о к моноэнергетическим . 

Ф а з о в а я п л о т н о с т ь не з а в и с и т от продольной к о о р д и н а т ы z в силу од
нородности пучка , а з а в и с и м о с т ь от продольной скорости т р и в и а л ь н а : 
п р и с у т с т в у ю т т о л ь к о ч а с т и ц ы , и м е ю щ и е з а д а н н о е значение продольной 
скорости . П о э т о м у будем р а с с м а т р и в а т ь ф а з о в у ю п л о т н о с т ь д л я такого 
п у ч к а в ч е т ы р е х м е р н о м ф а з о в о м п р о с т р а н с т в е поперечного д в и ж е н и я . 
О б о з н а ч и м т о ч к и этого п р о с т р а н с т в а через x, v, где x т о ч к а в дву
мерном к о н ф и г у р а ц и о н н о м пространстве , а v — п о п е р е ч н а я скорость 
ч а с т и ц ы . 

В случае , если ф а з о в а я п л о т н о с т ь з а д а е т с я ф о р м о й четвертой сте¬
пени, п л о т н о с т ь ч а с т и ц в к о н ф и г у р а ц и о н н о м п р о с т р а н с т в е п о л у ч а е т с я 
и н т е г р и р о в а н и е м в к а с а т е л ь н о м п р о с т р а н с т в е в к а ж д о й точке по об¬
л а с т и , к о т о р у ю з а н и м а ю т ч а с т и ц ы , и к о т о р а я м о ж е т з ависеть от x : 
g(x) = J n(x, v ) dv. В более общем с л у ч а е будем с ч и т а т ь , ч т о всегда 
существует способ перейти от ф а з о в о й плотности к плотности в конфи¬
г у р а ц и о н н о м пространстве . Б у д е м н о р м и р о в а т ь плотность , считая , что 

i=1 

(2.13) 



РЕШЕНИЯ УРАВНЕНИЯ ВЛАСОВА 9 

з а д а н а с и л а т о к а п у ч к а J : 

/ < К х ) * с = ^ . (3.1) 

П о т е н ц и а л собственного электрического п о л я п у ч к а U з а в и с и т т о л ь 
ко от р а д и а л ь н о й к о о р д и н а т ы r и у д о в л е т в о р я е т у р а в н е н и ю Пуассона 

A U = -eg(x)/eo, (3.2) 

где е — з а р я д ч а с т и ц ы , а в е к т о р н ы й потенциал собственного м а г н и т н о г о 
п о л я равен A = (0, 0, —fU(r)),f = vz/с. Б у д е м с ч и т а т ь , что потенциал 
U (r) у д о в л е т в о р я е т к р а е в ы м условиям 

U (0) = 0 , d U / d r | г = о = 0. (3.3) 

В е к т о р н ы й п о т е н ц и а л внешнего м а г н и т н о г о п о л я м о ж н о з а д а т ь в 
ц и л и н д р и ч е с к и х к о о р д и н а т а х в виде A = (0,Bzr2/2, 0), где Bz - его 
п р о д о л ь н а я компонента . 

У р а в н е н и я д и н а м и к и ч а с т и ц з а п и ш е м в виде [9] 

d^-Y%Vkui =е^ч1-е£%Акч\ г = О Д (3.4) 

З д е с ь s — р е л я т и в и с т с к и й и н т е р в а л , о т с ч и т ы в а е м ы й в д о л ь т р а е к т о р и и 
ч а с т и ц ы , ш — масса ч а с т и ц ы , u = dx/ds - ч е т ы р е х м е р н ы й в е к т о р ско
рости, p - канонически с о п р я ж е н н ы й импульс , pi = —mcgikUi + eAi, 
gik - м е т р и ч е с к и е к о э ф ф и ц и е н т ы , r j - с и м в о л ы К р и с т о ф ф е л я 2 рода. 
П о о д и н а к о в ы м индексам производится с у м м и р о в а н и е в соответствии с 
п р а в и л о м Э й н ш т е й н а . 

И н т е г р и р у я у р а в н е н и я (3.4) д л я а з и м у т а л ь н о й и р а д и а л ь н о й компо¬
нент импульса , п о л у ч и м д в а и н т е г р а л а д в и ж е н и я : 

M = Г2(Ф + Ш0) = const, (3.5) 

где шо = eBz/(2шч), а т о ч к а обозначает д и ф ф е р е н ц и р о в а н и е по t, и 

Я = г 2 + wlr2 + + 2eU = const, (3.6) 

где е = е/(шу3). В е л и ч и н ы M и H п р е д с т а в л я ю т собой, с т о ч н о с т ь ю д о 
п о с т о я н н ы х м н о ж и т е л е й , а з и м у т а л ь н у ю компоненту импульса и энер¬
гию поперечного д в и ж е н и я ч а с т и ц ы . 

Р а с с м о т р и м ф у н к ц и ю 

V 0 ( r ) = wOr 2 + 2eU (r) (3.7) 

и п р е д п о л о ж и м , что VO(r) строго в ы п у к л а . Л е г к о п о к а з а т ь , что при 
этом у р а в н е н и е 

H = Vo(r) (3.8) 
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имеет ровно один корень при H > 0, а у р а в н е н и е 

H = VM (r) (3.9) 

имеет ровно д в а к о р н я при H, б о л ь ш и х н а и м е н ь ш е г о з н а ч е н и я ф у н к ц и и 
VM(г),и M2 > 0. З д е с ь VM(r) = V o ( r ) + M2/r2. О б о з н а ч и м эти корни 
через rmin(M,H)(M2 > 0),rm(lx(M,H) и п о л о ж и м rmin(0,H)= 0. 

Согласно (3.6) д в и ж е н и е в о з м о ж н о т о л ь к о в и н т е р в а л е [rmin(M,H), 
rmax(M, H)]. Г р а ф и к и ф у н к ц и й V0(r) и VM(r) п о к а з а н ы на Р и с . 1. 

Рис. 1. К р и в ы е 1 и 2 представляют г р а ф и к и ф у н к ц и й V0(r) = Ш2Г2 и 
VM(r) = M2fr2 + u)l,r2,M = 0 соответственно. 

Поперечное д в и ж е н и е ч а с т и ц ы м о ж н о о п и с а т ь с л е д у ю щ и м образом: 
р а д и а л ь н а я координата r ч а с т и ц ы возрастает от rmin(M, H) д о 
rmax(M,H). П р и этом ч а с т и ц а п о в о р а ч и в а е т с я в о к р у г оси на угол dtp, 
к о т о р ы й м о ж н о найти , используя (3.5). З а т е м р а д и а л ь н а я к о о р д и н а т а 
r у б ы в а е т снова д о rmin(M,H), п о в о р а ч и в а я с ь на такой ж е угол dp, и 
т а к далее . Е с л и ж е rmin(M,H)= rmax (M,H), то r = 0, и т р а е к т о р и я 
д в и ж е н и я ч а с т и ц ы п р е д с т а в л я е т собой о к р у ж н о с т ь . 

П о с к о л ь к у в (3.5), (3.6) не входит координата p, то повернув тра¬
е к т о р и ю , с о о т в е т с т в у ю щ у ю о п р е д е л е н н ы м з н а ч е н и я м M и H на любой 
угол в о к р у г оси z, о п я т ь п о л у ч и м т р а е к т о р и ю , о т в е ч а ю щ у ю тем ж е 
з н а ч е н и я м M и H. 

4. Р а с п р е д е л е н и е ч а с т и ц п о и н т е г р а л а м д в и ж е н и я 

Б у д е м р а с с м а т р и в а т ь р а с п р е д е л е н и я , д л я к о т о р ы х в ы п о л н е н ы сле
д у ю щ и е т р и условия . П р е ж д е всего, потребуем, ч т о б ы ф у н к ц и я Vo(r) 
б ы л а строго в ы п у к л а . П р и этом д л я к а ж д о й п а р ы M, H однозначно 
определено семейство о г р а н и ч е н н ы х т р а е к т о р и й , п е р е в о д и м ы х д р у г в 
д р у г а поворотом на н е к о т о р ы й угол в о к р у г оси z. Во -вторых , потре¬
буем, ч т о б ы ч а с т и ц ы , с о о т в е т с т в у ю щ и е к а ж д о й допустимой паре M, H 
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б ы л и бы р а в н о м е р н о р а с п р е д е л е н ы по всем т р а е к т о р и я м такого семей
ства . Э т о условие обеспечивает а к с и а л ь н у ю с и м м е т р и ю всего распре 
д е л е н и я в целом. Наконец , потребуем т а к ж е , ч т о б ы д л я к а ж д о й т р а е к 
т о р и и ч а с т и ц ы б ы л и р а в н о м е р н о р а с п р е д е л е н ы по ф а з а м т р а е к т о р и и . 
Э т о означает , что о т р е з к и т р а е к т о р и й , с о о т в е т с т в у ю щ и е о д и н а к о в ы м 
и н т е р в а л а м времени д в и ж е н и я по ним, д о л ж н ы с о д е р ж а т ь одинако¬
вое количество частиц . Последнее условие г а р а н т и р у е т с т а ц и о н а р н о с т ь 
всего р а с п р е д е л е н и я . 

И н т е г р а л ы д в и ж е н и я M и H, а з и м у т а л ь н ы й угол р и ф а з у т р а е к т о 
рии в м о ж н о р а с с м а т р и в а т ь к а к ч е т ы р е к о о р д и н а т ы в ч е т ы р е х м е р н о м 
ф а з о в о м пространстве . Е с л и т е п е р ь р а с с м а т р и в а т ь к о м п о н е н т ы ф о р м ы 
плотности в этих координатах , то второе и т р е т ь е условие о з н а ч а ю т 
однородность р а с п р е д е л е н и я по к о о р д и н а т а м р и в. Т а к и м образом , 
вместо ч е т ы р е х м е р н о г о п р о с т р а н с т в а м о ж н о р а с с м а т р и в а т ь д в у м е р н о е 
ф а з о в о е пространство , к о о р д и н а т а м и в котором я в л я ю т с я M и H. 

Б у д е м н а з ы в а т ь это п р о с т р а н с т в о п р о с т р а н с т в о м и н т е г р а л о в дви¬
ж е н и я . П л о т н о с т ь р а с п р е д е л е н и я ч а с т и ц в п р о с т р а н с т в е и н т е г р а л о в 
д в и ж е н и я обозначим через f (M,H) [4]. П р и выполнении у к а з а н н ы х 
т р е х условий к а ж д а я п л о т н о с т ь f (M,H), з а д а в а е м а я при д о п у с т и м ы х 
з н а ч е н и я х M, H, соответствует некоторому с т а ц и о н а р н о м у а к с и а л ь н о -
с и м м е т р и ч н о м у и однородному в д о л ь оси z р а с п р е д е л е н и ю . 

Очевидно , ч т о л ю б а я п л о т н о с т ь f (M, H ) я в л я е т с я решением у р а в н е 
н и я Власова , з аписанного в виде (2.11) или (2.12). 

П у с т ь ф а з о в а я п л о т н о с т ь з а д а е т с я ф о р м о й 4 степени n(x, v). Нетруд¬
но п о н я т ь , что в этом с л у ч а е п л о т н о с т ь в п р о с т р а н с т в е и н т е г р а л о в 
д в и ж е н и я з а д а е т с я ф о р м о й 2 степени. Б у д е м о б о з н а ч а т ь компоненту 
этой ф о р м ы в к о о р д и н а т а х M, H т а к ж е через f(M, H). 

П о с к о л ь к у д л я к а ж д о й п а р ы M, H ч а с т и ц ы р а в н о м е р н о распределе¬
н ы по у г л а м р и по ф а з а м т р а е к т о р и й в, компонента ф а з о в о й плотности 
в к о о р д и н а т а х р, в, M, H р а в н а 

f(M, Н)  
П * в М И 4 т г Р ( М , Я ) ' 

где P(M, H ) - изменение ф а з ы в д о л ь п о л о в и н ы т р а е к т о р и и : 

rmax(M,H) rmax (M,H) 

Р{М,Н)= j щ= J {Н-шУ-М2/г2-2еи{г))-1/2йг. 
rmin(M,H) rmin(M,H) 

Ч т о касается частиц , д л я к о т о р ы х r = 0, то есть д в и ж у щ и х с я по 
к р у г о в ы м т р а е к т о р и я м , будем с ч и т а т ь , ч т о в к л а д в ф а з о в у ю п л о т н о с т ь 
от этих ч а с т и ц отсутствует . Э т и ч а с т и ц ы з а н и м а ю т нулевой объем в 
ч е т ы р е х м е р н о м ф а з о в о м п р о с т р а н с т в е поперечного д в и ж е н и я . 
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Ч т о б ы в ы ч и с л и т ь п л о т н о с т ь ч а с т и ц в к о н ф и г у р а ц и о н н о м простран 
стве Q(r), найдем с н а ч а л а пхумн : 

'9(<р,еу 
пхумн = пфвмн • det 

О т с ю д а п о л у ч а е м 

П<рвМН 

r\f\ 

(4.1) 

Q(T) = 2 J Пхумн dM dH = 

n(r) 

1 f / ( M , H) dM dH  
2vrr J P{M,H){H-M2/r2-w2r2-2eU{r))1/2' 

n(r) 

З д е с ь Q(r) - м н о ж е с т в о д о п у с т и м ы х значений M и H, которое будет рас 
с м а т р и в а т ь с я далее . М н о ж и т е л ь 2 в (4.1) у ч и т ы в а е т , ч т о одному и т о м у 
ж е д о п у с т и м о м у з н а ч е н и ю H с о о т в е т с т в у ю т д в а з н а ч е н и я р а д и а л ь н о й 
скорости . 

Т а к и м образом , з а д а ч а о построении с т а ц и о н а р н ы х самосогласован¬
н ы х распределений , о д н о р о д н ы х в д о л ь оси п у ч к а и аксиально-симмет¬
р и ч н ы х , сводится к р е ш е н и ю к р а е в о й з а д а ч и (3.2), (3.3) с у ч е т о м в ы р а 
ж е н и я (4.1) и з а в и с и м о с т и Q(r) от неизвестной ф у н к ц и и U(r). 

Д а л е е будем р а с с м а т р и в а т ь р а с п р е д е л е н и я частиц , о г р а н и ч е н н ы е по 
р а д и а л ь н о й координате r : r < R, где R - радиус поперечного сечения 
пучка . Н е т р у д н о п о л у ч и т ь , ч т о в этом с л у ч а е м н о ж е с т в о д о п у с т и м ы х 
значений M, H, которое обозначим QR, о п р е д е л я е т с я н е р а в е н с т в а м и 

VM(ro(M)) <H < M2/R2 + w^R2 + 2eU(R), (4.2) 

где ro(M) - значение r, при котором ф у н к ц и я VM(r) имеет м и н и м у м . 
Р а с с м о т р и м т а к ж е м н о ж е с т в о Q(r) д о п у с т и м ы х значений и н т е г р а л о в 

д в и ж е н и я H и M д л я частиц , чьи т р а е к т о р и и проходят через т о ч к у с 
координатой r. Э т о м н о ж е с т в о о п р е д е л я е т с я н е р а в е н с т в а м и 

M

2

 M

2 

— + шУ + 2eU{r) < Н < + шУ2 + 2eU{R). (4.3) 

М н о ж е с т в а QR и Q(r) п р е д с т а в л е н ы на Р и с . 2. 

5. Р а в н о м е р н ы е п о с е ч е н и ю п у ч к а р а с п р е д е л е н и я п о 
и н т е г р а л а м д в и ж е н и я 

Н а й д е м т а к и е р а с п р е д е л е н и я частиц , д л я к о т о р ы х п л о т н о с т ь ч а с т и ц 
в к о н ф и г у р а ц и о н н о м п р о с т р а н с т в е Q(r) постоянна по всему поперечно
му сечению [5]: 

Q(r) = {^ r < R (5.1) 
I 0 , 
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Рис. 2. Тонкие линии представляют собой границы множества Од. При 
этом кривые 1 и 2 представляют его верхнюю и н и ж н ю ю границы: 

H = M 2 / В 2 + W2R2 + 2eU(R) и H = min VM(r) соответственно. Гр аницы 
r 

множества 0(r) и зображены ж и р н ы м и линиями. 

В этом с л у ч а е из у р а в н е н и я Пуассона имеем 

U (r) = -eQor2/4e0. (5.2) 

П р о с т е й ш е е известное распределение , р ав н о мер но е по сечению п у ч к а 
- п о т о к Б р и л л ю э н а [12], в к о т о р м все ч а с т и ц ы в р а щ а ю т с я с одинаковой 
угловой с к о р о с т ь ю ф = —WQ в о к р у г оси пучка , т а к ч т о а з и м у т а л ь н а я 
компонента импульса M д л я к а ж д о й ч а с т и ц ы р а в н а нулю. П о с к о л ь к у 
д л я ч а с т и ц бриллюэновского потока Г = 0, из у р а в н е н и я (3.4) находим 

2eo W Q eo B2

Z^ 2 vreeo B2R2 

QB = = 0 , J = efjcirR QB = — - — 7 / 5 c (5.3) 
ee 2m 2m 

П о д с т а в л я я это значение в в ы р а ж е н и е д л я п о т е н ц и а л а (5.2), находим, 
что и н т е г р а л H д л я к а ж д о й из ч а с т и ц т а к ж е равен нулю. Т а к и м об
разом , в п р о с т р а н с т в е и н т е г р а л о в д в и ж е н и я поток Б р и л л ю э н а пред
с т а в л я е т с я точкой в н а ч а л е координат . С ф и з и ч е с к о й т о ч к и з р е н и я 
п о т о к Б р и л л ю э н а м о ж н о р а с с м а т р и в а т ь к а к п о т о к наибольшей плот¬
ности д л я з а д а н н ы х м а г н и т н о г о п о л я и р а д и у с а пучка , к о т о р ы й м о ж е т 
р а с п р о с т р а н я т ь с я в д о л ь м а г н и т н о г о п о л я . 

П р е д с т а в л е н н ы й в н а с т о я щ е й работе подход п о з в о л я е т рассматри¬
в а т ь ф а з о в у ю п л о т н о с т ь потока Б р и л л ю э н а к а к ф о р м а л ь н о е решение 
у р а в н е н и я В л а с о в а (2.11), в котором векторное поле f о п р е д е л я е т с я 
т р а е к т о р и я м и д в и ж е н и я ч а с т и ц в ф а з о в о м п р о с т р а н с т в е [21]. П р и этом 
ф а з о в а я п л о т н о с т ь о п и с ы в а е т с я ф о р м о й 2 степени, определенной на 
поверхности M = 0 , H = 0 . П о с к о л ь к у у к а з а н н а я поверхность не изме¬
няется , д л я ф а з о в о й плотности т а к ж е м о ж н о з а п и с а т ь у р а в н е н и е (2.12). 
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В ы б е р е м в качестве к о о р д и н а т на р а с с м а т р и в а е м о й поверхности а з и м у 
т а л ь н ы й угол р и ф а з у ч а с т и ц ы на т р а е к т о р и и д в и ж е н и я в. В ы р а ж а я 
е д и н с т в е н н у ю компоненту производной Л и ф а з о в о й плотности , имеем 

дп^в _ dp dnvd d9 dnvd _ 

dt ~ dt dp dt 69 

в соответствии со с д е л а н н ы м ранее п р е д п о л о ж е н и е м , ч т о ч а с т и ц ы рав¬
номерно р а с п р е д е л е н ы по р и в. 

Д а л е е будем с ч и т а т ь , ч т о g0 <QB, и введем постоянную ш : 

ш 2 = ш0 - ед0е/(2е0). (5.4) 

П р и этом условие строгой в ы п у к л о с т и ф у н к ц и и Vo(r) в ы п о л н я е т с я , 
поскольку V o ( r ) = w2r2,w2 > 0. 

Н е т р у д н о п о л у ч и т ь , что 

rmax(M,H) 

rdr п 

л/Нг2 - М2 - ш2г4 ~ 2из' 

Н е р а в е н с т в а , о п р е д е л я ю щ и е м н о ж е с т в о д о п у с т и м ы х значений M и 
H, п р и м у т вид: 

2 w | M | <H < M2/R2 + w2R2. (5.5) 

М н о ж е с т в о Q,R показано на Р и с . 3. 

М 

Рис. 3. Множество Од д л я однородного пучка. К р и в а я 1 представляет 
верхнюю границу значении H : О д : H = M2/R2 + ш2Я2. Отрезки 2 

представляют н и ж н ю ю границу значений H :OR : H = 2ш\М\. 

Р а с с м о т р и м распределение , при котором все ч а с т и ц ы л е ж а т на от¬
резке Sk в п р о с т р а н с т в е и н т е г р а л о в д в и ж е н и я , к а с а ю щ е м с я верхней 

P (M,H)= / 
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г р а н и ц ы м н о ж е с т в а Q R : 

Sk : H = kM + Ho,Ho = R2(w2 - k2/4), \k\ < 2ш, (M, H) e OR. (5.6) 

П у с т ь при этом п л о т н о с т ь в п р о с т р а н с т в е и н т е г р а л о в д в и ж е н и я з а д а е т 
ся ф о р м о й 1 степени, к о т о р у ю т а к ж е будем о б о з н а ч а т ь через f (M, H ) : 

fk(M,H) = fo dM, (M,H) e S k , f o > 0. (5.7) 

В ф а з о в о м п р о с т р а н с т в е т а к а я п л о т н о с т ь о п и с ы в а е т с я ф о р м о й 3-й 
степени, т а к ж е определенной на поверхности (5.6), компоненту которой 
в к о о р д и н а т а х x,y,M обозначим через fxyM. 

А н а л о г и ч н о п р е д ы д у щ е м у , поскольку д л я к а ж д о й п а р ы M, H части¬
ц ы р а в н о м е р н о р а с п р е д е л е н ы по у г л а м и по ф а з а м т р а е к т о р и й , 

f o 
п^вм — щ > пхУм — п^вм • йеъ 

д{р,в) 

д (x,y) 
nveu 
r\r\ 

Д л я р а с п р е д е л е н и я (5.7) п л о т н о с т ь ч а с т и ц g(r) не з а в и с и т от r при 
r < R. Д е й с т в и т е л ь н о , 

M2 M2 

, , 0 [ f я м - ^ к ( IK  

g[r) j !хуМ ам ^т J + ш _ м 2 / г 2 _ 1/2 ^ . 
M i M i 

З д е с ь M i и M 2 - корни з н а м е н а т е л я в п о д ы н т е г р а л ь н о м в ы р а ж е н и и : 

M i ,2 = k r 2 / 2 ± ( k 2 r 4 / 4 + H o r 2 - w2r4)1/2. 
Р а с п р е д е л е н и е (5.7) при k = 0 п р е д с т а в л я е т собой хорошо известное 

распределение К а п ч и н с к о г о - В л а д и м и р с к о г о д л я п у ч к а в п р о д о л ь н о м 
м а г н и т н о м поле (отрезок AB на Р и с . 3). Э т о распределение характе¬
ризуется тем, ч т о все ч а с т и ц ы находятся на энергетической поверно-
сти H = LU2R2. Второй и н т е г р а л , M, п р и н и м а е т з н а ч е н и я в и н т е р в а л е 
(MI,M2) = (-LOR2/2,LOR2/2). 

Р а с п р е д е л е н и я (5.7) с k =0также хорошо известны. В м о н о г р а ф и и 
[3] и работе [14] они р а с с м а т р и в а ю т с я к а к наиболее простой п р и м е р т а к 
н а з ы в а е м ы х распределений т и п а ж е с т к о г о р о т а т о р а . В общем случае , 
распределение ж е с т к о г о р о т а т о р а — это такое распределение , что его 
п л о т н о с т ь в ф а з о в о м п р о с т р а н с т в е з а в и с и т т о л ь к о от комбинации H + 
kM, но не от M и H по отдельности . 

З а м е т и м , что з н а ч е н и я fo м о г у т б ы т ь п р о и з в о л ь н о в е л и к и . Действи¬
тельно , п о д с т а в л я я в ы р а ж е н и е д л я go в (5.4) и р а з р е ш а я относительно 
ш п о л у ч и м 

eefo TeV /o 2

 2 1 1 / 2 

OJ = —- Ь тг^к + Шп . 5.8 
4тг£ 0 1 6 т г 2 ^ 0 V ' 
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Е с л и fo — оо, г л а в н ы й член последнего в ы р а ж е н и я равен 
2пе0w0(eefo)-1. Поэтому, Q0 — 2e0w^/ee = QB. М н о ж е с т в о QR с ж и 
м а е т с я в т о ч к у (0,0), поскольку р а з м е р м н о ж е с т в а QR о п р е д е л я е т с я 
w, и w — 0. Т а к и м образом , предельное распределение при fo — оо -
б р и л л ю э н о в с к и й поток . 

Н е т р у д н о п о н я т ь , что м ы п о л у ч и м р а в н о м е р н ы е по сечению п у ч к а 
р а с п р е д е л е н и я , беря п р о и з в о л ь н ы е л и н е й н ы е комбинации распределе 
ний (5.7): 

fk(M,H) = fk dM, (M,H) e Sk,fk > 0. (5.9) 

Н а п р и м е р , р а с с м о т р и м л и н е й н у ю к о м б и н а ц и ю конечного ч и с л а рас¬
пределений (5.9): 

f (M,H) = J2 fk(M,H), (5.10) 

где K некоторое числовое множество , K С (—2w, 2w). В ы ч и с л я я Q ана
логично п р е д ы д у щ е м у , имеем 

Q(r) = ~ £ h-п L—' 
k£K 

В общем с л у ч а е 

f (M,H)= j fk(M,H) dk, fk > 0. (5.11) 

Д л я плотности в к о н ф и г у р а ц и о н н о м п р о с т р а н с т в е имеем 
2ш M2(k) 2ш 

д(г) = 2 J J fxyMdMdk = ^ J fkdk. 
-2ш M1(k) -2ш 

П р о с т е й ш и й с л у ч а й , к о т о р ы й не м о ж е т б ы т ь сведен к п р е д ы д у щ и м 
- распределение (5.11) с fk = nQ0/(4w2). В этом с л у ч а е 

6. Р а в н о м е р н ы е п о с е ч е н и ю р а с п р е д е л е н и я д л я п р о д о л ь н о 
н е о д н о р о д н о г о п у ч к а 

Р а с с м о т р и м а к с и а л ь н о - с и м м е т р и ч н ы й с т а ц и о н а р н ы й п у ч о к з а р я ж е н 
н ы х ч а с т и ц в с тационарном , но теперь у ж е неоднородном в д о л ь оси 
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пучка , п р о д о л ь н о м м а г н и т н о м поле. Б у д е м д о п у с к а т ь , что продоль¬
н а я скорость ч а с т и ц м о ж е т и з м е н я т ь с я в д о л ь оси п у ч к а в результате 
д е й с т в и я на ч а с т и ц ы внешнего э л е к т р и ч е с к о г о п о л я . 

П р и этом п у ч о к у ж е не будет о д н о р о д н ы м в п р о д о л ь н о м направ¬
лении . В частности , радиус его поперечного сечения будет т а к ж е из¬
м е н я т ь с я в д о л ь оси пучка : R = R(z). Б у д е м п р е д п о л а г а т ь , ч т о суще¬
ственные изменения р а д и у с а поперечного сечения п у ч к а и продольной 
скорости ч а с т и ц происходят т о л ь к о на р а с с т о я н и я х з н а ч и т е л ь н о боль¬
ш и х R, и ч т о м а г н и т н о е поле медленно меняется в д о л ь оси z : dwo/dz 
Wo/R. К р о м е того, будем с ч и т а т ь , ч т о потенциал собственного п о л я 
п у ч к а U(r, z) меняется существенно быстрее при изменении r, чем при 
изменении z. 

К а к и п р е ж д е , будем з а д а в а т ь в е к т о р н ы й потенциал собственного по¬
л я п у ч к а в виде A = (0, 0, —f3U(r, z)), а потенциал внешнего м а г н и т н о г о 
п о л я в ц и л и н д р и ч е с к и х к о о р д и н а т а х в виде A = (0, —Bz(z)r2/2, 0). 

И н т е г р и р у я у р а в н е н и е (3.4) д л я а з и м у т а л ь н о й к о м п о н е н т ы импуль¬
са, п о л у ч и м и н т е г р а л д в и ж е н и я 

M = r2(p' + wo), (6.1) 

где wo = eBz (z)/2mc, M - постоянная , р а в н а я —pv/mc, а ш т р и х обо
з н а ч а е т д и ф ф е р е н ц и р о в а н и е по s. 

Р а с с м а т р и в а я у р а в н е н и е (3.4) д л я р а д и а л ь н о й к о м п о н е н т ы импуль¬
са, п о л у ч и м у р а в н е н и е р а д и а л ь н о г о д в и ж е н и я в виде 

d2 r 2 M2 e dU dw , . 

ds2 0 r 3 mjc2 dr dz' 

где w = eEz/2mc2. 
Б у д е м искать т а к и е р а с п р е д е л е н и я частиц , д л я к о т о р ы х п л о т н о с т ь 

ч а с т и ц в к о н ф и г у р а ц и о н н о м п р о с т р а н с т в е Q(r, z) постоянна по сечению 
пучка : 

o(r z ) = f Q o ( z ) , r - ^ 
Q ( r , z ) = \ 0 , r > R ( z ) . 

П р и этом QO(z) = J/(nR(z)2e(3(z)c), где J - с и л а т о к а пучка , предпола¬
г а е м а я независящей от z. 

С у ч е т о м условий (3.3) решение у р а в н е н и я Пуассона д л я т а к и х рас¬
пределений имеет вид 

тт( \ eQo(z)r2 J 2 ffto\ 
U(r,z) = = „ . . т . (6.3) 

4eo 4neoR(z)2 fi (z)c 
П о д с т а в л я я (6.3) в у р а в н е н и е (6.2), з а п и ш е м у р а в н е н и е р а д и а л ь н о г о 
д в и ж е н и я ч а с т и ц ы в виде 

d2r 2 M2 

^ = " Л + - (6-4) 
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З д е с ь 

2 2 X dw . J 1 2neo mc3 

R(z)2 dz Jo fY e 

П р е д п о л о ж и м , ч т о о г и б а ю щ а я п у ч к а R(z) о п р е д е л я е т с я т о л ь к о ча¬
с т и ц а м и с M =0(для р а с с м а т р и в а е м ы х распределений это предполо¬
ж е н и е в ы п о л н я е т с я ) . Тогда у р а в н е н и е р а д и а л ь н о г о д в и ж е н и я линейно , 
и м о ж н о п о л у ч и т ь у р а в н е н и е д л я огибающей п у ч к а по координате r : 

л» = ^ л + * + 2 Й _ 7 £ в . ,а.5, 

С и с т е м у у р а в н е н и й (6.4) и (6.5) м о ж н о свести к известной системе 
Е р м а к о в а [10], если п е р е м е н н у ю w, к о т о р а я з а в и с и т от z(s) и R(s), 
р а с с м а т р и в а т ь к а к ф у н к ц и ю т о л ь к о s. 

И с п о л ь з у я известное в ы р а ж е н и е д л я и н т е г р а л а системы Е р м а к о в а 
[10], м о ж н о п о л у ч и т ь , ч т о в е л и ч и н а 

/ = (Rr - rR')2 + + = ф 2 + + a2c2q2 (6.6) 

я в л я е т с я и н т е г р а л о м д в и ж е н и я . З д е с ь q = r/R, dr = ds/R2. Д р у г о й 
и н т е г р а л д в и ж е н и я M м о ж н о з а п и с а т ь в виде 

M = q2(^+R2uJo). (6.7) 
dr 

Н е т р у д н о п о л у ч и т ь , ч т о м н о ж е с т в о д о п у с т и м ы х значений интегра 
лов д в и ж е н и я , которое обозначим через Q\, о п р е д е л я е т с я неравенства¬
ми 

2aoco\M| <I - M2 + alcl. (6.8) 

Э т о множество имеет такой ж е вид, к а к и м н о ж е с т в о Q,R на Р и с . 2. П р и 
этом ось H на Р и с . 2 следует р а с с м а т р и в а т ь к а к ось I. 

Б у д е м р а с с м а т р и в а т ь распределение ч а с т и ц некоторого тонкого слоя , 
д в и ж у щ е г о с я вдоль оси z со скоростью f(z)c. Э т о т слой о г р а н и ч е н дву¬
м я п а р а л л е л ь н ы м и б л и з к и м и плоскостями , д в и ж у щ и м и с я в д о л ь оси z 
с той ж е самой скоростью. 

В н у т р и к а ж д о г о такого слоя п л о т н о с т ь ч а с т и ц м е н я е т с я по мере про¬
д в и ж е н и я этого слоя в д о л ь п у ч к а С т а ц и о н а р н о с т ь п у ч к а м о ж е т б ы т ь 
обеспечена н е з а в и с и м о с т ь ю от времени р а с п р е д е л е н и я ч а с т и ц в некото¬
ром его сечении, н а п р и м е р , в сечении z = z , которое будем н а з ы в а т ь 
н а ч а л ь н ы м сечением. Д р у г и м и словами , все слои, проходящие через 
н а ч а л ь н о е сечение в р а з л и ч н ы е м о м е н т ы времени , д о л ж н ы иметь в 
м о м е н т п р о х о ж д е н и я сечения z = z одно и то ж е распределение частиц . 

П р и этом все плотности о п р е д е л е н ы с т о ч н о с т ь ю д о некоторого нор¬
мировочного м н о ж и т е л я , з а в и с я щ е г о от т о л щ и н ы р а с с м а т р и в а е м о г о 
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слоя . В ы б е р е м этот м н о ж и т е л ь так , ч т о б ы п л о т н о с т ь в д в у м е р н о м кон¬
ф и г у р а ц и о н н о м п р о с т р а н с т в е д л я ч а с т и ц р а с с м а т р и в а е м о г о слоя совпа¬
д а л а с п л о т н о с т ь ю ч а с т и ц в т р е х м е р н о м к о н ф и г у р а ц и о н н о м простран¬
стве в н а ч а л ь н о м сечении пучка . 

М ы будем с ч и т а т ь , т а к ж е к а к и д л я продольно однородного пучка , 
что ч а с т и ц ы р а в н о м е р н о р а с п р е д е л е н ы по т р а е к т о р и я м , о т в е ч а ю щ и м 
одной и той ж е п а р е значений M и I и п е р е в о д и м ы х д р у г в д р у г а 
поворотом, что приводит к а к с и а л ь н о й с и м м е т р и и всего р а с п р е д е л е н и я , 
а т а к ж е что ч а с т и ц ы р а в н о м е р н о р а с п р е д е л е н ы по ф а з а м т р а е к т о р и й . В 
этом случае , к а к и д л я продольно однородного пучка , м ы м о ж е м т а к ж е 
ввести п л о т н о с т ь р а с п р е д е л е н и я ч а с т и ц в п р о с т р а н с т в е и н т е г р а л о в M 
и I : f (M,I). 

П р о с т е й ш е е из распределений — распределение , а н а л о г и ч н о е п о т о к у 
Б р и л л ю э н а . З а д а д и м f (M,I) в виде f (M,I)= fB5(o,o), где ё^^) — 
п л о т н о с т ь м е р ы Д и р а к а (ё—функция Д и р а к а ) . Э т о означает , что все 
ч а с т и ц ы о б л а д а ю т одними и т е м и ж е з н а ч е н и я м и и н т е г р а л о в M и I : 
M = 0,I = 0. В силу (6.6) имеем q' = 0,co = 0, а у р а в н е н и е д л я 
о г и б а ю щ е й п у ч к а будет иметь вид 

В о т л и ч и е от б р и л л ю э н о в с к о г о потока все ч а с т и ц ы м о г у т д в и г а т ь с я в 
р а д и а л ь н о м н а п р а в л е н и и , но так , ч т о б ы их н о р м и р о в а н н а я радиаль¬
н а я координата q все в р е м я о с т а в а л а с ь б ы постоянной д л я к а ж д о й 
ч а с т и ц ы . П р и этом п л о т н о с т ь ч а с т и ц в к о н ф и г у р а ц и о н н о м простран¬
стве р а в н а go(z) = J/(nR(z)2ef(z)c). Тогда, н о р м и р у я , к а к у к а з а н о 
в ы ш е , п о л у ч и м fB = J/(ef(zo)c). 

Если wo = const, w = 0,R = const, то п р и р а в н и в а я п р а в у ю ч а с т ь 
у р а в н е н и я (6.9) нулю, м о ж н о н а й т и радиус такого пучка , о т к у д а полу¬
чим, что п л о т н о с т ь такого п у ч к а р а в н а плотности потока Б р и л л ю э н а 
QB. Т а к и м образом , п о т о к Б р и л л ю э н а есть ч а с т н ы й с л у ч а й , распреде
ления , х а р а к т е р и з у е м о г о з н а ч е н и я м и и н т е г р а л о в M = 0,I = 0 д л я всех 
частиц . П о э т о м у р а с с м а т р и в а е м о е здесь распределение м о ж н о н а з в а т ь 
обобщенным потоком Б р и л л л ю э н а . 

А н а л о г и ч н ы м образом , все р е з у л ь т а т ы , п о л у ч е н н ы е ранее д л я про¬
д о л ь н о однородного п у ч к а с р а в н о м е р н ы м распределением ч а с т и ц по 
сечению переносятся и на р а с с м а т р и в а е м ы й с л у ч а й . В частности , полу¬
ч и м обобщенные р а с п р е д е л е н и я К а п ч и н с к о г о - В л а д и м и р с к о г о и жестко¬
го р о т а т о р а , когда носителем р а с п р е д е л е н и я я в л я е т с я отрезок , а т а к ж е 
р а с п р е д е л е н и я , п р е д с т а в л я ю щ и е собой их л и н е й н ы е комбинации . 

R ' ' dw 
7 - т - Я . 

dz 
(6.9) 
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7. З а к л ю ч е н и е 

В р а м к а х подхода, основанного на к о в а р и а н т н о й ф о р м у л и р о в к е урав¬
нения Власова , р а с с м о т р е н ы его т о ч н ы е р е ш е н и я д л я п у ч к а заряжен¬
н ы х ч а с т и ц в м а г н и т н о м поле. Такой подход п р и м е н я е т с я впервые . Э т о т 
подход п о з в о л я е т а н а л и з и р о в а т ь р е ш е н и я у р а в н е н и я Власова , исследуя 
р а с п р е д е л е н и я ч а с т и ц в п р о с т р а н с т в е и н т е г р а л о в д в и ж е н и я . В работе 
п р е д с т а в л е н ы в основном р е ш е н и я д л я р а в н о м е р н о з а р я ж е н н о г о пучка , 
среди к о т о р ы х есть р е ш е н и я , п о л у ч е н н ы е ранее в работах авторов ста¬
тьи , и д р у г и е известные р а с п р е д е л е н и я , т акие , н а п р и м е р , к а к распреде¬
ление К а п ч и н с к о г о - В л а д и м и р с к о г о . Э т о т подход м о ж е т б ы т ь т а к ж е 
использован и д л я н е р а в н о м е р н ы х по сечению п у ч к а распределений . 
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O . I. D r i v o t i n , D . A . O v s y a n n i k o v 
S o l u t i o n s o f t h e V l a s o v e q u a t i o n for c h a r g e d p a r t i c l e b e a m i n 

m a g n e t i c field 

Abstract. New approach based on covariant formulation of the Vlasov equation 
is presented. This approach allows to use various coordinates in the phase space, and 
to consider degenerate distributions. It is shown how to apply this approach to the 
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problem of finding of solutions of the Vlasov equation for charged particle beam. Solutions 
obtained within the framework of this approach are presented. 

Keywords: the Vlasov equation; self-consistent distributions; phase density; Kap-
chinsky-Vladimirsky distribution; Ermakov integral. 

Д р и в о т и н Олег И г о р е в и ч , д о к т о р ф и з и к о - м а т е м а т и ч е с к и х наук , про
фессор , С а н к т - П е т е р б у р г с к и й государственный университет , 198504, 
С а н к т - П е т е р б у р г , П е т е р г о ф , У н и в е р с и т е т с к и й пр. , 35. 
тел . : (812)4284726 ( d r i v o t i n @ y a n d e x . r u ) 

Овсянников Д м и т р и й А л е к с а н д р о в и ч , д о к т о р физико-математичес¬
к и х наук , профессор , з а в . к а ф е д р о й , С а н к т - П е т е р б у р г с к и й государст¬
венный университет , 198504, С а н к т - П е т е р б у р г , П е т е р г о ф , Университет¬
ский пр . , 35. тел . : (812)4284726 (dovs45@mail . ru) 

Dr ivo t in Oleg, Saint-Petersburg State University, 35, Universi tetskii pr., 
Petergof, St.-Petersburg 198504, professor, Phone: (812)4284726 
( d r i v o t i n @ y a n d e x . r u ) 

Ovsyannikov D m i t r i , Saint-Petersburg State University, 35, Universitet
skii pr., Petergof, St.-Petersburg 198504, head of department, 
Phone: +7(911)2417568 (dovs45@mail . ru) 

mailto:drivotin@yandex.ru
mailto:dovs45@mail.ru
mailto:drivotin@yandex.ru
mailto:dovs45@mail.ru

