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А н н о т а ц и я . Исследованы задачи стартового управления д л я одного класса линей-
н ы х р а с п р е д е л е н н ы х с и с т е м , не разрешенныхотносительно производной по времени. 
В з а д а ч а х р а с с м о т р е н ы два типа н а ч а л ь н ы х у с л о в и й на состояние системы и раз¬
личные ф у н к ц и о н а л ы качества. Абстрактные результаты проиллюстрированы на 
п р и м е р а х з а д а ч стартового управления д л я линеаризованной системы уравнений 
фазового поля. 

К л ю ч е в ы е слова: оптимальное управление; задача стартового управления; рас
пределенная система управления; вырожденное эволюционное уравнение. 

В в е д е н и е 

П у с т ь X, У — г и л ь б е р т о в ы п р о с т р а н с т в а , L еС(Х; У) (линейный 

н е п р е р ы в н ы й о п е р а т о р из X в У), ker L = {о}, о п е р а т о р M eCl(X; У) 

(линеен, з а м к н у т и плотно определен в X, действует в п р о с т р а н с т в о У). 

П р и н е к о т о р ы х п р е д п о л о ж е н и я х на о п е р а т о р ы L и M, г а р а н т и р у ю щ и х 

существование сильно н е п р е р ы в н о й р а з р е ш а ю щ е й п о л у г р у п п ы уравне¬

н и я Lx(t) = Mx(t), будем исследовать з а д а ч у о п т и м а л ь н о г о у п р а в л е н и я 

д л я системы, в которой у п р а в л я ю щ е е воздействие входит в качестве 

н а ч а л ь н о г о з н а ч е н и я — задачу стартового управления 

х(о) = и, (0.1) 

Lx(t) = Mx(t)+ y(t), (0.2) 

и е Ud, (0.3) 

J (x,u) = w\\2Hr(o,T;X) + -^h-uoWu - H n f . (0.4) 
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З д е с ь UQ — непустое в ы п у к л о е з а м к н у т о е подмножество п р о с т р а н с т в а 
у п р а в л е н и й Ыс X, y :(о,Т) — У, w е Нг(о,Т; X) — з а д а н н ы е в е к т о р -
ф у н к ц и и , uo еЫ — з а д а н н ы й вектор , u еЫ — ф у н к ц и я у п р а в л е н и я . 
Особенностью з а д а ч и я в л я е т с я н е т р и в и в а л ь н о с т ь я д р а о п е р а т о р а L . 
С и с т е м ы у п р а в л е н и я , о п и с ы в а е м ы е с о о т н о ш е н и я м и (0.1), (0.2) с вырож¬
д е н н ы м о п е р а т о р о м L будем н а з ы в а т ь в ы р о ж д е н н ы м и распределенны¬
ми системами . 

З а д а ч а (0.1), (0.2) я в л я е т с я а б с т р а к т н о й ф о р м о й многих н а ч а л ь н о -
к р а е в ы х з а д а ч д л я у р а в н е н и й и систем у р а в н е н и й в ч а с т н ы х произ 
водных, в с т р е ч а ю щ и х с я в естествознании и технике : системы и у р а в н е 
н и я Соболева , у р а в н е н и я волн Россби, у р а в н е н и я свободной эволюции 
поверхности ф и л ь т р у ю щ е й с я ж и д к о с т и и д р . [1, 9, 20]. 

П р и этом з а м е т и м , что в п р и л о ж е н и я х часто более естественным 
о к а з ы в а е т с я вместо условия К о ш и (0.1) р а с с м а т р и в а т ь т а к н а з ы в а е м о е 
обобщенное условие Шоуолтера-Сидорова [10, 19] 

Px^) = u, (0.5) 

где P — п р о е к т о р , я в л я ю щ и й с я единицей р а з р е ш а ю щ е й п о л у г р у п п ы 
о п е р а т о р о в у р а в н е н и я (0.2). 

О т м е т и м р а б о т ы [2, 17], в к о т о р ы х исследованы р а з л и ч н ы е зада¬
чи о п т и м а л ь н о г о у п р а в л е н и я д л я д е с к р и п т о р н ы х систем — систем ви¬
д а (0.2) в конечномерном с л у ч а е . К к л а с с у з а д а ч д л я р а с п р е д е л е н н ы х 
систем у п р а в л е н и я относятся р а с с м а т р и в а е м ы е в р я д е р а б о т з а д а ч и , 
к а с а ю щ и е с я п с е в д о п а р а б о л и ч е с к и х у р а в н е н и й в ч а с т н ы х производных , 
однако д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы й по п р о с т р а н с т в е н н ы м п е р е м е н н ы м опера¬
т о р при производной по времени в них п р е д п о л а г а е т с я н е в ы р о ж д е н н ы м 
(см. [18] и б и б л и о г р а ф и ю там ж е ) . 

Ранее в работах а в т о р а [3, 4, 6, 7, 13] исследовались з а д а ч и рас¬
пределенного (не стартового) у п р а в л е н и я д л я л и н е й н ы х в ы р о ж д е н н ы х 
р а с п р е д е л е н н ы х систем в р а з л и ч н ы х постановках . Ц е л ь ю д а н н о й рабо¬
т ы я в л я е т с я исследование р а з р е ш и м о с т и з а д а ч стартового у п р а в л е н и я 
в и д а (0.1)-(0.4) и (0.2)-(0.5) при r = о и r = 1 , к о г д а N> о ( случай 
компромиссного ф у н к ц и о н а л а ) и N = о ( случай ж е с т к о г о у п р а в л е н и я ) . 
Н у ж н о о т м е т и т ь , что з а д а ч и стартового у п р а в л е н и я исследовались ра¬
нее а в т о р о м в работах [5, 14], но л и ш ь д л я к в а д р а т и ч н о г о ф у н к ц и о н а л а 
качества , н о р м а ф у н к ц и и состояния в котором берется в п р о с т р а н с т в е 
H1 (оД; X). В д а н н о й работе р а с с м о т р е н ы р а з л и ч н ы е ф у н к ц и о н а л ы ка¬
чества , в том числе с более слабой нормой ф у н к ц и и состояния , а т а к ж е 
т е р м и н а л ь н ы й ф у н к ц и о н а л относительно ф у н к ц и и состояния и функ¬
ционал с нормой г р а ф и к а этой ф у н к ц и и . К р о м е того , а в т о р о м п о л у ч е н ы 
р е з у л ь т а т ы д л я ф у н к ц и о н а л а , к о т о р ы й при в ы п о л н е н и и о п р е д е л е н н ы х 
условий м о ж е т не б ы т ь к в а д р а т и ч н ы м . А б с т р а к т н ы е р е з у л ь т а т ы ра¬
боты п р о и л л ю с т р и р о в а н ы на п р и м е р е многомерной л и н е а р и з о в а н н о й 
к в а з и с т а ц и о н а р н о й системы у р а в н е н и й ф а з о в о г о п о л я . 
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1. С и л ь н о е р е ш е н и е з а д а ч и с н а ч а л ь н ы м у с л о в и е м К о ш и 
и л и Ш о у о л т е р а — С и д о р о в а 

П у с т ь X, У — б а н а х о в ы п р о с т р а н с т в а , о п е р а т о р ы L eL(X; У), M е 
Cl(X; У). Введем обозначения 

pL(M) = {л е C :(jiL - M)-1 еС(У; X)}, 

RL(M) = (pL - M)-1L, LL(M)= L(fiL - M 

П р о с т р а н с т в а Л е б е г а - Б о х н е р а Lq(о,Т; X) и С о б о л е в а - Б о х н е р а 
\¥1

я(о,Т; X), l е N 0 = { о } и N , q> 1, Т е (о, + о о ) , д л я к р а т к о с т и будем 
о б о з н а ч а т ь через Lq(X) и Wq(X) соответственно . К р о м е того, будем 
и с п о л ь з о в а т ь обозначения L2(X) = Н0(X), W\(X)= Нl(X). 

К р о м е того, обозначим через X 0 (У0) я д р о k e r ( R L ( M ) ) p + 1 (соответ
ственно ker(LL(M))p+1), а через X1 (У1) обозначим з а м ы к а н и е л и н е а л а 
im(RL(M))p+1 ( i m ( L L ( M ) ) p + 1 ) в норме п р о с т р а н с т в а X (У). Ч е р е з Mk 

(Lk) будем о б о з н а ч а т ь с у ж е н и е о п е р а т о р а M (L) на d o m M k = Xк ГГ 
d o m M (Xк),k = о, 1. 

О п е р а т о р M н а з ы в а е т с я сильно ^,р)-радиальным, если 
(i) За е R (а, +оо) с pL(M); 
(ii) ЗК> о У л е (а, +оо) Уи е N 

max • { (RL(M))n(p+1) , (LL,(M))n(p+1 \ 
К 

c(y)j~ (л - a)n(p+1) 

(iii) существует п л о т н ы й в У л и н е а л У, такой , ч т о 

const(y) 
| | M - M)-1(LL(M))p+1 y\\y < 

при л ю б ы х X, л0,л1..., ЛР >а; 
(iv) д л я всех X, л 0 , Л Р >а 

(Л - а)Р+2 
Уу еУ 

\\(RL(M))р+1 QiL - M)-1\\c(yX) < 
К 

(Л - а)р+2' 

З а м е ч а н и е 1. Э к в и в а л е н т н о с т ь условий д а н н о г о о п р е д е л е н и я анало¬
г и ч н ы м более с л о ж н ы м условиям , и с п о л ь з о в а н н ы м в работе [11], дока¬
з а н а в [12]. 

Т е о р е м а 1. [11]. Пусть оператор M сильно ^,р)-радиален. Тогда 
(i) X = X0 ®Xl, У = У0 ФУ1; 
(ii) Lk е £ ^ к ; Ук ),Mk еС1^к ;Ук), k = о, 1; _ ^ 
(iii) существуют операторы M0

 1 еС(У ; X 0 ) и L - 1 еС(У ; X1); 
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(iv) оператор G = M0~ L° GC(X ) нильпотентен степени не боль
ше p Е N°; 

(v) существует сильно непрерывная разрешающая полугруппа 
{X1 EL(X): t > 0} однородного уравнения Lx(t) = Mx(t). 

П р о е к т о р в д о л ь X0 ( У ° ) н а X1 (У 1), с у щ е с т в у ю щ и й в у с л о в и я х тео
р е м ы 1 в силу у т в е р ж д е н и я (i), обозначим через P (Q). К р о м е того, 
будем и с п о л ь з о в а т ь обозначение S = L - 1 M1 ECI(U). 

Р а с с м о т р и м з а д а ч у К о ш и 

x(0) = x° Е d o m M (1.1) 

Lx(t)= Mx(t)+ y(t). (1.2) 
Сильным решением з а д а ч и (1.1), (1.2) н а з ы в а е т с я ф у н к ц и я x Е Wg(X), 
у д о в л е т в о р я ю щ а я условию (1.1) и почти всюду на ( 0 , Т ) — у р а в н е н и ю 
(1.2). 

Т е о р е м а 2. [13]. Пусть оператор M сильно ^,р)-радиален. Тогда при 
любых y Е Wp+1(y) и 

x° EMy = J x Е domM :(I - P)x = - ^ GkM-1 (I - Q)y(k) (0) 1 

существует единственное сильное решение x Е W](X) задачи (1.1), 
( 1 . 2 ) 7 п р и этом 

Ыщ{Х) < C (\\x°\?x + \\SPx°\\x + Wy\\wpq+\yy) . ( 1 . 3 ) 

Р а с с м о т р и м обобщенное условие Ш о у о л т е р а - С и д о р о в а 

P x ( 0 ) = x°. (1.4) 

Ф у н к ц и я x Е Wg(X) н а з ы в а е т с я сильным решением з а д а ч и (1.2), (1.4), 
если она у д о в л е т в о р я е т условию (1.4) и почти всюду на ( 0 , Т ) — урав¬
нению (1.2). 

Т е о р е м а 3. [4]. Пусть оператор M сильно ^,р)-радиален. Тогда для 
всех y Е Wq+l(y) и x° Е d o m M 1 существует единственное сильное 
решение задачи (1.2), ( 1 . 4 ) , приэтом 

М\щ(х) ^ C {\\x°\?x + \\Sx°\?x + \\y\\wp+1(y)) . ( 1 . 5 ) 
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2. З а д а ч и с т а р т о в о г о у п р а в л е н и я с к о м п р о м и с с н ы м и 
ф у н к ц и о н а л а м и 

П у с т ь M сильно (L, р ) - р а д и а л ь н ы й о п е р а т о р . Р а с с м о т р и м з а д а ч у 
о п т и м а л ь н о г о у п р а в л е н и я , у которой у п р а в л е н и е м я в л я е т с я н а ч а л ь н о е 
значение — т а к н а з ы в а е м у ю задачу стартового управления 

Lx(t) = Mx(t) + y(t),x(0) = u, (2.1) 

u e Ud, (2.2) 

J(x,u) = ̂ \\x - w\\2

Hl^x) + у \\u - u0\\2

x ->• inf, (2.3) 

где y e Hp+1(y), w e Hi(X) — з а д а н н ы е ф у н к ц и и , uo eX — з а д а н н ы й 
вектор , константа N> 0, множество допустимых управлений UQ — 
непустое з а м к н у т о е в ы п у к л о е подмножество п р о с т р а н с т в а X. 

У ч и т ы в а я вид у р а в н е н и я (2.1), его р е ш е н и я будем искать в гильбер
товом п р о с т р а н с т в е Zp+i = {z e Hl(X): Lz — Mz e Hp+l(y)} с н о р м о й 

\\z\\zp+1 = \\z\\n 1 (X) + \ \ L z — Mz\\nv+i(y). 

Множеством допустимых пар назовем м н о ж е с т в о W п а р (x, u) e 
Zp+i xX, у д о в л е т в о р я ю щ и х у с л о в и я м (2.1), (2.2). 

Ф у н к ц и о н а л J(x,u) н а з ы в а е т с я коэрцитивным, если д л я любого R> 
0 множество {(x,u) e W : J(x,u) < R} о г р а н и ч е н о в п р о с т р а н с т в е 

Л е м м а 1. Оператор Y 0 : H 1(X) -^-X, Yox = x(0) , непрерывен. 

Доказательство. И з в л о ж е н и й Hm+1(X) с-— C m ( [ 0 , T ) ; X), m e N o , 
следует, ч т о | | ж ( 0 ) | | д г < \\х\\С{[о,т]-,х) < C \ \ x \ \ H i { x ) . • 

Р е ш е н и е з а д а ч и (2.1)-(2.3) состоит в н а х о ж д е н и и п а р (x,u) e W, 
м и н и м и з и р у ю щ и х ф у н к ц и о н а л качества : J(x,u)= inf J(x,u). 

(x,u)ew 

Т е о р е м а 4 . Пусть UQ Г\Л4у = 9. Тогда существует единственное 
решение (x,u) eZp+\ xX задачи (2.1)-(2.3). 

Доказательство. З а м е т и м , ч т о з а д а ч а К о ш и (2.1) р а з р е ш и м а при усло
вии п р и н а д л е ж н о с т и у п р а в л е н и я u м н о ж е с т в у н а ч а л ь н ы х значений My, 
определенному в теореме 2. П о э т о м у при условии UQ ПА4у = 0 множе¬
ство д о п у с т и м ы х п а р W непусто. 

Д л я д о к а з а т е л ь с т в а воспользуемся теоремой 2.3 [16, гл. 2]. Д л я этого 
п о л о ж и м Y = H 1(X), Y i = Zp+i, U = X, V = H1 (У) xX при каком-
либо l e{0, l,...p + 1}, F0 = (—y, 0), L(x,u) = (Lx — Mx,Y0x — u). 
Н е п р е р ы в н о с т ь линейного о п е р а т о р а L : Zp+i xX — Hl(y) xX следует 
из л е м м ы 1. Д е й с т в и т е л ь н о , 

\\(Lx — Mx,YoX — u)\\2

Hi(y)xX = \\Lx — Mx\\2

Hi(y) + \\YOx — u\\\ < 
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С{\\Lx — Mx\\2

HV+1{y) + \ \ x \ \ 2

H l + \\и\\2

х

) = С\\{x,u)\\2

Zp+lxX

. 

Остается убедиться в коэрцитивности ф у н к ц и о н а л а J. И м е е м 

\ \ x \ \ Z p + i + \\u\\X = \ \ x \ \ H 1 (X ) + \ \ L x — Mx\\Hp+i(y) + \\u\\X = 

\\x\\Hl (X) + \\V\\Hv+l{y) + \\u\\X < C 1 J ( x , u ) + C2. 

Т а к и м образом , все условия т е о р е м ы 2.3 [16, гл. 2] в ы п о л н е н ы . • 

А н а л о г и ч н ы й результат м о ж н о п о л у ч и т ь д л я системы, н а ч а л ь н о е со
стояние которой з а д а е т с я обобщенным условием Ш о у о л т е р а - С и д о р о в а 

Lx{t) = Mx(t)+ y(t),Px(0) = u, (2.4) 

где P — п р о е к т о р на X1 в д о л ь X°, а о г р а н и ч е н и я на м н о ж е с т в о допусти
м ы х у п р а в л е н и й имеют п р е ж н и й вид (2.2), но при этом UQ — непустое 
з а м к н у т о е в ы п у к л о е подмножество п р о с т р а н с т в а X1 . 

Т е о р е м а 5. Пусть UQ П d o m M 1 = 9- Тогда существует единственное 
решение (x,u) EZp+1 xX1 задачи (2.2)-(2.4). 

Доказательство. З а д а ч а (2.4) по теореме 3 р а з р е ш и м а при условии 
п р и н а д л е ж н о с т и у п р а в л е н и я u л и н е а л у d o m M i . В о з ь м е м U = X1, 
L(x, u) = (Lx — Mx, PY°X — u) и проведем р а с с у ж д е н и я а н а л о г и ч н ы е 
тем , к о т о р ы е и с п о л ь з о в а н ы в п р е д ы д у щ е м д о к а з а т е л ь с т в е . • 

Р а с с м о т р и м з а д а ч у стартового у п р а в л е н и я с д р у г и м ф у н к ц и о н а л о м 
качества 

Ji(x,u) = J 0 ( ж ) + у \\и - и0\\2

х + у \\Su - Su0\\2

x inf, (2.5) 

где u° ET>S = d o m 5 = d o m L 7 / 1 M 1 , UQ — непустое в ы п у к л о е з а м к н у т о е 
подмножество п р о с т р а н с т в а DS со с к а л я р н ы м произведением 

-}vS = {', '}X + {S-,S-)X. Г и л ь б е р т о в о с т ь этого п р о с т р а н с т в а следует 
из з а м к н у т о с т и о п е р а т о р а S. К р о м е того, поскольку DS = d o m M l , т о 
условие н е т р и в и а л ь н о с т и в т а к и х з а д а ч а х в ы п о л н я е т с я а в т о м а т и ч е с к и . 

Ф у н к ц и о н а л J°(x) в ы п у к л ы й , н е о т р и ц а т е л ь н ы й на некотором ли
нейном н о р м и р о в а н н о м п р о с т р а н с т в е 2), п о л у н е п р е р ы в н ы й снизу в 2). 
К р о м е того, потребуем н а л и ч и я н е п р е р ы в н о г о в л о ж е н и я Zp+1 С 2). 

Т е о р е м а 6. Существует единственное решение (x,u) E Z p + 1 XDS 
задачи (2.2), (2.4), (2.5). 

Доказательство. В о з ь м е м теперь 2)1 = Z p + 1 , U = DS , V = Hl (У) xX, 
l e{0,1, . . .p + 1}, F ° = (—y, 0). Н е п р е р ы в н о с т ь о п е р а т о р а L(x,u) = 
(Lx — Mx, PY°X — u) следует из неравенства 

\\Lx — Mx\\Hi(y) + \\Pj°x — u\\X < С\\x\\2

Zp+i +2\\u\\DS. 
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П о л у н е п р е р ы в н о с т ь ф у н к ц и о н а л а J\ снизу в п р о с т р а н с т в е 2) х U имеет 
место, д о к а ж е м его коэрцитивность , используя оценку (1.5) на решение 
з а д а ч и (2.4). Д е й с т в и т е л ь н о , 

y ^ l p + i + \\u\\vs = \\x\\2m(X) + 1М1ЯР+!(;У) + \\u\\vs < 

Ci (Ы\2

т+Чу) + M l s ) < C2Ji(x,u) + C3. \H Р+1(У ) 

П о теореме 2.3 [16, гл. 2] п о л у ч и м существование р е ш е н и я р а с с м а т р и 
ваемой з а д а ч и . Е д и н с т в е н н о с т ь р е ш щ е н и я из этой т е о р е м ы не следу¬
ет, поскольку с т р о г а я в ы п у к л о с т ь ф у н к ц и о н а л а качества в з а д а ч е не 
г а р а н т и р о в а н а . 

Д о к а ж е м единственность р е ш е н и я . П у с т ь с у щ е с т в у ю т д в а р а з л и ч 
н ы х р е ш е н и я (Xi,ui), (Х2,u2). Э т о означает , ч т о u1 = u2 в силу един
ственности р е ш е н и я з а д а ч и (2.4). В силу в ы п у к л о с т и м н о ж е с т в а допу¬
с т и м ы х п а р , к о т о р а я следует из линейности з а д а ч и (2.4), пара , имею¬
щ а я вид ( Ж 1 + а : 2

; М1±ш^ я в л я е т с я допустимой . П о с к о л ь к у ф у н к ц и о н а л 
J i есть с у м м а в ы п у к л о г о по x и строго в ы п у к л о г о по u ф у н к ц и о н а л о в 
п о л у ч и м 

Ji 
X i + Х2 U i + U2 

2 2 
Ui + U2 

2 UQ + 
X 

N 
T 

0Ui + U2 a  Ь z OUQ 
2 

N 

< T;(JO(XI) + Jo{x2)) + у (Ĥ i - щ\\2

х+ 

1 
\\U2-UQ\\x)+—{\\SUI-SUQ\\X + \\SU2-SUQ\\X) = -(Ji(xi,ui)+J2(x2,u2)). 

Э т о п р о т и в о р е ч и т п р е д п о л о ж е н и ю , ч т о на п а р а х ( X i , U i ) , (Х2,u2) ф у н к 
ционал J\ д о с т и г а е т м и н и м у м а . • 

В о з ь м е м ф у н к ц и о н а л ы 

J2(x,u) = h\x - w\\l2(x) + ^\\и - и0\\х +-^-\\Su - Su0\\x inf, (2.6) 

J;i{x,u) = z\\\x{T) - w\\2

x + у ||« - uo\\x + у \\Su - Su0\\2

x ->• inf, (2.7) 

где w e L2(X) д л я (2.6) и w eX д л я (2.7), UQ eX, N> 0. 

С л е д с т в и е 1. Существует единственное решение (X,u) eZ p + i  

задачи (2.2), (2.4), (2.6). 

Доказательство. Д л я д о к а з а т е л ь с т в а д о с т а т о ч н о в з я т ь 2) = L2(X) и 
сослаться на теорему 6. • 
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Л е м м а 2 . Функционал Jo(x) = \\x(T) — w\\2

x с w GX является выпук
лым на пространстве H1 (X). 

Доказательство. Д л я a G [0,1] о ч е в и д н ы неравенства 

a(1 — a)(a — Ъ)2 > 0; a(1 — a)a2 + a(1 — a)b2 — 2a(1 — a)ab > 0; 

(a — a2)a2 + ((1 — a) — (1 — a)2)b2 — 2a(1 — a)ab > 0; 

(aa + (1 — a)b)2 < aa2 + (1 — a)b2. 

О т с ю д а имеем при л ю б ы х x1,x2 G H 1(X) 

J o ( a x 1 + (1 — a)x2) = \\ax1 (T) + (1 — a)x2(T) — w\^X < 

(a\\xi(T) — w\\x + (1 — a)\\x2(T) — w\\x)2 < 

a\\x1(T) — w\\2

X + (1 — a)\\x2(T) — w\\2

X = aJo(x1) + (1 — a) Jo(x2). 

• 

С л е д с т в и е 2 . Существует единственное решение (x,u) GZp+1 XVS 
задачи (2.2), (2.4), (2.7). 

Доказательство. Д о к а ж е м н е п р е р ы в н о с т ь т е р м и н а л ь н о г о ф у н к ц и о н а 
л а Jo (ж) = ^Цж(Т) — w\\x в п р о с т р а н с т в е 2J = Н1(Х). П у с т ь {хп} 
сходится к x в H 1(X).Тогда 

\Jo{xn) - Jo{x)\ = ^ | | | ж „ ( Т ) -w\\x - \\х(Т) -w\\x\ = 

xn(T) — w\\x — \\x(T) — w\\x\(\\xn(T) — w\\x + \\x(T) — w\\x) < 

C\\xn(T) — x(T)\\x < C1\\xn(T) — x(T)\\HI(X) 0 , n -+oo. 

С у ч е т о м д о к а з а н н о й в л е м м е 2 в ы п у к л о с т и ф у н к ц и о н а л а Jo о т с ю д а по 
теореме 6 следует существование единственного р е ш е н и я . • 

П у с т ь теперь ф у н к ц и о н а л качества имеет вид 

Ji(x,u) = Jo (ж) + уЦи — ио\\х + y | | A f u — M-uolly —> inf, (2.8) 

uo G D M = domM, UQ — непустое в ы п у к л о е з а м к н у т о е подмножество 
г и л ь б е р т о в а п р о с т р а н с т в а DM со с к а л я р н ы м произведением {•, -)vM = 

Т е о р е м а 7. Пусть UQ Г\Л4у = 9. Тогда существует единственное 
решение (x,u) GZp+1 X D M задачи (2.1), (2.2), (2.8). 
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Доказательство. В отличие от п р е д ы д у щ и х случаев , в ы б и р а е м U = 
DM. Д о к а ж е м к о э р ц и т и в н о с т ь ф у н к ц и о н а л а J\. В силу (1.3) имеем 

+ ЫЬм ^ C {\\У\\2НР+ЧУ) + \\и\\Ьм + \ \ L - 1 M I P U \ \ X ) = 

C { \ \ y \ \ 2

m + i ( у ) + ЫЪм + \ \ L - 1 Q M u \ \ 2 x ) < 
C l (\\y\\2HP+i(y) + \ \ и \ \ Ь м ) < C2Jl(x,u)+ Qi. 

• 

И з д а н н о й т е о р е м ы д л я з а д а ч с ф у н к ц и о н а л а м и 

•h{x,u) = т;\\х - w\\l2(x) + ^-\\и - и0\\\ + ^-\\Ми - Ми0\\у -> mf> (2-9) 

<h(x,u) = ^\\x(T)-w\\2

x + ̂ \\u-uo\\x + ̂ \\Mu-Mu0\\y ->• inf, (2.10) 

п о л у ч и м с л е д у ю щ и е у т в е р ж д е н и я . 

С л е д с т в и е 3 . Пусть UQ Г\Л4у = 9. Тогда существует единственное 
решение (x,u) £Zp+1 XVM задачи (2.1), (2.2), (2.9). 

С л е д с т в и е 4 . Пусть UQ Г\Л4у = 9. Тогда существует единственное 
решение (X,u) £Zp+1 XVM задачи (2.1), (2.2), (2.10). 

3 . Ж е с т к о е с т а р т о в о е у п р а в л е н и е 

В д а н н о м п а р а г р а ф е будут р а с с м о т р е н ы з а д а ч и стартового управ¬
ления , в к о т о р ы х ф у н к ц и о н а л качества не з а в и с и т в я в н о м виде от 
ф у н к ц и и у п р а в л е н и я — т а к н а з ы в а е м ы е з а д а ч и с ж е с т к и м у п р а в л е н и 
ем [16]. Д о к а з а т е л ь с т в а теорем с у щ е с т в о в а н и я и единственности д л я 
них о т л и ч а ю т с я от д о к а з а т е л ь с т в с о о т в е т с т в у ю щ и х теорем д л я з а д а ч 
с к о м п р о м и с с н ы м и ф у н к ц и о н а л а м и л и ш ь тем, ч т о д л я коэрцитивности 
ф у н к ц и о н а л а качества используется д о п о л н и т е л ь н о е условие ограни¬
ченности м н о ж е с т в а д о п у с т и м ы х у п р а в л е н и й . 

К а к и п р е ж д е , на п р о т я ж е н и и всего п а р а г р а ф а будем предпола 
гать выполнение условия сильной (L,p)-радиальности о п е р а т о р а М. 
Т а к ж е по у м о л ч а н и ю считаем , что y £ Hp+1{y), UQ — непустое за 
м к н у т о е в ы п у к л о е в п р о с т р а н с т в е X множество . Л и ш ь д о п о л н и т е л ь н о е 
условие о г р а н и ч е н н о с т и UQ будем п р о п и с ы в а т ь в ф о р м у л и р о в к а х утвер¬
ж д е н и й я в н о , ч т о б ы п о д ч е р к н у т ь о т л и ч и е от з а д а ч с к о м п р о м и с с н ы м и 
ф у н к ц и о н а л а м и в п р е д ы д у щ е м п а р а г р а ф е . 

Во-первых , р а с с м о т р и м з а д а ч и стартового у п р а в л е н и я с функциона¬
лом 1 

J(x) = ~\\х - w\\2

HHx) ->• inf, (3.1) 
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где w £ H 1(X) — з а д а н н а я ф у н к ц и я , или с ф у н к ц и о н а л о м 

Jo(x) -+ inf, (3.2) 
к о т о р ы й п р е д п о л а г а е т с я в ы п у к л ы м , н е о т р и ц а т е л ь н ы м на линейном 
н о р м и р о в а н н о м п р о с т р а н с т в е 2J, п о л у н е п р е р ы в н ы м снизу в 2J- При¬
чем, при м и н и м и з а ц и и ф у н к ц и о н а л а Jo п р е д п о л а г а е т с я н е п р е р ы в н о с т ь 
в л о ж е н и я Zp+i С 2J. 

Т е о р е м а 8. Пусть UQ — ограниченное в пространстве X множество, 
причем UQ Г\Л4у = 9. Тогда существует единственное решение (X,U) £ 
Zp+i XX задачи (2.1), (2.2), (3.1). 

Доказательство. К а к и в теореме 4, выберем 2J = H 1(X), 2Ji = Zp+1, 
U = X, V = Hl(Y) XX, l £{0,1, ...,p + 1}, Fo = ( - y , 0). Доказатель¬
ство а н а л о г и ч н о д о к а з а т е л ь с т в у т е о р е м ы 4, п о к а ж е м л и ш ь коэрцитив -
ность ф у н к ц и о н а л а . З а м е т и м , что м н о ж е с т в о д о п у с т и м ы х у п р а в л е н и й 
ограничено , т. е. существует т а к а я константа R , что д л я всех u £ UQ 
\\U\\X < R . О т с ю д а 

\\x\\%+i + \ \ U \ \ X = \\x\\Hi(X) + \ \ L X - Mx\\Hp+i(y) + \\U\\\X = 

\\x\\Hi(X) + M\Hv+i(y) + \\U\\X <\\x\\Hi(X) + C + R2 < CJ(x)+ C2. 

Д о к а ж е м единственность . П у с т ь с у щ е с т в у ю т д в а р е ш е н и я (xb1 ,й{), 
(x^2,щ) з а д а ч и (2.1), (2.2), (3.1). И з в ы п у к л о с т и м н о ж е с т в а д о п у с т и м ы х 
п а р следует, что ( Х 1 + Х 2

}

 ад1+"2) — д о п у с т и м а я пара . Е с л и х\ = х2, то 
u1 = x1(0) = x2(0) = u2 и д в а р е ш е н и я (x1,u1), (x2,u2) совпадают . 
П у с т ь x1 = x2, тогда с т р о г а я в ы п у к л о с т ь ф у н к ц и о н а л а J означает , что 

jf^ + x,^ < l ( J ( - i ) + J ( - 2 ) ) _ 

Э т о неравенство п р о т и в о р е ч и т тому, ч т о J(x\) = J(x2)= inf J(x). 
(x,u)ew 

С л е д о в а т е л ь н о , x\ = x2. • 

С л е д у ю щ е е у т в е р ж д е н и е д о к а з ы в а е т с я а н а л о г и ч н о . 

Т е о р е м а 9. Пусть UQ — ограниченное в пространстве X1 множе
ство, причем UQ Г) domM1 = 9. Тогда существует единственное реше
ние (х,й) £ Z p + 1 xX1 задачи (2.2), (2.4), (3.1). 

Т е о р е м а 10. Пусть UQ Г\Л4у = 9, UQ — ограниченное в пространстве 
DM множество. Тогда существует решение (x, й) £ Z p + 1 XVM задачи 
(2.1), (2.2), (3.2). Если функционал J0 является строго выпуклым, то 
решение задачи единственно. 
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Доказательство. Р а с с у ж д а я , к а к при д о к а з а т е л ь с т в е т е о р е м ы 7 и 
используя неравенство (1.3), о г р а н и ч е н н о с т ь м н о ж е с т в а д о п у с т и м ы х 
у п р а в л е н и й и н е о т р и ц а т е л ь н о с т ь ф у н к ц и о н а л а Jo, п о л у ч и м коэрцитив -
ность ф у н к ц и о н а л а Jo- • 

Р а с с м о т р и м з а д а ч и с ф у н к ц и о н а л а м и 

Ji{x) = \ \ \ х ~ W\\2L2{X) " ^ m f > (3-3) 

•h{x) = \\\x{T)-w\\x^m{, (3.4) 

где w £ L ( X) в первом с л у ч а е и w £X во втором . 

С л е д с т в и е 5. Пусть UQГ\Л4у = 9, UQ — ограниченное в пространстве 
DM множество. Тогда существует единственное решение (x, u) £ 
Zp+1 XVM задачи (2.1), (2.2), (3.3). 

Доказательство. Е д и н с т в е н н о с т ь следует из строгой в ы п у к л о с т и 
ф у н к ц и о н а л а J\ по х в п р о с т р а н с т в е 2J = L2(X). • 

С л е д с т в и е 6. Пусть UQГ\Л4у = 9, UQ — ограниченное в пространстве 
DM множество. Тогда существует решение (x, u) £Zp+1 X V M задачи 
(2.1) , (2.2), (3.4). 

А н а л о г и ч н о д о к а з ы в а ю т с я с л е д у ю щ и е у т в е р ж д е н и я . 

Т е о р е м а 1 1 . Пусть UQ — ограниченное в пространстве VS множе
ство. Тогда существует решение (x,u) £Zp+1 XVS задачи (2.2), (2.4), 
(3.2) . 

С л е д с т в и е 7. Пусть UQ — ограниченное в пространстве VS мно
жество. Тогда существует единственное решение (x, u) £Zp+1 XVS 
задачи (2.2), (2.4), (3.3). 

С л е д с т в и е 8. Пусть UQ — ограниченное в пространстве VS мно
жество. Тогда существует единственное решение (x, u) £Zp+1 XVS 
задачи (2.2), (2.4), (3.4). 

4 . Н а ч а л ь н о - к р а е в а я з а д а ч а д л я к в а з и с т а ц и о н а р н о й с и с т е м ы 

у р а в н е н и й ф а з о в о г о п о л я 

Р а с с м о т р и м н а ч а л ь н о - к р а е в у ю з а д а ч у 

9(x, 0) + ^1(x, 0) = u(x),x £ Q, (4.1) 
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§l(x,t) + X9(x,t) = 0, 

%£(x,t) + \!pi(x,t) = 0, (x,t) edtt x (0 ,T ) , i = l , 2 , . . . , m , l ' J 

| # ( ж , t) + ftVl(x, t) = A9(x, t) + f(x, t), 
m 

Aip1(x,t)+ Yl ct1jVj(x,t) + 9(x,t)+ g1(x,t) = 0, 
m 

А^г (x,t)+Yl aij Vj (x,t)+gi (x,t)=0, (x,t) £ Q X (0,T),i = 2,3,... ,m, 
j=1 

(4.3) 
к о т о р а я я в л я е т с я л и н е а р и з а ц и е й в нуле системы у р а в н е н и й ф а з о в о г о 
поля , о п и с ы в а ю щ и х в р а м к а х мезоскопической теории ф а з о в ы е перехо¬
д ы первого рода [8]. З д е с ь Q С R s — о г р а н и ч е н н а я о б л а с т ь с границей 
dQ к л а с с а C °°, X,aij £ R , i,j = 1,2,...,m. И с к о м ы м и ф у н к ц и я м и 
я в л я ю т с я 9(x, t), Vi(x, t), i = 1, 2,... ,m. 

Р е д у к ц и я з а д а ч и (4.1)-(4.3) к з а д а ч е (2.2), (2.4) б ы л а п р о д е л а н а в 
работе [15]. С н а ч а л а сделаем з а м е н ы 9(x,t) + (p1(x,t) = v(x,t), vi(x,t) = 
wi (x, t), i = 1,2,... ,m. Тогда з а д а ч а п р и м е т вид 

v(x, 0) = u(x),x£ Q, 

&(x,t) + \v(x,t) = 0, 
T&(x,t) + Xwi{x,t) = 0, (x, t) G dQ x (0, T ) , i = l , 2 , . . . , m , 

vt(x, t)= Av(x, t) — Aw1(x, t) + f (x, t), 

(4.4) 

(4.5) 

Aw1 (x, t) + (a11 — 1)w1(x, t) + a1jWj(x, t)+ v(x, t)+ g-\_(x, t) = 0, 
j= 

m 

Awi (x, t)+Y aij wj (x, t)+gi(x, t) = 0, (x, t) £ Q X (0,T),i = 2,3,...,m. 
j=1 

(4.6) 
В о з ь м е м X = У = (L (Q))m+1 , 

1 0 ... 0 

L= 
0 0 ... 0 

L= , 

0 0 ... 0 1 
A — A 0 . 
1 an — 1+A a12 . 

a1m 
M = 0 a22 +A . a2m 

0 am1 am2 . amm + A 

domM = ^ ( v , W l , . . . ,wm) <Е(Н2(П))т+1 : ( ^ + Л)^(ж) = 

(^J^ + X^jwi(x) =0 , ж e Ш , г = 1 ,2 , . . . , m j . 
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Тем с а м ы м о п р е д е л е н ы о п е р а т о р ы L £L(X), M £Cl(X). П р и ч е м 
ker L = {0}X (L2(Q))m. 

О б о з н а ч и м Az = Az, d o m A = tfJ(Q) = {z e H2(tt) : §f (ж) + \z(x) = 
0,x £ dQ}. К р о м е того, введем в р а с с м о т р е н и е о п е р а т о р F : Rm — R m , 
з а д а в а е м ы й м а т р и ц е й 

1 — a11 — a12 . . . —a1m 
F =

 —a21 — a22 . . . —a2m 

— am1 — am2 . . . — amm 

Т е о р е м а 12 . [ 1 5 ] . П у с т ь а(Л) Г a(F)= 9. Тогда оператор M сильно 
( L, 0) -радиален. 

З а д а ч у (4.4)-(4.6) м о ж н о исследовать с п о м о щ ь ю т е о р е м ы 3. 

С л е д с т в и е 9. Пусть а(Л) Г a(F)= 9. Тогда для любых u £ HQ(Q) 
и f,gi £ H 1(L2(Q)), i = 1, 2,...,m, существует единственное сильное 
решение (v, w1 ,...,wm) £ H1 ((L2(Q))m+1) задачи (4.4)-(4.6). 

5. С т а р т о в о е у п р а в л е н и е с и с т е м о й у р а в н е н и й ф а з о в о г о п о л я 

Р а с с м о т р и м з а д а ч и стартового у п р а в л е н и я д л я распределенной си¬
стемы, состояние которой о п и с ы в а е т с я н а ч а л ь н о - к р а е в о й з а д а ч е й (4.4)-
(4.6), с о г р а н и ч е н и е м на у п р а в л е н и е 

u £ UQ (5.1) 

и ф у н к ц и о н а л а м и качества 

J{v,Wi, • • • ,Wm,u) = ±\\V - ^о | 1я1 (Ь 2 (П) ) + 

j=1 

1 1 m 

Ji{v,wu--- ,wm) = ^\\v - z 0 \ \ 2

H i { L 2 m + - ^2\\wj -%-||Hi(L 2(Q)) "^M F> 
2 2 j=1 

1 (5.3) 

J2(v,Wi,--- ,Wm,u) = UV - Zo\\l2(L2(n)) + 
1 V» и ||2 . 11 ||2 . • f (5-4) 
2 2^ \\wj - Zj\\L2(L2(n)) + T\\U ~ и°\\н2(П) ~^ 1M> 

j=1 

1 1 m 

2 2 j=1 
(5.5) 
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З д е с ь константа N> 0. В с л у ч а е з а д а ч и м и н и м и з а ц и и ф у н к ц и о н а л а 
(5.2) или (5.3) з а д а н ы т а к ж е ф у н к ц и и z 0 , z 1 , . . . , z m £ H1 ^ 2 ^ ) ) . Д л я 
р а с с м о т р е н и я з а д а ч и с ф у н к ц и о н а л о м (5.4) или (5.5) в з я т ы ф у н к ц и и 
z 0 , z 1 , . . . , z m £ L2(L2(Q)). Ф у н к ц и я u0 берется из п р о с т р а н с т в а L2(Q) 
д л я ф у н к ц и о н а л а (5.2) и из HQ(Q) — д л я ф у н к ц и о н а л а (5.4). 

Г и л ь б е р т о в о п р о с т р а н с т в о Z1 с о с т а в л я ю т н а б о р ы (v,w1,...,wm) £ 
H1 ((L2(Q))m+1), д л я к о т о р ы х о п р е д е л е н ы и п р и н а д л е ж а т п р о с т р а н с т в у 

m 

H1 (L2(Q)) в ы р а ж е н и я vt — Av + Aw1, Aw1 + (a11 — 1)w1 + Y a1jwj + v, 
j=2 

m 

Awi + Y aij wj, i = 2,3,...,m. 
j=1 

И з теорем 5 и 9 соответственно и из равенств X1 = L2(Q), T>S = 
HQ (Q) с л е д у ю т у т в е р ж д е н и я . 
У т в е р ж д е н и е 5 .1 . Пусть а(Л) Г a(F)= 9, f,g1,...,gm £ Hl(L2(Q)), 
UQ — непустое замкнутое выпуклое подмножество L2(Q). Тогда суще
ствует единственное решение (v,wu1, ••• ,wm ,u) £ Z 1 X L2(Q) задачи 
( 4 . 4 ) - ( 4 . 6 ) , ( 5 . 1 ) , ( 5 . 2 ) .

 1 

У т в е р ж д е н и е 5.2. Пусть а(Л) Г a(F)= 9, f,g1,...,gm £ Hl(L2(Q)), 
UQ — непустое ограниченное замкнутое выпуклое подмножество про¬
странства L2(Q). Тогда задача (4.4)-(4.6), (5.1), (5.3) имеет единст¬
венное решение (v,wu1, • • • , wm, u) £Z1 X L2(Q). 

С л е д с т в и я 1 и 7 в л е к у т у т в е р ж д е н и я 5.3, 5.4. 
У т в е р ж д е н и е 5.3. Пусть а(Л) Г a(F)= 9, f,g1,...,gm £ Hl(L2(Q)), 
UQ — непустое замкнутое выпуклое подмножество HQ (Q). Тогда су
ществует единственное решение (v,wj1, • • • ,wm,u) £Z1 х HQ(Q) зада¬
чи (4.4)-(4.6), (5.1), (5.4). 
У т в е р ж д е н и е 5.4. Пусть а(Л) Г a(F)= 9, f,g1,...,gm £ H 1(L2(Q)), 
UQ — непустое ограниченное замкнутое выпуклое подмножество про¬
странства H 2(Q). Тогда задача (4.4)-(4.6), (5.1), (5.5) имеет един¬
ственное решение (vv,w1 ,• • • , wVm, u) £Z1 х L2(Q). 
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M . V . P l e k h a n o v a 
S t a r t c o n t r o l for d e g e n e r a t e l i n e a r d i s t r i b u t e d s y s t e m s 

Abstract. Start control problems for a class of linear distributed systems usolved 
with respect to the times derivative are studied. Two types of init ial condition for the 
system state and various cost functionals are considered in the problems. Abstract results 
are illustrated by examples of the start control problems for the linearized quasistationary 
system of phase field equations. 

Keywords: optimal control problem, start control problem, distributed system, de
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