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А н н о т а ц и я . В работе с помощью теории ф у н д а м е н т а л ь н ы х о п е р а т о р - ф у н к ц и й 
исследована задача К о ш и д л я интегро-дифференциального уравнения специально¬
го вида в банаховых пространствах. Построена соответствующая фундаменталь¬
н а я оператор-функция , получены условия совпадения классического и обобщенно¬
го решений. Абстрактные результаты проиллюстрированы на п р и м е р а х н а ч а л ь н о -
к р а е в ы х з а д а ч математической теории вязкоупругости. 

К л ю ч е в ы е с л о в а : банахово пространство; обобщенная ф у н к ц и я ; жорданов набор; 
фредгольмов оператор; ф у н д а м е н т а л ь н а я оператор-функция . 

1. В в е д е н и е 

С р е д и с о в р е м е н н ы х а к т у а л ь н ы х м а т е м а т и ч е с к и х моделей выделяют¬
ся модели процессов, при исследовании к о т о р ы х необходимо у ч и т ы в а т ь 
их состояние в п р е д ы д у щ и й п р о м е ж у т о к времени. Т а к о в ы м и , н а п р и м е р , 
я в л я ю т с я к о л е б а т е л ь н ы е процессы в в я з к о у п р у г и х средах , описыва¬
е м ы е н е к л а с с и ч е с к и м и н а ч а л ь н о - к р а е в ы м и з а д а ч а м и м а т е м а т и ч е с к о й 
ф и з и к и д л я и н т е г р о - д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы х у р а в н е н и й . С наиболее общих 
позиций т а к и е з а д а ч и м о ж н о исследовать путем р е д у к ц и и к вырожден¬
н ы м и н т е г р о - д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы м у р а в н е н и я м в б а н а х о в ы х простран¬
ствах . А н а л и з и р у я имеющиеся модели по этому н а п р а в л е н и ю , м о ж н о 
в ы д е л и т ь с п е ц и а л ь н ы й класс , в котором я д р о и н т е г р а л ь н о й составля¬
ющей у р а в н е н и я я в л я е т с я линейной комбинацией о п е р а т о р н ы х коэф¬
ф и ц и е н т о в его д и ф ф е р е н ц и а л ь н о й части . П о э т о м у в д а н н о й з а м е т к е 
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14.В37.21.0365 
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исследуется з а д а ч а К о ш и в и д а 

Bu(N)(t)= Au(t)+ I (a(t - s)A + f(t - s)B)u(s)ds + f ( t ) ( 1 ) 
Jo 

u(0) = uo,u'(0) = ui, u(N-i)(0) = UN-i. (2) 

З д е с ь B,A - з а м к н у т ы е л и н е й н ы е о п е р а т о р ы с п л о т н ы м и о б л а с т я м и 
определения , д е й с т в у ю щ и е из Ei в E2,Ei,E2 - б а н а х о в ы п р о с т р а н с т в а , 
о п е р а т о р B - ф р е д г о л ь м о в , a(t),f(t) - д о с т а т о ч н о г л а д к и е числовые 
ф у н к ц и и . 

2 . В с п о м о г а т е л ь н ы е с в е д е н и я 

Д а л е е будем п р е д п о л а г а т ь , ч т о D(B) с D(A), D(A) = D(B) = Ei, 
R(B) = R(B), dim N(B)= dim N(B*) = n > 1. Введем обозначе

ния: {(fi}£ Ei - базис я д р а о п е р а т о р а B, [ipi}£ E2* - базис я д р а 

с о п р я ж е н н о г о о п е р а т о р а B*,i = 1,... ,n, {zi}£ E2, и {Y}£ Ei* -

с о о т в е т с т в у ю щ и е им б и о р т о г о н а л ь н ы е системы элементов , т о г д а су¬

ществует о г р а н и ч е н н ы й Г= \ B + = )zi\ £L(E2,Ei) о п е р а т о р 

Т р е н о г и н а - Ш м и д т а [1]. П р о е к т о р ы P и Q, з а д а в а е м ы е ф о р м у л а м и 

i=i i=i 

у д о в л е т в о р я ю т р а в е н с т в а м [1]: 

TB = I - P, BT = I - Q. (3) 

Т а к ж е будем п р е д п о л а г а т ь , ч т о с у щ е с т в у ю т п о л н ы е A - ж о р д а н о в на

бор [1] ) j £ Ei о п е р а т о р а B и A * - ж о р д а н о в набор ^ £ E* 

о п е р а т о р а B*,i = 1,...,n,j = 1,...,pi. С о о т в е т с т в у ю щ и е определе

н и я и ф о р м у л ы д л я п ри с ое д и н е н н ых элементов и ) j м о ж н о 

н а й т и в [1] и [2]. Введем еще один п р о е к т о р 

n Pi 

Q = E ) ) A ^ i + i - j \ 

i= = 

т о г д а с п р а в е д л и в ы с л е д у ю щ и е о п е р а т о р н ы е р а в е н с т в а [2] 

Л е м м а 1. 
Q(AT)k [i - Q] = 0,k £ N, (4) 



130 М. В. ФАЛАЛЕЕВ 

AT [ l - Q] B - [ l - Q] A = 0, (5) 

n Pi 

T [i - Q] B + E Y , { ; A * $ i - j ) = i. (6) 
i= = 

П у с т ь lZ(t) - р е зольвента я д р а k(t) = ^N_1y d(t) * I3{t)9{t), A{t) -
резольвента я д р а (-a(t)), тогда в ы п о л н я ю т с я с л е д у ю щ и е с в е р т о ч н ы е 
р а в е н с т в а (первые д в а из к о т о р ы х д о к а з а н ы в [2]) 

Л е м м а 2. 

tN-i / ч / ч 

(N - 1)! 

t(k+i )N - i 

((k + l)N-l)\ 
9(t) * (s(t) + K(t)9(t)) k+i * (VN )(t) - f(t)9(t)) = 

tkN-i . .k 

(5(t)+ a(t)9(t)) * (s(t)+A(t)9(tfj = 5(t), 

(5(t) + a(t)9(t)) * (s(t)+A(t)9(tf) k+' = (s(t)+ A(t)9(tf) k , k > 1, 

где под k-ой степенью обобщенной функции понимается ее k-кратная 
свертка с собой, а нулевая степень обобщенной функции есть 5(t). 

3. Ф у н д а м е н т а л ь н а я о п е р а т о р - ф у н к ц и я в ы р о ж д е н н о г о 
и н т е г р о - д и ф ф е р е н ц и а л ь н о г о о п е р а т о р а 

Т е о р е м а 1. Если фредгольмов оператор B имеет полный A-жорданов 
набор, то интегро-дифференциальный оператор LN(5(t)) = B6(N\t) -
A5(t) - (a(t)A + f(t)B)9(t) = (5(N) (t) - f (t)9(t)) B - (5(t) + a(t)9(t))A 
имеет на классе K+ (E2) (обобщенных функций с ограниченным слева 
носителем) фундаментальную оператор-функцию вида 

n 
EN(t)= UN(t)9(t) [i - Q] 

i= 

P i - P i - k 

E E ( - , # ) ^ f i - k + i - j ) 

k=o I j=i 

[6(N) (t) - f(t)9(t)) k * (5(t)+ A(t)9(t)) k+ , (7) 

x 

x 
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где 
UN (t)9(t) = TUN (t)9(t) = 

= г E { k N - i ) \ m * + * w*) + «wfw)* - 1 ^ ) * - 1 -

Доказательство. Согласно о п р е д е л е н и я ф у н д а м е н т а л ь н о й о п е р а т о р -
ф у н к ц и и [3], [4] д л я д о к а з а т е л ь с т в а т е о р е м ы д о с т а т о ч н о п р о в е р и т ь 
с п р а в е д л и в о с т ь с л е д у ю щ и х д в у х равенств : 

LN(5(t)) *EN(t) * u(t)= u(t) д л я всех u(t) £ K+ (E2), (8) 

SN(t) *LN(5(t)) * v(t)= v(t) д л я всех v(t) £ K+ (Ei). (9) 

Д е й с т в и т е л ь н о , в силу р а в е н с т в а (3) д л я п р о е к т о р а Q 

LN(5(t)) *UN(t)9(t) [i - Q = 

= (I - Q) (S{N) (t) - f (t)9(t)) * UN(t)9(t) [i - QQ -

-(5(t) + a(t)9(t)) * ATUN(t)9(t) \i - QQ . 

В силу с в е р т о ч н ы х равенств л е м м ы 2 

(VN )(t) - f(t)9(tf) *UN(t)9(t) = H(t) + (5(t)+ a(t)9(t)) * ATUN(t)9(t), 

поэтому 

LN(5(t)) *UN(t)9(t) [i - Q = 

= (i - Q) (jS(t) + (S(t) + a(t)9(t)) * ATUN(t)9(tf) -

-(5(t)+ a(t)9(t)) * ATUN(t)9(t)] \i - Q = 

= i - Q] 5(t) - (5(t) + a(t)9(t)) * QATUN(t)9(t) \i - QQ . 

Но по ф о р м у л е (4) (см. в с п о м о г а т е л ь н у ю л е м м у 1) 

QATUN(t)9(t) \i - Q] = 0, 

с л е д о в а т е л ь н о 

LN(5(t)) *UN(t)9(t) [ i - Q} = \i - Q] 5(t). 

Д а л е е п р я м ы м и в ы к л а д к а м и находим 

LN(S(t)) * (SN(t) -UN(t)9(t) [i - Q\) = 
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Е 
i= 

Pi-i \ Pi-k 

Е E M j ^ B ^ * - k + i - j ) 

k=o j= 

(s(N)(t) - f (t)9(t)) k + 1 * (s(t)+A(t)9(t)) k + 1 + 

+ 

i= 

Pi-i \ Pi-k 

k=o j= 

(V N ) (t) - f(t)9(t)) k * (5(t) + a(t)9(t)) * (6(t)+ A(t)9(t)) k + i 

Т а к к а к B(p(li =0, то по л е м м е 2 п о л у ч а е м 

LN(S(t)) * (SN(t) -UN(t)9(t) \i - Q ] ) = 

E 
i=i 

Pi-2 \ Pi-k-i 

E E ( ^ ] ) 
k=o { j=i 

Bp<fi-k+i-j) 

(5

(N)(t) - f (t)9(t)) k + l * {5(t)+A(t)9(t)) k + l + 

+ 

или 

Pi-i I Pi-k 

E E ( ' ,#) A ^ f i - k + i - j ) 

[5(N) (t) - f (t)9(t)) k * (S(t)+ A(t)9(t)) k + QS(t) 

LN(S(t)) * (SN(t) -UN(t)9(t) [i - Q\) = 

E I E ( ; ^ ( j ) ) { B p r

- k + 2 - j ) - A p r

- k + i - j 

k=i {j=i 

x(5 ( N ) ( t ) - f (t)9(t)) k * (6(t)+ A(t)9(t)) k + Q5(t). 

О т с ю д а в силу о п р е д е л е н и я A-жордановой цепочки [1], [2] 

LN(S(t)) * (SN(t) -UN(t)9(t) [i - Q ] ) = QS(t), 

E 
i=i 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 
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т а к и м образом LN(S(t)) *EN(t) = iS(t), т.е. равенство (8) д о к а з а н о . 
С д р у г о й с т о р о н ы по л е м м е 2 и ф о р м у л е (9) п о л у ч а е м 

UN(t)9(t) [ i - Q] *LN(5(t)) = 

= T (j6(t)+ UN(t)9(t) * (5(t) + a(t)9(t))AT) [ i - <Q B-

-TUN(t)9(t) * (S(t)+ a(t)9(t)) \i - Q~\ A = T \i - <Q\ BS(t)+ 

+TUN(t)9(t) * (5(t)+ a(t)9(t)) (AT i - Q B - i - Q A) = 

=T i - QQ B (t). 

П о с к о л ь к у B = 0 , то по л е м м е 2 п о л у ч а е м 

[SN(t) -UN(t)9(t) [ i - Q ] ) *LN(S(t)) = 

E 
i=i 

Pi-2 (Pi-k-i 

£ £ (• ^fi-k+i-j) 

k=o j=2 

(5

(N)(t) - f (t)9(t)) k + 1 * (S(t)+A(t)9(tj) k + l + 

n 
+ 

i=i 

x [b(N)(t) - f (t)9(tf) k * (6(t)+ A(t)9(tf) k + 

n Pi 

Pi-i \ Pi-k 

£ £ ( ; A ^ ) ^ - k + 1 - j ) 

k=i I j=i 

E 
i=i 

£ I E ( ;В*Ф?+1) - A*^f]) v r - k + i - j ) 

k=i I j=i 

(5

(N) (t) - f (t)9(t)) k * (S(t)+A(t)9(t)) k + 

n Pi 

+ £ £ (• ,A* $ } ) №)m 

X 

X 

X 

X 
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О т с ю д а по о п р е д е л е н и ю A - ж о р д а н о в а н а б о р а [1] в ы т е к а е т равенство 

n Pi 

(SN (t) -UN (t)9(t) [i - Q]) *LN (S(t)) = £ £ ( ;A * ̂ f]) p r

+ i - j )5(t), 

из которого по ф о р м у л е (6) п о л у ч а е м равенство 

SN(t) *LN(S(t)) = 

n Pi \ 

T [i - Q] B + (;A*#) P ^ i + i - j ) ) S(t)= i5(t), 
i=i j=i 

з а в е р ш а ю щ е е д о к а з а т е л ь с т в о ф о р м у л ы (9) и т е о р е м ы в целом. • 

Наиболее простой вид ф о р м у л а (7) д л я ф у н д а м е н т а л ь н о й о п е р а т о р -
ф у н к ц и и SN (t) будет иметь при pi = p2 = ... = pn = 1, а именно: 

SN (t)= UN (t)9(t) \i - ^ ' ^ ^ W 

n 

i=i 

- £ ( s ( t ) +A(t)9(ti). 
i=i 

В этом с л у ч а е е д и н с т в е н н ы м обобщенным решением з а д а ч и К о ш и (1)-
(2) в классе K+ (Ei) обобщенных ф у н к ц и й с о г р а н и ч е н н ы м слева носи¬
т е л е м я в л я е т с я р е г у л я р н а я обобщенная ф у н к ц и я в и д а 

u(t)= SN(t) * ( f (t)9(t) + BUN-iS(t) + BUN-2§'(t) + 

+ • • • + Bui5(N-2) (t) + Buo5(N-i)(tf) . (10) 

П р я м ы м и в ы ч и с л е н и я м и находим 

n 

u(j )(t) =TBuj (f(j )(0) + A(j-i)(0)f (0) + A(j-2)(0)f'(0) + 
t=0 i=i 

+ • • • +A(0)f(j-i)(0),^(1^Pf1 = u j - £ (Auj + f(jj)(0) + A(0)f(j-i)(0) + 
i=i 

+ • • • +A(j-2)(0)f'(0) + A(j-i)(0)f (0),ф(1)) p(l) , j = 0,1,...,N - 1, 

отсюда в силу линейной независимости с и с т е м ы элементов { p ( i ) } полу¬
чаем 

n 

n 
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Т е о р е м а 2. Если в условиях теоремы 1 длины всех А-жордановых 
цепочек равны 1, то задача Коши (1)-(2) имеет в классе CN(t > 0,E1) 
единственное решение вида (10) тогда и только тогда, когда выполне¬
ны условия 

(АЩ + f ( j ) (0) + Л ( 0 ) / ( j - 1 ) ( 0 ) + ••• + A(j-2)(0)f/(0)+ 

+ A ( j - 1 ) (0)f ( 0 ) , ^ ( 1 ) ) = 0 , j = 0 , 1 , . . . , N — 1 , i = 1,...,n. (11) 

З а м е ч а н и е 1. Е с л и в у с л о в и я х т е о р е м ы 1 fi(t) = 0, то ф о р м у л а 
(7) с о в п а д а е т с основным результатом р а б о т ы [5], если a(t) = 0, то 
с ре зультатом р а б о т ы [2], а если a(t) = (3(t) = 0, то р а б о т ы [3]. 

З а м е ч а н и е 2 . Р е з у л ь т а т т е о р е м ы 1 допускает обобщение на с л у ч а и , 
когда о п е р а т о р B нетеров или о п е р а т о р н ы й п у ч о к (B — ХА) с п е к т р а л ь 
но, с е к т о р и а л ь н о или р а д и а л ь н о о г р а н и ч е н [6]. 

4 . П р и л о ж е н и я 

Исследуем две н а ч а л ь н о - к р а е в ы е з а д а ч и из теории колебаний в в я з -
к о у п р у г и х с р е д а х [7]. 

П р и м е р 1. Р а с с м о т р и м у р а в н е н и е 

t 

(Х — A ) v4 — (fi — А ) и — j g(t — т)(Y — A ) u(r, x)dr = f (t, x), (12) 
о 

где g(t),f (t,X) - з а д а н н ы е ф у н к ц и и , и = u(t,X) - и с к о м а я ф у н к ц и я , 
X & С Rm - о г р а н и ч е н н а я о б л а с т ь с бесконечно гладкой границей 
0Q, А - о п е р а т о р Л а п л а с а , и = u(t,x) определена на ц и л и н д р е R+ х Q 
и у д о в л е т в о р я е т н а ч а л ь н о - к р а е в ы м у с л о в и я м 

= u0(x), x & Q; и 
t=0 

= 0,t > 0. (13) 
хвЭП 

З а д а ч а К о ш и - Д и р и х л е (12)-(13) р е д у ц и р у е т с я к з а д а ч е К о ш и (1)-(2) 
если в ы б р а т ь б а н а х о в ы п р о с т р а н с т в E1 и E2 к а к соболевские , т.е. 

E i = S^v(x) & W 2

2 (Q) : v 

а о п е р а т о р ы А и B о п р е д е л и т ь ф о р м у л а м и 

= 0} ,E2 = W2(f), (14) 
on 

B = Х — A , A = fi — А , Х & a(A),/i = Х. (15) 
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В этом с л у ч а е 

Л — j Л — j 

о п е р а т о р B ф р е д г о л ь м о в , р а з м е р н о с т ь n я д р а о п е р а т о р а B р а в н а к р а т 
ности собственного з н а ч е н и я Л £ o~(A) о п е р а т о р а Л а п л а с а , д л и н ы всех 
A—жордановых цепочек б а з и с н ы х элементов я д р а tpi £ N(B),i = 

l,...,n р а в н ы 1, здесь Лср^ = Aipi,ipi = 0, т.е. в ы п о л н е н ы все 
хвЭП 

у с л о в и я т е о р е м ы 2. Т а к и м образом с п р а в е д л и в а с л е д у ю щ а я 

Т е о р е м а 3. Пусть для задачи Коши - Дирихле (12)-(13) простран
ства Ei и E2 выбраны как в (14), операторы A и B определены как 
в (15), Л £ <т(А), тогда задача Коши - Дирихле (12)-(13) однознач
но разрешима в классе C i(t > 0,E\) тогда и только тогда, когда 
начально-краевые условия (13) и функция f (t,x) удовлетворяют со¬
отношениям 

((fj, — Л)ио(Х) + f (0,X),Lpi (Х)^ = 0 , i = l,...,n. 

П р и м е р 2. Р а с с м о т р и м у р а в н е н и е 

t 

(Л — A) utt—5Aut—(j — A) u—j g(t—T)(j — A) u(r, x)dr = f (t, x), (16) 
0 

с н а ч а л ь н о - к р а е в ы м и у с л о в и я м и 

= u 0 ( x ) , u t 
t=0 

= u\(x), x £ Q; u 
t=0 

= 0 , t > 0. (17) 
хвЭП 

П о л о ж и м в уравнении (16) 5 = 0, п р о с т р а н с т в а E i и E2 в ы б р а н ы к а к в 
(14), о п е р а т о р ы A и B к а к в (15), тогда с п р а в е д л и в а 

Т е о р е м а 4. Пусть для задачи Коши - Дирихле (16)-(17) 5 = 0, про
странства Ei и E2 иоператоры A и B выберем как в (14) и (15), 
Л £ cr(A), тогда задача Коши - Дирихле (16)-(17) однозначно разреши-
мавклассе C2(t > 0,Ei) тогда и только тогда, когда начально-краевые 
условия (17) и функция f(t, x) удовлетворяют соотношениям 

((j — Л)2Ul(X) + (p — X)fl(0, X) + (Y — fjj)g(0)f (0, x),<pi(x)) =0, 

((fj, — Л)ио(^) + f (0,x),Lpi (x)^ = 0 , i = 1,...,n. 
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S i n g u l a r i n t e g r o - d i f f e r e n t i a l e q u a t i o n s o f t h e s p e c i a l t y p e i n 

B a n a c h spaces a n d i t ' s a p p l i c a t i o n s 

Abstract. In this paper Cauchy problem for singular integro- differential equation of 
the special type in Banach spaces is investigated with help of the theory of fundamental 
operator-functions. The corresponding fundamental operator-function is constructed, the 
conditions for equal generalized with classical solution are describet. The abstract results 
are illustrated by examples of the initial-bounbary problems of the mathematical theory 
of viscoelasticity. 

Keywords: Banach spaces; generalized function; Jordan set; Fredholm operator; 
fundamental operator-function. 
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