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А н н о т а ц и я . В статье рассматриваются вопросы сходимости и устойчивости байе-
с о в с к и х о ц е н о к при идентификации стохастическихсистем управления . Основным 
аппаратом при установлении ф а к т а сходимости в данной работе является инфор¬
мационная мера рассогласования м е ж д у оцениваемым распределением и оценкой. 
В качестве такой меры взято так называемое информационное число Кульбака -
Лейблера. В работе установлена сходимость оценки переходной ф у н к ц и и процесса 
к нестационарной переходной функции . 

К л ю ч е в ы е с л о в а : байесовские оценки; идентификация ; информационное число. 

1. П о с т а н о в к а з а д а ч и 

Под слепой и д е н т и ф и к а ц и е й будем п о н и м а т ь з а д а ч у и д е н т и ф и к а 
ции, к о т о р а я х а р а к т е р и з у е т с я той или иной степенью неопределенности 
относительно п а р а м е т р о в входного и выходного сигналов . Р е ш е н и е за¬
д а ч и слепой и д е н т и ф и к а ц и и д и н а м и ч е с к о й с и с т е м ы п р е д п о л а г а е т оцен¬
ку неизвестных п а р а м е т р о в системы т о л ь к о по н а б л ю д а е м о м у сигналу. 
Н а б л ю д а е т с я последовательность с л у ч а й н ы х величин xt & X условное 
распределение к о т о р ы х относительно x t - \ , п р и н а д л е ж и т з а д а н н о м у се
мейству V р аспределений , з а в и с я щ и х от x t - \ . В а ж н о й статистической 
з а д а ч е й я в л я е т с я восстановление переходной ф у н к ц и и процесса х ^ , т . е. 
определение состоятельной последовательности оценок Pt(dxt+i\xt), пе
реходной вероятности P(dxt+\\xt). З а д а ч а у с л о ж н я е т с я тем , что в ре
а л ь н ы х с и т у а ц и я х P(dxt+i\xt) з а в и с и т от неизвестного в е к т о р а пара 
м е т р о в в & 0 , т . е . P(dxt+\\xt,9). Ц е л ь статьи - и з л о ж е н и е р е к у р р е н т н о й 
к о н с т р у к ц и и байесовского процесса о ц е н и в а н и я и д о к а з а т е л ь с т в о схо-
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д и м о с т и ее к « и с т и н н о м у > р а с п р е д е л е н и ю . П р е д п о л а г а ю т с я с л е д у ю щ и е 
у с л о в и я регулярности . 

1. Д л я к а ж д о г о в £ в и xt £ X м е р а P(dx\xt,9) д о м и н и р у е т с я неот
р и ц а т е л ь н о й мерой m(dx) на X, т. е. с у щ е с т в у ю т плотности P(x\xt,9) 
относительно m(dx). 

2. в - и з м е р и м о е п р о с т р а н с т в о и P(x\xt,9) - и з м е р и м а я ф у н к ц и я 
при к а ж д о м x на и з м е р и м о м п р о с т р а н с т в е X х в. Обозначим 

P(xt+i\xt,v) = J P(xt+i\xt,9)dv(в), 

в 

где v - к о н е ч н а я м е р а н а в . С у щ е с т в у ю т и к о н е ч н ы и н т е г р а л ы 

i(e,Xt) = f i n № ± i ^ l ] P(Xt+1\Xtie)m(dy). 
X 

Процесс xt о п р е д е л я е м ы й переходной ф у н к ц и е й P(xt+l\xt,9) м о ж н о 
т р а к т о в а т ь к а к ч а с т и ч н о н а б л ю д а е м ы й м а р к о в с к и й процесс в ф а з о в о м 
п р о с т р а н с т в е X х в с переходной ф у н к ц и е й д л я в : 9t+i = 9t. И с п о л ь з у я 
к о н с т р у к ц и ю , п р е д л о ж е н н у ю А. А. Ю ш к е в и ч е м [1] д л я сведения з а д а ч и 
с неполной и н ф о р м а ц и е й к з а д а ч е с полной и н ф о р м а ц и е й , приходим 
к р а с с м о т р е н и ю процесса в ф а з о в о м п р о с т р а н с т в е X х H,где H -
п р о с т р а н с т в о распределений на в . П е р е х о д н а я ф и к ц и я этого процесса 
з а д а е т с я с о о т н о ш е н и я м и 

P(xt+i\xt ,vt) = J P (xt+i\xt ,9)vt(9)n(d9), (1.1) 

в 

ia\ ia\ P ( x t + i \ x t , в )

 ( л п ч vt+i(9) = Щ{0)— j 1.2 
P (xt+i\xt,vt) 

с н а ч а л ь н ы м и р а с п р е д е л е н и я м и P1 (xl),vl(9) = dvl/dn. 

2. И н ф о р м а ц и о н н о е ч и с л о К у л ь б а к а — Л е й б л е р а 

П у с т ь P i ( x ) и P2 (x) - в е р о я т н о с т н ы е м е р ы на и з м е р и м о м простран¬
стве относительно н е о т р и ц а т е л ь н о й м е р ы m(dx). 

О п р е д е л е н и е 1. Информационным число Кульбака - Лейблера назы
вают величину [2]. 

Л Л ; Р 2 ) = / [Xn^fhp^midx). (2.1) 
P 2 ( x ) 

X 
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Если интеграл (2.1) существует, то 

I (Pi (x); P2 (x)) > 0. 

При этом I(Pi(x); P2(x)) = 0, тогда и только тогда, когда почти 
всюду Pi(x)= P2(x). 

З д е с ь имеет место с л е д у ю щ е е у т в е р ж д е н и е . 

Т е о р е м а 1. Справедливо неравенство 

J 1{Р1{х)]Р2{х))>1- \Pi(x) - P2(x)\m(dx)\ . (2.2) 

X 

- 2 
) . 

Доказательство. Р а з л а г а я ф у н к ц и ю — ln(a) в окрестности т о ч к и а = 1 
в р я д Тейлора , имеем 

- 1 ° ' a ' = 1 - a + 2 [ l - № ' - 2

a ) p - ° ^ £ L 

П о л а г а я а = P2/Pi , п о л у ч и м 

X 

1 P 2 ( x ) 2 1 

~ 2 J 1 ~ р \ щ p i ( x ) m ( d x ) + 2 J V(y)m(dx), 
Pl<P2 Pi >P2 

где ip(x) > 0. О б о з н а ч и м /л(Л)= J Pi(x)m(dx) < 1, а м н о ж е с т в о A 
A 

о п р е д е л я е т с я неравенством Pi(x) >P2(x). 
Тогда 

A 

Т а к к а к 

J Шх) - Pi{x)\m{dxy\ . 

A 

[Pi (x) — P2 (x)]m(dx)= / [Pi (y) — P2(y)]m(dy) = 
J [Pi(x) — P2(x)]m(dx) = J 
A Pl<P2 

= J \Pi(x) - P2(x)\m(dx) = i J\Pi(x) - P2(x)\m(dx). 
Pl<P2 X 
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О к о н ч а т е л ь н о имеем неравенство 

1(Р1(х);Р2(х)) > У \Р2(х) - P1(x)\m(dx)]j > 
X 

>^ j \Р2{х) - Pi{x)\m{dx) . 
Y 

• 
Т а к и м образом , м е т р и к у р м о ж н о оценить сверху величиной ( 8 / ) 2 , 

т. е. д л я с т р е м л е н и я р —> 0 достаточно , ч т о б ы I —> 0. Д л я семейства 
н о р м а л ь н ы х р а с п р е д е л е н и й в ы п о л н я е т с я еще одно свойство . 

Т е о р е м а 2 . Пусть Po(x) - произвольное распределение в Rn сцен-
тром в точке a и ковариационной матрицей V. Рассмотрим семей
ство Q нормальных распределений в Rn, в котором q0(x) - нормальная 
плотность с тем же центром в a и ковариационной матрицей V. То
гда для любого q(x) £ Q выполняется неравенство / (Po ; qo) < I(P0; q). 
Равенство достигается тогда и только тогда, когда q = q0. 

Доказательство. В в и д у того ч т о ln q0/q— к в а д р а т и ч н а я ф о р м а , 

j\n(qo/q)Podx = j ln(qo/q)qodx 

X X 

О т с ю д а следует, что 

I (Po; q) = I (Po; qo) + I (qo; q). 

Т а к к а к 

I (Po; q) = J ln(Po/q)Po dx, I (qo; q) = J ln(qo/q)Podx, 

X X 

то 

I (Po; q) = j ln(Po/q)Podx + j ln(qo/q)Podx. 
X X 

П о э т о м у I(Po; qo) < I(Po; q) п р и ч е м равенство будет тогда и т о л ь к о 

тогда , когда I(qo; q) = 0, т. е. q = qo- • 
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3. А с и м п т о т и ч е с к и е с в о й с т в а п о с л е д о в а т е л ь н о с т и vt 

О п р е д е л и м переходную ф у н к ц и ю процесса {xt,Xt} с о о т н о ш е н и я м и 

P(xt+i\xt,Xt) = J Pe(xt+i\xt)Xt(9)n(d9), (3.1) 

e 

A m W = At(f>) *{Xt\llxi у (3.2) 
P (xt+i\xt,Xt) 

В качестве оценки ф у н к ц и и Xt(9) в ы б и р а е м распределение vt(9), опре¬
д е л я е м о е р е к у р р е н т н ы м соотношением (1.2) с п р о и з в о л ь н ы м началь¬
н ы м значением v i (9) . Установим, ч т о при T — оо переходная ф у н к ц и я 
P(xt+i\xt,vt) с тановится близкой к « и с т и н н о й > переходной ф у н к ц и и 
P (xt+i\xt,Xt). 

Т е о р е м а 3. [2,3]Пусть {xt,Xt} - марковский процесс, определяемый 
соотношениями (3.1) и (3.2). Тогда выполняется следующее неравен
ство: 

я ($>) < У in [ ^ ] \№*№, (з-з) 
t = 1 e 

где 

It = I(P(-\xt),Xt); P(-\xt,vt)). 

С л е д с т в и е 1. С вероятностью 1 справедливы соотношения 
оо 

V It < +oo; lim It = 0. 
t 

t=1 

Р а с п р е д е л е н и е X1(9) - произвольное . Н а п р и м е р , в качестве X1(9) мо¬
ж е т б ы т ь в з я т о любое распределение , сосредоточенное в сколь угод¬
но м а л о й окрестности Uo т о ч к и 9o. Тогда и все р а с п р е д е л е н и я X1(9) 
сосредоточены в этой окрестности . 

Процесс {xt,Xt} м о ж н о т р а к т о в а т ь с л е д у ю щ и м образом: 9t - с л у ч а й 
н а я в е л и ч и н а с р а с п р е д е л е н и е м Xt(9); xt+i - с л у ч а й н а я в е л и ч и н а с 
у с л о в н ы м распределением Pt(xt+i\xt,9t), п р и ч е м при всех t > 1 выпол
няется в к л ю ч е н и е 9t £ Uo. Т а к и м образом , процесс xt м о ж н о т р а к т о в а т ь 
к а к процесс, переходная ф у н к ц и я которого о п р е д е л я е т с я п а р а м е т р о м , 
п о д в е р ж е н н ы м « м а л ы м > в о з м у щ е н и я м . В в и д у в к л ю ч е н и я 9t £ Uo м о ж 
но о ж и д а т ь , ч т о д л я 9t = 9o оценки Pt(xt+1\xt,vt), будут б л и з к и к 
< и с т и н н о й > переходной ф у н к ц и и Pt(xt+1 \xt,9o), 

Е с л и множество в конечно, то о к р е с т н о с т ь т о ч к и 9i совпадает с 
точкой 9i ( м о ж н о в ы б р а т ь д и с к р е т н у ю т о п о л о г и ю ) . B этом с л у ч а е ин¬
т е г р а л ь н ы е с о о т н о ш е н и я п р и н и м а ю т вид к о н е ч н ы х или бесконечных 
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сумм, а ф у н к ц и и vt(9) п р е в р а щ а ю т с я в в е р о я т н о с т н ы е последователь 
ности vt(i),i = 1, 2,... . Тогда соотношение (3.3) п р и н и м а е т вид 

о 

E($2 It) <—ln V1(io), 
t=1 

где io - номер переходной ф у н к ц и и , о п р е д е л я ю щ и й процесс x t ; 

о 

It = I(Pio; Pt),Pt = £ Pi(xt+1\xt)vt(i). 
t=1 

4. Л и н е й н ы е р а з н о с т н ы е у р а в н е н и я 

Р а с с м о т р и м линейное разностное у р а в н е н и е n-го п о р я д к а с нормаль¬
н ы м и в о з м у щ а ю щ и м и в о з д е й с т в и я м и . 

k=n—1 

xt+1 = £ akxt—k + ft+1, 
k=o 

здесь ak - постоянные к о э ф ф и ц и е н т ы , ft - последовательность неза
в и с и м ы х гауссовских величин с нулевым с р е д н и м и дисперсией а2 . 
П у с т ь xt н а б л ю д а ю т с я , к о э ф ф и ц и е н т ы ak неизвестны. Н а процессе { xt} 
р а с с м о т р и м ф у н к ц и о н а л 

1 T 

J = l i m - S^Exh (4.1) 
t=1 

Введем с л е д у ю щ и е обозначения : 9' = (ao,a1, ...,an—1). Тогда 

xt+1 = 9'zt + ft+1,zt = (xt,xt—1,...,xt—n). (4.2) 

П е р е х о д н а я ф у н к ц и я процесса, о п р е д е л я е м а я этим уравнением , имеет 
вид 

Pe (xt+1\zt)= F (xt+1 — 9'zt), 

где F(y) - п л о т н о с т ь р а с п р е д е л е н и я с л у ч а й н о й в е л и ч и н ы ft. Байесов¬
с к у ю к о н с т р у к ц и ю , с в я з а н н у ю с семейством переходных ф у н к ц и й 
Pe(xt+1 \ zt), п р е д с т а в и м с л е д у ю щ и м образом: 

P (xt+1\vt,zt) = J F (xt+1 — 9'zt)vt (9)n(d9), 

e 

F(xt+1 — 9'zt) 

ft+i(0) = vt(0)— : - . 4.3 
P (xt+1\vt,zt) 
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П у с т ь vt(9) - п л о т н о с т ь н о р м а л ь н о г о с л у ч а й н о г о в е к т о р а со с ре дн и м 
значением 9t и к о р р е л я ц и о н н о й м а т р и ц е й б ^ . Т о г д а v t +i(9) - п л о т н о с т ь 
н о р м а л ь н о г о в е к т о р а с к о р р е л я ц и о н н о й м а т р и ц е й S t + i и с ре дн и м зна
чением 9 t +i , п р и ч е м с п р а в е д л и в ы р е к у р р е н т н ы е соотношения , а н а л о 
г и ч н ы е с о о т н о ш е н и я м д и с к р е т н о г о ф и л ь т р а К а л м а н а 

^t+i = &t 1 ^ ztzt> 
<Tf 2 

9 t + i = St+ilSy^t + -L(Xt+i)zt]. (4.4) 

И з этих соотношений вытекает , что в с л у ч а е гауссовских величин ft  

а п о с т е р и о р н ы е плотности vt(9) р а с п р е д е л е н и я о б л а д а ю т и н т е р е с н ы м 
свойством - их к о р р е л я ц и о н н ы е м а т р и ц ы монотонно у б ы в а ю т : S t + i < 
St. 

И в з а к л ю ч е н и е р а с с м о т р и м с л е д у ю щ у ю теорему. 

Т е о р е м а 4 . Пусть vt(9) - последовательность апостериорных рас
пределении, соответствующих нормальному априорному распределе
нию щ(9),при,чем nS1 <I. Пусть X(9) - плотность распределения, 
сосредоточенного в ограниченной области, удовлетворяющая неравен
ству X(9) <Cv(9). Тогда выполняются неравенства 

E{zt;}< const. 

Доказательство. В в и д у неравенства Ezt2 <CE\z2 д л я д о к а з а т е л ь с т в а 
о г р а н и ч е н н о с т и последовательности Ezt д о с т а т о ч н о п о к а з а т ь ограни
ченность последовательности Exz^. П о с л е д о в а т е л ь н о с т ь м а т р и ц St мо
нотонно у б ы в а е т при всех t > 1, поэтому в ы п о л н я е т с я неравенство 

I — nSt > I — nS0 > e0I, 

если в е л и ч и н а ео д о с т а т о ч н о м а л а . С л е д о в а т е л ь н о , 

EV(zt+i) <pEV(zt) + nd2, 

где p< 1, V (zt) - к в а д р а т и ч н а я ф о р м а и Efj2 = dd2 . О т с ю д а EV (zt) < 
const, что э к в и в а л е н т н о о г р а н и ч е н н о с т и Ez2. • 

П о я с н и м с м ы с л у т в е р ж д е н и й этой т е о р е м ы . Процесс (xt; ^ ^ о б у 
с л о в л е н н ы й переходной ф у н к ц и е й P(xt+i\zt,vt), м о ж н о т р а к т о в а т ь к а к 
процесс, о п р е д е л я е м ы й у р а в н е н и е м 

xt+i = 9^ zt + ft+i, 

где 9t - с л у ч а й н ы й в е к т о р с распределением Xt(9). Т а к к а к носитель 
р а с п р е д е л е н и я Xt(9) сосредоточен в окрестности т о ч к и 9о, то при yt вы¬
п о л н я е т с я неравенство \ 9t— 9о\ <е. Т а к и м образом , т е о р е м а у т в е р ж д а е т , 
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что байесовской процесс о ц е н и в а н и я м и н и м и з и р у е т в е л и ч и н у (4.1) на 
р е ш е н и я х у р а в н е н и я (4.2) с « м а л ы м > с л у ч а й н ы м в о з м у щ е н и е м в е к т о р а 
к о э ф ф и ц и е н т о в . Естественно , м о ж н о н а д е я т ь с я , ч т о он будет миними¬
з и р о в а т ь эту в е л и ч и н у и д л я у р а в н е н и я с н е в о з м у щ е н н ы м в е к т о р о м 
п а р а м е т р о в 9t = 90. 
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convergence is the information measure of the mismatch between the given distribution 
and the estimation. As a measure, the so-called information number of Kulbaka - Leiblera 
is taken. The convergence of the estimation of the transitive function to the process to 
the nonstationary transitive function is established. 

Keywords: Bayesian estimation, identification, information number. 
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