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Одна из основных задач в многозначной логике связана с выразимо-
стью: заданную многозначную функцию или класс функций требуется
представить, используя лишь функции некоторого имеющегося мно-
жества. Указанную задачу, несколько уменьшив общность постанов-
ки, можно переформулировать в задачу описания решетки замкнутых
относительно операции суперпозиции классов функций многозначной
логики. Для двузначной логики (булевых дискретных функций) данная
задача была полностью решена Э. Постом [9]. Однако оказалось, что
в случае большей значности описать решетку замкнутых относительно
операции суперпозиции классов функций невозможно, в частности, по
причине континуальности множества ее элементов [8].

В связи с указанными трудностями работы по изучению решетки
замкнутых классов функций многозначной логики разделились на два
направления. Первое из них — разработка более сильных операторов
замыкания, которые позволяли бы сжимать решетку замкнутых клас-
сов до счетного или конечного множества, которое уже возможно опи-
сать и исследовать. Второе направление — изучение различных под-
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множеств решетки замкнутых классов функций многозначной логики.
В данной работе рассматривается структура надрешетки некоторых
семейств классов монотонных функций.

Одним из авторов было доказано [3, 2], что в случае, когда класс
монотонных функций не является предполным, его надструктура (то
есть множество содержащих его классов) может быть бесконечна. В
статье [5] авторами было показано, что такая надструктура может со-
держать бесконечное число классов, не являющихся предикатно-опи-
суемыми. В [2, 4] были получены критерии наличия бесконечной над-
структуры для классов монотонных функций, сохраняющих частично
упорядоченные множества с единственным минимальным элементом
и двумя или тремя максимальными, а также с двумя минимальны-
ми и двумя максимальными элементами. Указанные критерии имеют
следующий вид: класс монотонных функций имеет бесконечную над-
структуру тогда и только тогда, когда порождающее его частично упо-
рядоченное множество содержит некоторое фиксированное подмноже-
ство. Естественным образом возникает вопрос: можно ли придумать
подобный критерий для произвольного класса монотонных функций.

В данной работе строятся новые классы монотонных функций, обла-
дающие бесконечной надструктурой. При этом частично упорядочен-
ные множества, порождающие указанные классы монотонных функ-
ций, образуют бесконечное семейство, элементы которого не удается
описать условием наличия в них некоторого конечного подмножества.

Введем необходимые определения. Обозначим через Ek множество
{0, 1, . . . , k − 1}.

Определение 1. Функция f(x1, . . . , xn) называется функцией k-зна-
чной логики (k � 2), если она определена на En

k и все ее значения
принадлежат Ek.

Будем использовать следующие стандартные обозначения. Множе-
ство всех функций k-значной логики обозначим Pk. Для любого под-
множества A из Pk через [A] будем обозначать замыкание относитель-
но операции суперпозиции (для функций далее везде будет идти речь
именно об этом типе замыкания).

Пусть на Ek задано некоторое отношение частичного порядка r.
Возьмем два произвольных набора ã = (a1, . . . , an) и b̃ = (b1, . . . , bn) из
En

k . Будем говорить, что ã не превосходит b̃ относительно частичного
порядка r и записывать ã �r b̃, если для любого 1 � i � n справедливо
неравенство ai �r bi.

Определение 2. Функция f(x1, . . . , xn) называется монотонной от-
носительно частичного порядка r, если для любых двух наборов ã, b̃ ∈
En

k таких, что ã �r b̃, выполнено f(ã) �r f(b̃). Множество всех
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функций из Pk, монотонных относительно r, называется классом мо-
нотонных функций Mr.

Для наглядности везде далее будем задавать частичный порядок
r частично упорядоченным множеством (ЧУМ) H из элементов Ek и
соответствующий класс обозначать MH .

Определение 3. Пусть p(x1, . . . , xm) — некоторый предикат, опре-
деленный на Em

k , f(y1, . . . , yn) – функция из Pk. Говорят, что функ-
ция f(y1, . . . , yn) сохраняет предикат p(x1, . . . , xm), если для любых n
наборов ãi = (ai1, . . . , aim), i ∈ {1, . . . , n}, удовлетворяющих предика-
ту p, набор

(
f(a11, . . . , an1), . . . , f(a1m, . . . , anm)

)
также удовлетворя-

ет предикату p. По определению будем считать, что тождественно
ложный предикат сохраняет любая функция.

Будем обозначать через Pol(p) множество всех функций, сохраня-
ющих предикат p. Класс MH является замкнутым классом функций,
сохраняющих предикат R(x, y) = TRUE ⇐⇒ x �r y [7]. Везде далее в
выражении "монотонный класс задается предикатом R“ подразумева-
ется именно описанный предикат R(x, y).

Одним из семейств предполных классов функций k-значной логики
при k � 3 (везде далее рассматриваются только такие k) является неко-
торое подмножество всех классов монотонных функций [10]. Класс MH

является предполным тогда и только тогда, когда ЧУМ H обладает в
точности одним максимальным и одним минимальным элементом [6].

На множестве предикатов вводятся следующие операции: отождеств-
ление переменных, конъюнкция и добавление квантора существования
по какой-либо переменной (проекция). Для произвольного множества
предикатов P через [P ] будем обозначать его замыкание относитель-
но указанных операций. Подробное определение этих операций можно
найти в [1].

Лемма 1 ([1]). Если p1 ∈ [p2], то Pol(p2) ⊆ Pol(p1).

Пусть предикат p задается формулой F над системой {R}, где R —
предикат, задающий класс монотонных функций. Далее будем рассмат-
ривать только формулы с вынесенными вперед кванторами существова-
ния, поскольку любую формулу можно привести к указанному виду. Со-
поставим F ориентированный граф GF по следующему правилу: между
множеством вершин GF и множеством переменных F (учитываем и
свободные, и связанные) существует взаимно однозначное соответствие.
Вершину, соответствующую переменной x, пометим символом

”
x“, ес-

ли переменная x свободная, и
”
∃x“, если связанная. Данную вершину

будем обозначать vx. В графе GF есть ориентированное ребро (vx, vy)
тогда и только тогда, когда в формуле F содержится запись R(y, x).
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Далее нам потребуются некоторые свойства предикатов, доказатель-
ства которых содержатся в [2]. Обозначим через F множество формул
над {R}, графы которых не имеют ориентированных циклов.

Лемма 2 ([2]). Пусть R — предикат, задающий класс монотонных
функций, p1, p2 ∈ [R], Pol p1 ⊆ Pol p2, предикат p2 реализуется над {R}
формулой из F . Тогда p2 ∈ [p1].

Определение 4. Предикат p(x1, . . . , xn), где n � 2, назовем невы-
рожденным, если существует набор ã ∈ En

k такой, что p(ã) = FALSE,
но для любого номера i ∈ {1, . . . , n} существует элемент bi ∈ Ek

такой, что p(a1, . . . , ai−1, bi, ai+1, . . . , an) = TRUE. Одноместный пре-
дикат невырожден тогда и только тогда, когда он отличен от тож-
дественно истинного и ложного предикатов. В противном случае пре-
дикат назовем вырожденным.

Лемма 3 ([2]). Пусть ЧУМ H имеет единственный минимальный
элемент, R — предикат, задающий класс монотонных функций MH .
Пусть p1(x1, . . . , xn1), . . . , pl(x1, . . . , xnl

) ∈ [R] — невырожденные преди-
каты местности соответственно n1, . . . , nl, задаваемые формулами
из F , n = max(n1, . . . , nl), Pol pi �= PolR. Тогда любой невырожденный
предикат p′ из множества [p1, . . . , pl] имеет местность r � n.

Обозначим через H ′
n ЧУМ, полученное из n-мерного булева куба

Bn выбрасыванием минимального и максимального элементов, через
Hn обозначим ЧУМ, полученное из H ′

n выбрасыванием всех его мак-
симальных элементов (или иначе, выбрасыванием из Bn верхних двух
слоев и минимального элемента). Через Ln обозначим ЧУМ, полученное
из H ′

n добавлением двух не сравнимых между собой элементов a1, a2,
которые меньше всех остальных элементов H ′

n, а также общего ми-
нимума amin (см. рисунок 1). Максимальные элементы множества Ln

обозначим через m1, . . . ,mn, все остальные элементы обозначим через
aW , где W ⊆ {1, . . . , n} — множество индексов элементов m1, . . . ,mn,
которые превосходят aW .

Аналогично, для произвольного ЧУМ L, имеющего n максимальных
элементов s1, . . . , sn, обозначим через MW , где W ⊆ {1, . . . , n}, множе-
ство элементов L, каждый из которых меньше максимумов с индексами
из W и только их.

Определение 5. Будем говорить, что ЧУМ L принадлежит семей-
ству Tn, если L имеет n максимальных и один минимальный элемент
и содержит подмножество Ln со следующими условиями:

1) для любого i ∈ {1, . . . , n} справедливо: элемент mi при вложении
попадает в множество M{i} ЧУМ L;
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Рис. 1. Частично упорядоченное множество Ln.

2) каждый элемент aW при вложении попадает в множество MW

ЧУМ L;

3) в ЧУМ L не появляется элемента из множества M{1,...,n}, кото-
рый больше элементов a1, a2.

Теорема 1. Для любого числа n � 3 и любого ЧУМ L ∈ Tn класс
монотонных функций ML обладает бесконечной надструктурой.

Доказательство. Возьмем любое ЧУМ L ∈ Tn, где n � 3 — произ-
вольное число. Пусть класс ML задается предикатом R. Введем (n +
2l)-местные предикаты pn,l, задаваемые над {R} формулами Fn,l, граф
которых изображен на рисунке 2, где n � 3, l � 2. Чтобы не за-
громождать рисунок, ориентация ребер не указана; подразумевается,
что все ребра направлены сверху вниз. Данный граф будем трактовать
как диаграмму Хассе некоторого ЧУМ, поэтому использование в его
изображении множества Hn корректно. Для краткости вершины графа
будем обозначать символами переменных формулы (везде далее будет
оговорено, идет ли речь о вершинах или самих переменных). В гра-
фе присутствует (l− 1) фрагмент одинаковой структуры W1, . . . ,Wl−1,
каждый из которых состоит из множества Hn со своими метками вер-
шин и связанной с ним пары переменных. Причем для любого Wi,
i = 1, . . . , l− 1, множество Hn вместе с вершинами y(i−1)n+1, . . . , yin или
вместе с вершинами yin+1, . . . , y(i+1)n образует множество H ′

n. Вершины
xn+2i−1, xn+2i несравнимы и меньше всех остальных элементов Wi. Все
переменные xj , j = 1, . . . , n+ 2l, и только они являются свободными.

Покажем далее, что предикаты pn,l являются невырожденными. Обо-
значим (n+2l)-местный набор (m1, . . . ,mn, a1, a2, a1, a2, . . . , a1, a2) через
ãn,l.

Докажем вспомогательные утверждения.

Лемма 4. pn,l(ãn,l) = FALSE.
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Рис. 2. Граф формулы Fn,l, задающей предикат pn,l(x1, . . . , xn+2l).

Доказательство. Будем присваивать значения переменным формулы
Fn,l. Переменные x1, . . . , xn принимают на наборе ãn,l значения соответ-
ственно m1, . . . ,mn. Поскольку указанные значения являются макси-
мальными элементами множества Ln, то в ЧУМ L указанные значения
принадлежат соответственно множествам M{1}, . . . ,M{n}, и переменные
y1, . . . , yn примут значения соответственно из множеств M{1}, . . . ,M{n}
ЧУМ L. Везде далее в доказательстве, когда речь будет идти о множе-
ствах MW , будут подразумеваться именно множества ЧУМ L.

Рассмотрим далее фрагментW1 и покажем, что переменные yn+1, . . .,
y2n также примут значения из множеств M{1}, . . . ,M{n} соответственно.

Рассмотрим множество Hn фрагмента W1. Обозначим его перемен-
ные через yW , где W ⊆ {1, . . . , n} — множество индексов переменных
y1, . . . , yn, соответствующие которым элементы W1 больше элемента
yW . Поскольку переменные xn+1, xn+2 принимают на наборе ãn,l значе-
ния a1, a2, то все переменные Hn должны принять значения, большие
a1, a2. В силу присвоенных переменным y1, . . . , yn значений каждая пе-
ременная yW из Hn должна принять значение из множества MW ′ , где
W ⊆W ′.

Покажем далее по индукции, что для всех переменных Hn будет
справедливо W =W ′.

Рассмотрим самый нижний слой множества Hn фрагмента W1. Как
было сказано выше, каждая переменная yWi указанного слоя (здесь
множества Wi получаются выбрасыванием одного элемента из множе-
ства {1, . . . , n}) принимает значение из MW ′

i
, где Wi ⊆ W ′

i . Получаем,
что множество W ′

i может либо совпадать с Wi, либо с множеством
{1, . . . , n}. Но в последнем случае был бы получен элемент, меньший
всех максимумов m1, . . . ,mn и больший a1, a2. По определению семей-
ства Tn такого элемента не существует. Таким образом, для всех пере-
менных yWi нижнего слоя W ′

i =Wi.
Пусть равенство W = W ′ справедливо для всех переменных мно-

жества Hn фрагмента W1 из нижних (t − 1) слоев (t > 2). Покажем
справедливость для t-го слоя. Предположим, что для некоторой пе-
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ременной yW указанного слоя справедливо W ⊂ W ′. Не ограничивая
общности положим W = {1, . . . , n − t}. Пусть b ∈ W ′ \W . Поскольку
t > 2, найдется элемент c, отличный от 1, . . . , n− t и b. Рассмотрим пе-
ременную yW

⋃{c}. По определению ЧУМ Hn справедливо yW ⋃{c} � yW
(здесь переменные рассматриваются как элементы ЧУМ). Переменная
yW

⋃{c} принадлежит предыдущему слою ((t−1)-й, если считать снизу),
для которого уже доказано, чтоW

⋃
{c} = {1, . . . , n−t, c}. Но поскольку

b ∈ W ′, то переменная yW принимает некоторое значение, меньшее
элемента mb, следовательно, и переменная yW ⋃{c} принимает значение,
меньшее mb, откуда b ∈W

⋃
{c}. Полученное противоречие доказывает,

что W ′ = {1, . . . , n − t}.
Итак, было показано, что любая yW из Hn принимает значение из

множества MW . Поскольку верхний слой Hn состоит из переменных ви-
да y{i,j}, где i �= j, i, j ∈ {1, . . . , n}, получаем, что переменные yn+1, . . . ,
y2n принимают значения из множеств M{1}, . . . ,M{n} соответственно.

Рассматривая аналогичным образом фрагмент за фрагментом графа
формулы Fn,l, получим, что переменные y(l−1)n+1, . . . , yln также прини-
мают значения из множествM{1}, . . . ,M{n} соответственно. Но перемен-
ные xn+2l−1, xn+2l принимают на наборе ãn,l значения a1, a2. Получаем,
что для переменной yln+1 требуется значение, меньшее всех максимумов
m1, . . . ,mn и большее элементов a1, a2. Но такого элемента в множестве
L по определению семейства Tn нет.

Итак, невозможно корректно присвоить значения всем переменным
формулы Fn,l на наборе ãn,l. Таким образом, получаем, что pn,l(ãn,l) =
FALSE.

Лемма доказана.

Обозначим для любого i = 1, . . . , n + 2l через ãin,l набор длины n +
2l − 1, совпадающий с набором ãn,l с удаленной i-той компонентой.

Лемма 5. Для любого i ∈ {1, . . . , n+ 2l} справедливо(
∃xi pn,l(x1, . . . , xn+2l)

)
(ãin,l) = TRUE.

Доказательство. Рассмотрим вначале случай, когда i ∈ {1, . . . , n}. Не
ограничивая общности, будем считать, что i = 1 (остальные случаи
доказываются абсолютно аналогично). По переменной x1 берется про-
екция, поэтому ей можно присвоить любое значение. Пусть это будет
m2. Переменные x2, . . . , xn примут соответственно значения m2, . . . ,mn.
Присвоим переменным y1, . . . , yn соответственно значения m2, m2, m3,
. . ., mn. Рассмотрим фрагмент W1. Возьмем произвольную перемен-
ную y из множества Hn. Рассматривая граф формулы предиката как
ЧУМ, имеем, что элемент y меньше элементов из некоторого подмно-
жества множества {y1, . . . , yn}. Пусть в результате присвоения выше
переменные указанного подмножества приняли значения mj1 , . . . ,mjs .
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Присвоим переменной y значение a{j1,...,js}. В силу определения мно-
жества Ln и семейства Tn все указанные значения найдутся и прове-
денное присвоение корректно. При этом можно присвоить переменным
yn+1, . . . , yn значения m2,m2,m3, . . . ,mn. Проводя аналогичную проце-
дуру для всех фрагментов, вплоть до Wl−1, получим, что переменные
y(l−1)n+1, . . . , yln также принимают значения m2,m2,m3, . . . ,mn. Пере-
менной yln+1 присвоим значение a{2,...,n}. Данное присвоение корректно,
то есть для любого ориентированного ребра (vy, vx) графа формулы Fn,l

вершине vx присвоено значение, меньше либо равное в смысле отноше-
ния R значения из вершины vy, что и означает истинность предиката
pn,l на рассматриваемом наборе.

Пусть теперь n + 1 � i � n + 2l − 2. Это означает, что в неко-
тором фрагменте Wj, 1 � j � l − 1, берется проекция по одной из
переменных xn+2j−1, xn+2j . Присвоим указанной переменной значение
так, чтобы пара переменных (xn+2j−1, xn+2j) приняла значение (as, as),
где s = 1 или s = 2. Во всех фрагментах W1, . . . ,Wj−1 присвоим зна-
чения переменным, как было описано в лемме 4. При этом переменные
y(j−1)n+1, . . . , yjn примут значения из множеств M{1}, . . . ,M{n} соответ-
ственно. Всем переменным множества Hn рассматриваемого фрагмента
Wj присвоим значения as. Всем остальным переменным (фрагменты
Wj+1, . . . ,Wl−1, переменные y(l−1)n+1, . . . , yln+1) присвоим значение m1.
Данное присвоение также корректно.

Пусть наконец i = n+2l−1 или i = n+2l. Возьмем проекцию так, что-
бы пара переменных (xn+2l−1, xn+2l) приняла значение (as, as), где s = 1
или s = 2. Переменной yln+1 также присвоим значение as. Всем осталь-
ным переменным формулы присвоим значения, как это было описано в
лемме 4. Данное присвоение также корректно.

Итак, для любого i ∈ {1, . . . , n+ 2l} на наборе ãn,l можно корректно
присвоить значения переменным формулы, задающей проекцию преди-
ката pn,l по переменной xi.

Лемма доказана.

Из двух доказанных лемм по определению получаем, что предикаты
pn,l являются невырожденными. Обозначим классы Al = Pol pn,l. По
лемме 1 все указанные классы содержат класс монотонных функций
ML.

Предположим далее, что для некоторых различных номеров i, j �
2 справедливо Ai = Aj . Отметим, что формулы, задающие предика-
ты pn,l, принадлежат семейству F . В силу леммы 2 из соотношений
Pol pn,i ⊆ Pol pn,j и Pol pn,j ⊆ Pol pn,i следует pn,j ∈ [pn,i] и pn,i ∈
[pn,j]. Однако, согласно лемме 3, невозможно реализовать невырожден-
ный предикат большей местности невырожденным предикатом мень-
шей местности. Полученное противоречие доказывает, что все классы
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Al различны и образуют бесконечную надструктуру класса монотонных
функций ML.

Поскольку класс монотонных функций не меняется при инвертиро-
вании порождающего его ЧУМ [6], все доказанные результаты справед-
ливы, если инвертировать исходное ЧУМ Ln, изображенное на рисун-
ке 1.

Таким образом, было получено бесконечное семейство классов моно-
тонных функций, обладающих бесконечной надструктурой. При этом
ЧУМ, порождающие указанные классы, из-за особенностей их стро-
ения не удается описать простым критерием содержания некоторого
фиксированного подмножества. В свете полученных результатов зада-
ча нахождения критерия наличия бесконечной надструктуры для про-
извольных классов монотонных функций представляется достаточно
сложной.
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Abstract. We consider closed classes of monotone functions in multivalued logic with
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