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последовательных приближений устанавливается существование и единственность
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1. Введение

Широко известно [1], что использование понятия классического
(гладкого) решения дифференциальных задач часто является затруд-
нительным, а иногда и вообще неприемлимым. Как правило, это объяс-
няется необходимостью изучения задач с недостаточно гладкими или
даже разрывными функциями, с помощью которых формулируются
начально-граничные условия, правые части уравнений, коэффициенты
дифференциального оператора и т. п. Существует множество спосо-
бов, которые могут быть положены в основу определения обобщенного
решения. К ним относятся, например, интегральные законы сохране-
ния, искусственная вязкость, разностные аппроксимации, интеграль-
ные усреднения дифференциальных операторов и т.д.

∗ Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проекты 11-01-00713, 12-
01-98009) и федеральной целевой программы "Научные и научно-педагогические
кадры инновационной России" на 2009–2013 гг.
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При исследовании задач оптимального управления системами и
уравнениями с распределенными параметрами наиболее часто прибе-
гают к обобщенным решениям по Соболеву. По-видимому, это объяс-
няется, прежде всего, простотой и универсальностью такого подхода.
Однако указанный способ имеет и существенные недостатки, отмечен-
ные, в частности, в [2, с. 575]. Например, это необходимость отдельного,
не связанного с обоснованием существования обобщенного решения, на-
хождения оценок его роста относительно входных данных; доказатель-
ства формулы интегрирования по частям; вывод сопряженной задачи;
выяснение и обоснование аналитических свойств решений исходной и
сопряженной задач.

Указанных недостатков удается избежать при конструировании обо-
бщенного решения дифференциальной задачи как решения эквивалент-
ной интегральной задачи. Именно такой подход является общеприня-
тым в системах обыкновенных дифференциальных уравнений при по-
строении решения по Каратеодори [3; 4]. Так же успешно он применя-
ется и при обосновании решения в "широком смысле" (непрерывного,
но с разрывными частными производными) в гиперболических систе-
мах одномерных полулинейных уравнений [1]. Эта идея определения
обобщенного решения использовалась в гиперболических системах од-
номерных [5] и многомерных [6; 7] полулинейных уравнений, а также в
различных начально-краевых задачах для волнового уравнения [8].

Целью настоящей работы является распространение указанного под-
хода на класс параболических уравнений.

2. Постановка задачи

В прямоугольнике Π = S × T плоскости переменных (s, t), S =
(s0, s1), T = (t0, t1) рассмотрим уравнение теплопроводности

xt − a2(s)xss = f(x, xs, s, t) (1.1)

с начальными
x(s, t0) = x0(s), s ∈ S (1.2)

и граничными

x(s0, t) = q0(t), x(s1, t) = q1(t), t ∈ T (1.3)

условиями.
Здесь t – время, s – пространственная переменная, x = x(s, t) –

искомое решение; a = a(s) – гладкая на S функция, причем 0 < a0 ≤
a(s) ≤ a∞ < +∞; s ∈ S; f = f(x, y, s, t) непрерывна по Липшицу по
переменным (x, y) в R2 при фиксированных (s, t) ∈ Π и суммируема в
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Π при фиксированных значениях (x, y) ∈ R2; функции x0 = x0(s), qi =
q0(t), i = 0, 1 суммируемы в S и T соответственно.

Требуется построить обобщенное решение x, установить оценки его
роста относительно входных параметров задачи (1.1)-(1.3), а именно,
функций f, x0 и qi, i = 0, 1, а также оценить его аналитические свой-
ства.

3. Интегральный эквивалент

Введем замену переменных, положив s = s(η) и потребовав, что-
бы эта функция удовлетворяла обыкновенному дифференциальному
уравнению

ds

dη
= a(s)

с начальным условием s(η0) = s0.
В силу положительности функции a = a(s), s ∈ S, функция s = s(η)

является монотонно возрастающей на интервале (η0, η1), где η1 выбира-
ется из условия s(η1) = s1. Поэтому существует и обратное отображение
η = η(s), переводящее отрезок [s0, s1] в отрезок [η0, η1]. Кроме того, на
интервале S справедливо равенство

dη

ds
=

1

a(s)

и η(s0) = η0, η(s1) = η1.
Нетрудно видеть, что

xη = xsa(s), xηη = xssa
2(s) + xsa

′(s)a(s).

Следовательно, в терминах новой пространственной переменной η
уравнение (1.1) принимает вид

xt − xηη = f

(
x,

xη
a(s(η))

, s(η), t

)
− a′(s(η))xη .

Таким образом, при естественных предположениях о гладкости, не-
отрицательности и ограниченности функции a = a(s) уравнение вида
(1.1) всегда может быть сведено к уравнению того же вида, но с еди-
ничным коэффициентом при второй частной производной по простран-
ственной переменной от решения в дифференциальном операторе. Это
означает, что не ограничивая общности задачи (1.1)-(1.3), далее будем
считать, что в уравнении (1.1) a(s) = 1, s ∈ S. Для функций x, имею-
щих непрерывные первую производную по времени и вторую производ-
ную по пространственной переменной, будем использовать обозначение
Dx = xt − xss.
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Перейдем к построению интегрального эквивалента задачи (1.1)–
(1.3), используя известное (см., например, [9, 10]) фундаментальное
решение для уравнения теплопроводности:

X (s− ξ, t− τ) =
e
−
(

s−ξ
4(t−τ)

)2

2
√
π(t− τ)

.

Действуя по схеме [10, с. 370-373], можно установить, что на гладких
решениях задачи (1.1)-(1.3) функции

x(x0; s, t) =

∫ ∞

−∞
X (s− ξ, t− t0)x̌

0(ξ)dξ,

x(f ; s, t) =

∫ t

t0

∫ ∞

−∞
X (s− ξ, t− τ)f̌ [ξ, τ ]dξdτ

обладают свойствами

Dx(x0; s, t) = 0, (s, t) ∈ Π, x(x0; s, t0) = x0(s), s ∈ S,

x(x0; s0, t) = x(x0; s1, t) = 0, t ∈ T,
Dx(f ; s, t) = f(x(s, t), xs(s, t), s, t), (s, t) ∈ Π, x(f ; s, t0) = 0, s ∈ S,

x(f ; s0, t) = x(f ; s1, t) = 0, t ∈ T.
Здесь функции x̌0 = x̌0(ξ), f̌ = f̌ [ξ, τ ] = f(x(ξ, τ), xξ(ξ, τ), ξ, τ) стро-

ятся по функциям x0 и f как их антисимметрические продолжения по
пространственной переменной на всю вещественную ось:

x̌0(ξ ± kl) = (−1)kx0(ξ),

f̌ [ξ ± kl, τ ] = (−1)kf(x(ξ, τ), xξ(ξ, τ), ξ, τ),
ξ ∈ S, τ ∈ T, l = s1 − s0, k = 0, 1, 2, ...

Для завершения построения интегрального эквивалента задачи (1.1)-
(1.3) остается указать ее решения, "отвечающие"за граничные условия
(1.3). Пусть

y̌i(ξ ± 2kl) = −(−1)i2k, ξ ∈ S, k = 0, 1, ..., i = 0, 1.

В плоскости переменных (s, t) определим функции

yi(s, t) =

{∫∞
−∞ X (s− ξ, t− τ)y̌i(ξ)dξ, t > 0,

0, t ≤ 0, i = 0, 1.

Аналогично предыдущим устанавливаем справедливость равенств

Dyi = 0, (s, t) ∈ Π, yi(s, t0) = 0, yi(sj, t) =

{
1, i = j, t > 0,

0, i �= j, i, j = 0, 1.
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По схеме [9, с. 47] можно доказать, что функции

x(qi; s, t) =

∫
T

∂

∂t
yi(s, t− τ)qi(τ)dτ

обладают свойствами

Dx(qi; s, t) = 0, (s, t) ∈ Π,

x(qi; s, t0) = 0, s ∈ S, x(qi; sj, t) =
{
qi(t), i = j,

0, i �= j, t ∈ T, i, j = 0, 1.

Обозначим для краткости x(q; s, t) = x(q0; s, t) + x(q1; s, t). Тогда
искомый вид интегрального эквивалента следующий:

x(s, t) = x(x0; s, t) + x(q; s, t) + x(f(x, xs, s, t), s, t). (2.1)

Интегральное уравнение (2.1) уже не содержит старших производ-
ных xt и xss, которые входят в дифференциальный оператор D уравне-
ния (1.1), что позволяет сформулировать следующее

Определение 1. Обобщённым решением задачи (1.1)–(1.3) назовем
функцию x = x(s, t), удовлетворяющую уравнению (2.1).

4. Метод последовательных приближений

Равенство (2.1) естественным образом может быть положено в ос-
нову метода последовательных приближений. Однако, в общем случае,
когда правая часть f уравнения (1.1) зависит от частной производной
xs решения x, его следует дополнить уравнением

xs(s, t) = xs(x
0; s, t) + xs(q; s, t) + xs(f(x, xs, s, t); s, t), (3.1)

которое получается из (2.1) путем его формального дифференцирова-
ния по пространственной переменной s.

Тогда для построения обобщенного решения можно воспользоваться
следующей схемой метода последовательных приближений:

x(k+1)(s, t) = x(x0; s, t) + x(q; s, t) + x(f(x(k), xs
(k), s, t); s, t),

xs
(k+1)(s, t) = xs(x

0; s, t) + xs(q; s, t) + x(f(x(k), xs
(k), s, t); s, t),

x(0)(s, t) = xs
(0)(s, t) = 0, (s, t) ∈ Π, k = 0, 1, ...

Для доказательства сходимости рядов
∞∑
k=0

(x(k+1)(s, t)− x(k)(s, t)),
∞∑
k=0

(xs
(k+1)(s, t)− xs

(k)(s, t)),
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а, следовательно, и существования обобщенного решения достаточно
установить сходимость рядов

∞∑
k=0

δ(k)(s, t),
∞∑
k=0

δs
(k)(s, t),

где приращения δ(k) и δs(k) определяются равенствами

δ(k)(s, t) = |x(k+1)(s, t)− x(k)(s, t)|, δs(k)(s, t) = |xs(k+1)(s, t)− xs
(k)(s, t)|.

Тогда из (2.1), (3.1) и условия Липшица для функций f по фазовым
переменным следуют неравенства

δ(k+1)(s, t) ≤ C

∫ t

t0

∫ ∞

−∞
X (s − ξ, t− τ)[δ(k)(ξ, τ) + δs

(k)(ξ, τ)]dξdτ,

(3.2)

δs
(k+1)(s, t) ≤ C

∫ t

t0

∫ ∞

−∞
Xs(s− ξ, t− τ)[δ(k)(ξ, τ) + δs

(k)(ξ, τ)]dξdτ,

в которых константа C > 0 определяется только константой Липшица.
Система неравенств (3.2) обосновывает существование и единствен-

ность обобщенного решения задачи (1.1)–(1.3), которое вместе со сво-
ей частной производной xs по пространственной переменной является
точкой равновесия отображения (2.1) и (3.1). Справедливость инте-
гральных уравнений (2.1), (3.1) позволяет проанализировать аналити-
ческие свойства обобщенного решения и получить оценки его роста
относительно входных данных x0, q0, q1 и f задачи (1.1)-(1.3).
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