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Аннотация. Методами теории вырожденных полугрупп операторов вырожденное
линейное эволюционное уравнение с памятью в банаховом пространстве сведено к
системе двух уравнений, одно из которых разрешено относительно производной, а
другое имеет при производной нильпотентный оператор. Задача с заданной историей
для разрешенного относительно производной уравнения с памятью редуцирована
к задаче Коши для стационарной системы уравнений в более широком простран-
стве. Это позволило получить методами классической теории полугрупп операто-
ров условия существования единственного решения задачи, в том числе решения
повышенной гладкости. В итоге была исследована однозначная разрешимость за-
дачи с заданной историей для вырожденного линейного эволюционного уравнения
с памятью при некоторых ограничениях на ядро интегрального оператора памя-
ти. Кроме того, была исследована аналогичная задача с условием типа обобщен-
ного условия Шоуолтера – Сидорова на историю системы. Полученные результа-
ты использованы при исследовании начально-краевой задачи для линеаризованной
интегро-дифференциальной системы уравнений Осколкова, описывающей динамику
жидкости Кельвина – Фойгта высокого порядка.
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1. Введение

Рассмотрим задачу с заданной историей для вырожденного линей-
ного эволюционного уравнения с памятью

u(t) = u−(t), t ≤ 0, (1.1)
∗ Работа выполнена при частичной поддержке Лаборатории квантовой топологии
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d

dt
Lu(t) =Mu(t) +

t∫
−∞

K(s)u(t− s)ds+ f(t), t ∈ [0, T ), (1.2)

с линейными операторами L,M,K(s), s ≥ 0, действующими из бана-
хова пространства U в банахово пространство V. Предполагается, что
kerL �= {0} и выполняется условие (L, p)-ограниченности оператора
M [18]. К таким задачам могут быть редуцированы начально-краевые
задачи для интегро-дифференциальных уравнений в частных производ-
ных, описывающих динамику процессов с эффектами памяти, напри-
мер, термомеханическое поведение полимеров [14], вязкоупругих жид-
костей [3], и других процессов [13; 16].

Отметим близкие по предмету исследования работы. В [15] М. В. Фа-
лалеевым исследована разрешимость в смысле обобщенных и классиче-
ских решений вырожденных эволюционных уравнений с памятью пер-
вого порядка в банаховых пространствах методами теории фундамен-
тальных оператор-функций вырожденных интегро-дифференциальных
операторов. В работах [6–9] М. В. Фалалеев и С. С. Орлов исследова-
ли интегро-дифференциальные уравнения высокого порядка с эффек-
тами памяти и вырожденным оператором при старшей производной
в случаях интегральных ядер специального вида. При этом предпо-
лагается выполненным условие фредгольмовости оператора при стар-
шей производной, либо спектральной ограниченности пучка операторов
из уравнения. В статьях [5; 12] с использованием теоремы о сжима-
ющем отображении доказана однозначная разрешимость задачи (1.1)
для уравнения (1.2) в смысле классического решения при условиях
порождения парой операторов L,M аналитической полугруппы. От-
метим также близкие по предмету исследования работы, в которых
вырожденные эволюционные уравнения с запаздыванием на конечном
промежутке исследуются методами теории полугрупп операторов [10]
и с помощью теоремы о неподвижной точке [11].

В данной работе получены условия однозначной разрешимости за-
дачи (1.1), (1.2) при некотором ограничении на образы imK(s) или при
условии kerP ⊂ kerK(s) для s ≥ 0, где P — единица разрешающей
полугруппы уравнения d

dtLu(t) = Mu(t) [18]. Во втором случае рас-
смотрена не только задача с заданной историей, но и задача с условием
типа обобщенного условия Шоуолтера – Сидорова [17; 4]

P (u(t)− u−(t)) = 0, t ≤ 0. (1.3)

Существенную роль в проведенных исследованиях играют методы клас-
сической теории полугрупп операторов и теории вырожденных полу-
групп. Общие результаты использованы при исследовании начально-
краевой задачи для линеаризованной интегро-дифференциальной си-
стемы уравнений в частных производных, моделирующей в линейном
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приближении динамику вязкоупругой жидкости Кельвина – Фойгта
высокого порядка [3].

2. Вырожденное эволюционное уравнение с памятью

Для банаховых пространств U, V через L(U;V) будем обозначать
банахово пространство линейных непрерывных операторов, действую-
щих из U в V.Множество линейных замкнутых операторов с областями
определения, плотными в пространстве U, действующих в V, обозначим
через Cl(U;V). Если V = U, то сответствующие обозначения сократятся
до L(U) и Cl(U) соответственно.

ЧерезDM обозначается область определения оператораM ∈Cl(U;V).
Снабженное нормой графика ‖ · ‖DM

= ‖ · ‖U + ‖M · ‖V это множество
является банаховым пространством в силу замкнутости оператора M .

Обозначим также R+ = {x ∈ R : x > 0}, R+ = {0} ∪ R+, R− = {x ∈
R : x < 0}, R− = {0} ∪ R−.

Рассмотрим задачу для уравнения с памятью

u(t) = u−(t), t ∈ R−, (2.1)

d

dt
Lu(t) =Mu(t) +

t∫
−∞

K(t− s)u(s)ds + f(t), t ∈ [0, T ), (2.2)

где u− ∈ C(R−;U) ограниченная функция, K ∈ L1(R+;L(U;V)), f ∈
C([0, T );V), T ≤ +∞. Существенным будет предпопложение о вырож-
денности оператора L, т. е. kerL �= {0}. Уравнения такого вида с вырож-
денным оператором под знаком производной будем называть вырож-
денными эволюционными уравнениями. Уравнения с интегральным по
временно́й переменной слагаемым, как в (2.2), будем называть урав-
нениями с эффектами памяти. Интегральный оператор описывает в
данном случае влияние истории системы на ее динамику в настоящий
момент времени. История системы к начальному моменту времени t = 0
задается условием (2.1).

Решением задачи (2.1), (2.2) на промежутке [0, T ) будем называть
функцию u ∈ C([0, T );DM ) ∩ C((−∞, T );U), для которой выполняется
равенство (2.1), Lu ∈ C1([0, T );U) и при каждом t ∈ [0, T ) справедливо
равенство (2.2).

Следуя [18, с. 89], оператор M будем называть (L, σ)-ограниченным,
если множество ρL(M) = {μ ∈ C : (μL −M)−1 ∈ L(V;U)} ограничено
в C. При условии (L, σ)-ограниченности оператора M обозначим γ =
{μ ∈ C : |μ| = r > a}. Рассмотрим интегралы

P =
1

2πi

∫
γ

RL
μ(M)dμ ∈ L(U), Q =

1

2πi

∫
γ

LL
μ(M)dμ ∈ L(V) .
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Нетрудо проверить, что опеpатоpы P и Q являются пpоектоpами. По-
ложим U0 = kerP , V0 = kerQ, U1 = imP , V1 = imQ. Обозначим чеpез
Lk (Mk) сужение опеpатоpа L (M) на Uk (DMk

= DM ∩ Uk), k = 0, 1.

Теорема 1. [18, с. 90, 91]. Пусть опеpатоp M (L, σ)-огpаничен. Тогда
(i) LP = QL, MPu = QMu при всех u ∈ DM ;
(ii) M1 ∈ L(

U1;V1
)
, M0 ∈ Cl(U0;V0

)
, Lk ∈ L(

Uk;Vk
)
, k = 0, 1;

(iii) существуют опеpатоpы M−1
0 ∈ L(

V0;U0
)
, L−1

1 ∈ L(
V1;U1

)
.

Обозначим N0 = {0} ∪ N, H = M−1
0 L0. При p ∈ N0 опеpатоp M

называется (L, p)-ограниченным, если он (L, σ)-ограничен, Hp �= O,
Hp+1 = O.

В случае (L, p)-ограниченного оператора M предположим, что при
всех s ≥ 0 imK(s) ⊂ V1. Подействуем на уравнение (2.2) оператором
M−1

0 (I −Q) и получим в силу теоремы 1 уравнение

d

dt
Hw(t) = w(t) + h(t), t ∈ [0, T ), (2.3)

где w(t) = (I − P )u(t), h(t) = M−1
0 (I − Q)f(t). Под его решением в

данной ситуации естественно понимать функцию w ∈ C([0, T );U0), для
которой Hw ∈ C1([0, T );U0) и при всех t ∈ [0, T ) выполняется равен-
ство (2.3). Рассуждая, как в [18, с. 121], нетрудно доказать следующее
утверждение.

Лемма 1. Пусть оператор H ∈ L(U0) нильпотентен степени p ∈
N0, T ≤ +∞, Hkh ∈ Ck([0, T );U0), k = 0, 1, . . . , p. Тогда существует
единственное решение уравнения (2.3), при этом оно имеет вид

w(t) = −
p∑

k=0

dk

dtk
Hkh(t), t ∈ [0, T ). (2.4)

Из леммы следует, что при рассмотрении задачи (2.1), (2.2) возни-
кает необходимое условие согласования

w(0) = −
p∑

k=0

dk

dtk
HkM−1

0 (I −Q)f(t)

∣∣∣∣
t=0

= (I − P )u−(0)

с заданной функцией истории u−.
Если же на уравнение (2.2) подействовать оператором L−1

1 Q, то будет
получено уравнение

d

dt
v(t) = L−1

1 M1v(t)+

t∫
−∞

L−1
1 QK(t−s)(v+w)(s)ds+L−1

1 Qf(t), t ∈ [0, T ),
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где v(t) = Pu(t). Поскольку функция w уже известна, последнее урав-
нение можно переписать в виде

d

dt
v(t) = L−1

1 M1v(t) +

t∫
−∞

L−1
1 QK(t− s)v(s)ds + g(t), t ∈ [0, T ), (2.5)

где g(t) =
t∫

−∞
L−1
1 QK(t−s)w(s)ds+L−1

1 Qf(t). Таким образом, исходная

задача (2.1), (2.2) сведена к задаче

v(t) = Pu−(t), t ∈ R−, (2.6)

для уравнения (2.5) с ограниченным оператором L−1
1 M1 согласно тео-

реме 1. Рассмотрим такую задачу более подробно.

3. Невырожденное уравнение с памятью

Пусть U — банахово пространство, Ck,0(R+;U) — банахово простран-
ство k раз дифференцируемых, непрерывных и ограниченных на поло-
жительной полуоси вместе с k первыми производными функций u =
u(t), удовлетворяющих условию u(l)(0) = 0, l = 0, 1, . . . , k. Для кратко-
сти обозначим C0,0(R+;U) ≡ C0(R+;U).

При заданном операторе A ∈ L(U) рассмотрим задачу

u(t) = u−(t), t ∈ R−, (3.1)

d

dt
u(t) = Au(t) +

t∫
−∞

K(t− s)u(s)ds+ f(t), t ∈ [0, T ), (3.2)

с известными функциями u− ∈ C(R−;U)∩L1(R−;U), K ∈W 1
1 (R+;L(U)),

f ∈ C([0, T );U), T ≤ +∞. Решением задачи (3.1), (3.2) на промежутке
[0, T ) будем называть функцию u ∈ C1([0, T );U) ∩ C((−∞, T );U), для
которой справедливо условие (3.1) и при каждом t ∈ [0, T ) выполняется
равенство (3.2).

Введем в рассмотрение функцию

v(t, s) =

s∫
0

u(t− τ)dτ =

t∫
t−s

u(τ)dτ.

В силу того, что u− ∈ L1(R−;U), она ограничена по s на R+ при
фиксированном t ≥ 0. Имеем

t∫
−∞

K(t− s)u(s)ds =

+∞∫
0

K(τ)u(t − τ)dτ =

+∞∫
0

K(s)
∂

∂s
v(t, s)ds =

Известия Иркутского государственного университета.
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=

⎛
⎝ 0∫
−∞

u−(τ)dτ +
t∫

0

u(τ)dτ

⎞
⎠ lim

s→+∞K(s)−
+∞∫
0

K′(s)v(t, s)ds =

−
+∞∫
0

K′(s)v(t, s)ds.

Вычислим частную производную

∂v

∂t
= −

s∫
0

∂

∂τ
u(t− τ)dτ = u(t)− u(t− s) = u(t)− ∂

∂s
v(t, s).

Таким образом, задача (3.1), (3.2) сведена к задаче Коши

u(0) = u−(0), v(0, s) =

0∫
−s

u−(τ)dτ, s ≥ 0,

для системы уравнений

d

dt
u(t) = Au(t)−

+∞∫
0

K′(s)v(t, s)ds + f(t),

∂v

∂t
(t, s) = u(t)− ∂

∂s
v(t, s),

которую можно записать в виде задачи Коши для стационарного неод-
нородного уравнения

w(0) = w0, w′(t) = Bw(t) + g(t) (3.3)

в пространстве W = U× C0(R+;U). Здесь

w =

(
u
v

)
, g =

(
f
0

)
, B =

(
A A1

J A2

)
, (3.4)

при этом A1 : C0(R+;U) → U, A2 : C0(R+;U) → C0(R+;U), J : U →
C0(R+;U) действуют по правилам

A1z = −
+∞∫
0

K′(s)z(s)ds, (A2z)(s) = −z′(s), (Jz)(s) ≡ z, s ≥ 0.

Очевидно, что J ∈ L(U;C0(R+;U)), ‖J‖L(U;C0(R+;U)) = 1. При условии
K ∈ W 1

1 (R+;L(U)) имеем A1 ∈ L(C0(R+;U);U), при этом выполняется
неравенство ‖A1‖L(C0(R+;U);U) ≤ ‖K‖W 1

1 (R+;L(U)).
Полугруппа операторов {U(t) ∈ L(U) : t ≥ 0} называется сжимаю-

щей, если ‖U(t)‖L(U) ≤ 1 для всех t ≥ 0.
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Лемма 2. Оператор A2 ∈ Cl(C0(R+;U)), (A2z)(s) = −z′(s), с обла-
стью определения DA2 = C1,0(R+;U) порождает сжимающую (C0)-
непрерывную полугруппу операторов.

Доказательство. При μ > 0 и z2 ∈ C0(R+;U) уравнение (μI − A2)z1 =
z2 относительно z1 ∈ C1,0(R+;U) является дифференциальным уравне-
нием μz1+ z

′
1 = z2. Его решение будем искать методом вариации посто-

янной в виде z1(s) = C(s)e−μs. Тогда z1(s) = C1e
−μs +

s∫
0

eμ(τ−s)z2(τ)dτ.

Поскольку z1(0) = 0, то C1 = 0. Таким образом,

[(μI −A2)
−1z2](s) =

s∫
0

eμ(τ−s)z2(τ)dτ,

‖(μI −A2)
−1z2‖C0(R+;U) ≤ sup

s≥0

s∫
0

eμ(τ−s) ‖z2(τ)‖U dτ ≤ 1

μ
‖z2‖C0(R+;U),

||(μI −A2)
−1||L(C0(R+;U)) ≤

1

μ
.

По теореме Хилле – Иосиды оператор A2 является генератором сжима-
ющей (C0)-непрерывной полугруппы операторов.

Теорема 2. Пусть оператор A порождает (C0)-непрерывную полу-
группу операторов в пространстве U, K ∈ W 1

1 (R+;L(U)). Тогда опре-
деленный в (3.4) оператор B порождает (C0)-непрерывную полугруппу
операторов в пространстве U× C0(R+;U).

Доказательство. Нетрудно заметить, что оператор

B0 =

(
A 0
0 A2

)
∈ Cl(U× C0(R+;U))

порождает (C0)-непрерывную полугруппу операторов в пространстве
U × C0(R+;U), поскольку операторы A и A2 являются генераторами
(C0)-непрерывных полугрупп на пространствах U и C0(R+;U) соответ-

ственно. Оператор B1 =

(
0 A1

J 0

)
непрерывен на пространстве U ×

C0(R+;U) в силу того, что как замечено выше, J ∈ L(U;C0(R+;U)), A1 ∈
L(C0(R+;U);U). Поэтому по теореме 2.1 [1] о возмущении генератора
полугруппы оператор B0+B1 ∈ Cl(U×C0(R+;U)) является генератором
(C0)-непрерывной полугруппы на пространстве U× C0(R+;U).

При получении условий существования решения класса

Cn([0, T );U) ∩C((−∞, T );U)

Известия Иркутского государственного университета.
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задачи (3.1), (3.2) понадобится описание множества DBn , которое полу-
чено в следующей лемме.

Лемма 3. Пусть A ∈ L(U), K ∈ W 1
1 (R+;L(U)), n ∈ N. Тогда для

определенного в (3.4) оператора B DBn = U×DAn
2
.

Доказательство. Используя очевидное равенство A2J = 0, по индук-
ции нетрудно доказать, что при всех k ∈ N степень Bk оператора B
имеет вид

Bk =

⎛
⎜⎜⎝ Dk

k−1∑
m=0

Fk,mA
m
2

JDk−1 Ak
2 + J

k−2∑
m=0

Gk,mA
m
2

⎞
⎟⎟⎠ ,

гдеD0 = I,Dk ∈ L(U), Fk,m ∈ L(C0(R+;U);U),m = 0, 1, . . . , k−1, Gk,m ∈
L(C0(R+;U)), m = 0, 1, . . . , k − 2, k ∈ N. В случае k = 1 нижний предел
суммирования в последней сумме больше верхнего, по умолчанию это
означает отсутствие суммы. Из полученного представления оператора
Bk следует утверждение леммы.

Теорема 3. Пусть A ∈ L(U), n ∈ N, u− ∈ Cn−1,0(R−;U) ∩ L1(R−;U),
K ∈W 1

1 (R+;L(U)), f ∈ Cn−1([0, T );U) при T ≤ +∞. Тогда существует
единственное решение задачи (3.1), (3.2) на промежутке [0, T ), при
этом оно принадлежит классу Cn([0, T );U) ∩C((−∞, T );U).

Доказательство. Задача (3.1), (3.2) приведена к виду (3.3) в простран-
стве W = U× C0(R+;U). В силу условий теоремы на u− и f

w0 =

(
u−(0)
v(0, ·)

)
∈ DBn = U×DAn

2
, g =

(
f
0

)
∈ Cn−1([0, T );DBn ).

В частности, функции

v(0, s) =

0∫
−s

u−(τ)dτ, [An
2v(0, ·)](s) = −u(n−1)

− (−s), n ∈ N, s ≥ 0,

принадлежат C0(R+;U). Поэтому по теореме 5.6 [2] и согласно теореме 2
существует единственное решение w ∈ C1([0, T );W)∩C([0, T );DB ) зада-

чи (3.3) на промежутке [0, T ), w(t) = etBw0 +
t∫
0

e(t−s)Bg(s)ds, где {etB ∈
L(W) : t ≥ 0} — полугруппа операторов, порождаемая оператором B.
Понятно, что в условиях данной теоремы существует

w(n)(t) = etBBnw0 +
n−1∑
k=0

Bkg(n−1−k)(t) +

t∫
0

e(t−s)BBng(s)ds.
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Решением исходной задачи (3.1), (3.2) является первая компонента
вектор-функции w(t).

4. Условия разрешимости вырожденного уравнения

Теперь есть возможность закончить исследование разрешимости за-
дачи с заданной историей для вырожденного эволюционного уравнения
с эффектами памяти.

Теорема 4. Пусть оператор M (L, p)-ограничен, u− ∈ C(R−;U) огра-
ниченная функция, Pu− ∈ C0(R−;U)∩L1(R−;U), K ∈W 1

1 (R+;L(U;V)),
imK(s) ⊂ V1 при s ≥ 0, T ≤ +∞, f ∈ C([0, T );V), HkM−1

0 (I − Q)f ∈
Ck([0, T );U), k = 0, 1, . . . , p,

−
p∑

k=0

dk

dtk
HkM−1

0 (I −Q)f(t)

∣∣∣∣
t=0

= (I − P )u−(0).

Тогда существует единственное решение задачи (2.1), (2.2) на проме-
жутке [0, T ).

Доказательство. В силу леммы 1 функция w непрерывна, а согласно
теореме вложения Соболева то же самое можно сказать про оператор-
функцию K. Используя ограниченность функции (I − P )u− на R− и
принадлежность K ∈ L1(R+;L(U;V)), нетрудно показать равномерную
сходимость по t на произвольном отрезке [t0, t1] ⊂ R+ интеграла

t∫
−∞

L−1
1 QK(t− s)w(s)ds =

+∞∫
0

L−1
1 QK(s)w(t − s)ds,

а значит, и непрерывность функции g из уравнения (2.5). По теореме 3
задача (2.5), (2.6) однозначно рарешима. Учитывая рассуждения из §1
и лемму 1, получим требуемое.

Вместо условия imK(s) ⊂ V1 рассмотрим теперь ограничение

U0 ⊂ kerK(s), s ≥ 0. (4.1)

Пусть по определению C−n([0, T );V) = C([0, T );V), C−n,0(R+;U) =
C0(R+;U) при n ∈ N.

Теорема 5. Пусть p ∈ N0, оператор M (L, p)-ограничен, функция
u− ∈ C(R−;U) ограничена, Pu− ∈ C0(R−;U) ∩ L1(R−;U), оператор-
функция K ∈ L1(R+;L(U;V)), QK ∈W 1

1 (R+;L(U;V)), U0 ⊂ kerK(s) при
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s ≥ 0, HkM−1
0 (I − Q)K ∈ Ck(R+;L(U)) ∩ Ck−1,0(R+;L(U)), оператор-

функции dk

dtk
HkM−1

0 (I − Q)K ограничены на R+, k = 0, 1, . . . , p, f ∈
C([0, T );V), HkM−1

0 (I −Q)f ∈ Ck([0, T );U), k = 0, 1, . . . , p,

(I − P )u−(0) = −
p∑

k=0

0∫
−∞

(HkM−1
0 (I −Q)K)(k)(−s)Pu−(s)ds−

−
p∑

k=0

dk

dtk
HkM−1

0 (I −Q)f

∣∣∣∣
t=0

. (4.2)

Тогда существует единственное решение задачи (2.1), (2.2) на проме-
жутке [0, T ).

Доказательство. Действуя, как в §1, из уравнения с памятью получим
систему уравнений

d

dt
Hw(t) = w(t)+

t∫
−∞

M−1
0 (I−Q)K(t−s)v(s)ds+M−1

0 (I−Q)f(t), (4.3)

d

dt
v(t) = L−1

1 M1v(t) +

t∫
−∞

L−1
1 QK(t− s)v(s)ds + L−1

1 Qf(t). (4.4)

Учитывая, что задача (2.6) для уравнения (4.4) по теореме 3 однозначно
разрешима, перепишем уравнение (4.3) в виде

d

dt
Hw(t) = w(t) + g(t), (4.5)

где g(t) =
t∫

−∞
M−1

0 (I − Q)K(t − s)v(s)ds + M−1
0 (I − Q)f(t) — задан-

ная функция. Тем самым, исходная задача (2.1), (2.2) сведена к задаче
w(t) = (I−P )u−(t), t ∈ R−, для уравнения (4.5), условия разрешимости
которого сформулированы в лемме 1.

Покажем существование k-й производной у функции Hkg. Обозна-
чим при k ∈ N0 Gk(t) = HkM−1

0 (I−Q)K(t), тогда, поскольку G(l)
k (0) = 0

при l = 0, 1, . . . , k − 1, то

dn

dtn
Hkg(t) =

t∫
−∞

G
(n)
k (t− s)v(s)ds +

dn

dtn
HkM−1

0 (I −Q)f(t),

k = 0, 1, . . . , p, n = 0, 1, . . . , k, при условии дифференцируемости со-
ответствующего несобственного интеграла, докажем ее. Действитель-
но, так как Pu− ∈ L1(R+;U), то для любого ε > 0 существует такое
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достаточно большое A > 0, что при всех A′ > A, t ≥ 0∥∥∥∥∥∥
−A′∫

−∞
G

(n)
k (t− s)v(s)ds

∥∥∥∥∥∥
U

≤ sup
τ≥0

‖G(n)
k (τ)‖L(U)

−A′∫
−∞

‖Pu−(s)‖U ds < ε.

Отсюда следует равномерная сходимость по t ∈ R+ соответствующих
интегралов, а значит, и их дифференцируемость.

Необходимость условия согласования данных (4.2) следует из вида
решения уравнения (4.5), приведенного в лемме 1.

При выполнении ограничения (4.1) можно рассматривать модифици-
рованное условие заданной истории системы — условие типа Шоуолте-
ра - Сидорова

P (u(t) − u−(t)) = 0, t ∈ R−, (4.6)

когда задана лишь история проекции состояния системы на подпро-
странство U1. Для задачи (2.2), (4.6) будет справедлив результат, ана-
логичный теореме 5, лишь условие согласования (4.2) в этом случае
становится лишним. Рассмотрим другой вариант теоремы об однознач-
ной разрешимости задачи (2.2), (4.6), в котором ослабим требования на
функции HkM−1

0 (I −Q)K, добившись большей гладкости функции v.

Теорема 6. Пусть p ∈ N0, оператор M (L, p)-ограничен, функция
u− ∈ C(R−;U) ограничена, Pu− ∈ Cp−2,0(R−;U) ∩ L1(R−;U), оператор-
функция K ∈ L1(R+;L(U;V)), QK ∈ W 1

1 (R+;L(U;V)), U0 ⊂ kerK(s),
s ≥ 0, оператор-функции HkM−1

0 (I − Q)K ∈ Ck(R+;L(U)) ограничены
на R+ вместе со своими производными до порядка k включительно,
k = 0, 1, . . . , p, Qf ∈ Cp−2([0, T );V), HkM−1

0 (I − Q)f ∈ Ck([0, T );U),
k = 0, 1, . . . , p. Тогда существует единственное решение задачи (2.1),
(2.2) на промежутке [0, T ).

Доказательство. Отличие от доказательства предыдущей теоремы со-
стоит лишь в том, что теперь решение v уравнения (4.4) принадлежит
классу Cp−1([0, T );V) ∩ C1([0, T );V) по теореме 3, при этом

dn

dtn
Hkg(t) =

n−1∑
l=0

G
(l)
k (0)v(n−1−l)(t) +

t∫
−∞

G
(n)
k (t− s)v(s)ds+

+
dn

dtn
HkM−1

0 (I −Q)f(t), k = 0, 1, . . . , p, n = 0, 1, . . . , k,

и выполнение условия согласования (4.2) не требуется.
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5. Линеаризованная система уравнений движения
жидкостей Кельвина – Фойгта высокого порядка

Рассмотрим начально-краевую задачу

y(x, t) = y−(x, t), z(x, t) = z−(x, t), (x, t) ∈ Ω× R−, (5.1)

y(x, t) = 0, z(x, t) = 0, (x, t) ∈ ∂Ω × R+, (5.2)

для линеаризованной системы уравнений движения жидкостей Кельви-
на – Фойгта порядка 2, 3, . . . (система (0.55) в [3])

(1− χΔ)yt(x, t) = νΔy(x, t)− (ỹ · ∇)y(x, t)− (y · ∇)ỹ(x, t)+

+Δz(x, t)− r(x, t) + g(x, t), (x, t) ∈ Ω× R+, (5.3)

zt(x, t) = αy(x, t)+βz(x, t)+

t∫
−∞

K(t−s)z(x, s)ds, (x, t) ∈ Ω×R+, (5.4)

∇ · y = 0, ∇ · z = 0, (x, t) ∈ Ω×R+. (5.5)

Здесь Ω ⊂ R
n — ограниченная область с гладкой границей ∂Ω, χ, ν, α,

β ∈ R, заданы функции y−, z−, ỹ, K. Функция ỹ = (ỹ1, ỹ2, . . . , ỹn) соот-
ветствует стационарному решению системы, параметр χ характеризует
упругие свойства жидкости, ν – ее вязкие свойства. Вектор-функции
y = (y1, y2, . . . , yn) (вектор скорости жидкости), z = (z1, z2, . . . , zn) (све-
ртка по временно́й переменной скорости и некоторой весовой функции)
и r = (r1, r2, . . . , rn) (градиент давления) неизвестны.

Обозначим L2 = (L2(Ω))
n, H1 = (H1(Ω))n, H2 = (H2(Ω))n. Замыка-

ние линеала L = {w ∈ (C∞
0 (Ω))n : ∇ · w = 0} по норме пространства

L2 обозначим через Hσ, а по норме H
1 — через H

1
σ. Кроме того, бу-

дем использовать обозначение H
2
σ = H

1
σ ∩ H

2. Имеем представление
L2 = Hσ ⊕ Hπ, где Hπ — оpтогональное дополнение к Hσ. Обозначим
через Π : L2 → Hπ оpтопpоектоp вдоль Hσ, Σ = I −Π.

Обозначим через A = Σdiag{Δ, . . . ,Δ} опеpатоp A ∈ Cl(Hσ) с об-
ластью определения H

2
σ. Известно, что этот оператор имеет веществен-

ный, отрицательный, дискретный, конечнократный спектр σ(A), сгу-
щающийся только на −∞. Пусть ỹ ∈ H

1, тогда формулой Dw = νΔw−
(ỹ · ∇)w − (w · ∇)ỹ задан оператор D ∈ L(H2

σ;L2).
Учитывая уравнения (5.5) и тот факт, что градиент давления r ищет-

ся как функция от t со значениями в подпространстве градиентных
функций Hπ, положим

U = H
2
σ ×Hπ ×H

2
σ, V = L2 ×H

2
σ = Hσ ×Hπ ×H

2
σ. (5.6)
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Здесь также используется тот факт, что при фиксированном t все сла-
гаемые в уравнении (5.4) являются элементами H

2
σ. Тогда операторы,

задающие систему (5.1)–(5.5) в виде уравнения (2.2), имеют вид

L =

⎛
⎝ I − χA 0 0

−χΠΔ 0 0
0 0 I

⎞
⎠ ,M =

⎛
⎝ ΣD 0 A

ΠD −I ΠΔ
αI 0 βI

⎞
⎠ ,K(s) =

⎛
⎝ 0 0 0

0 0 0
0 0 K(s)

⎞
⎠
(5.7)

и лежат в L(U;V).

Теорема 7. Пусть пpостpанства U и V опpеделены в (5.6), а опе-
pатоpы L и M заданы формулами (5.7), ν, χ �= 0, χ−1 �∈ σ(A). Тогда
оператор M (L, 0)-ограничен, при этом

P =

⎛
⎝ I 0 0
χΠΔ(I − χA)−1ΣD 0 ΠΔ(I − χA)−1

0 0 I

⎞
⎠ . (5.8)

Доказательство. Обозначим χμ = χ+ α
μ(μ−β) . Так как, lim

|μ|→∞
χμ = χ �=

0, а спектр оператора A дискретен, то при достаточно больших |μ| су-
ществует оператор (I − χμA)

−1 = χ−1
μ (χ−1

μ I − A)−1 ∈ L(Hσ). В силу
свойств резольвенты lim

|μ|→∞
(I − χμA)

−1 = (I − χA)−1 в L(Hσ).

Для любого v ∈ Hσ имеем

‖(I − χμA)
−1v‖2

H2
σ
=

∞∑
k=1

(1 + λ2k)|〈v, ϕk〉|2
|1− χμλk|2 ≤ Cμ

∞∑
k=1

|〈v, ϕk〉|2 = Cμ‖v‖2Hσ
,

поэтому (I−χμA)
−1 ∈ L(Hσ;H

2
σ). Оценим константу Cμ = sup

k∈N
1+λ2

k
(1−χμλk)2

при достаточно больших |μ|. Если χ > 0, то в силу отрицательности
спектра σ(A) Cμ не превосходит максимума значений функции hμ(x) =
(1 + x2)(1 − χμx)

−2 в точке 0 и на −∞: Cμ ≤ max{1, χ−2
μ } ≤ C(ε) ≡

max{1, (χ− ε)−2} при некотором малом ε > 0. В случае же χ < 0 имеем

Cμ ≤ C(ε) ≡ χ2 + (1− dχ)2

d2χ4
+ ε, d = inf

k∈N
|λk − χ−1| > |χ−1

μ − χ−1|.

В этом случае взят максимум значений функции h(x) = (1 + x2)(1 −
χx)−2 в точках χ−1 ± d с поправкой на то, что χμ �= χ.

Таким образом, обратный оператор

Dμ ≡ (I − χμA− μ−1ΣD)−1 = (I − χμA)
−1

(
I − 1

μ
ΣD(I − χμA)

−1

)−1
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существует и непрерывно действует из Hσ вH2
σ при достаточно большом

|μ|, в том числе при условии |μ| > C(ε)‖ΣD‖L(H2
σ ;Hσ). При таких μ ∈ C

μL−M =

⎛
⎝ μ(I − χA)− ΣD 0 −A

−μχΠΔ−ΠD I −ΠΔ
−αI 0 (μ− β)I

⎞
⎠ ,

(μL−M)−1 =

=

⎛
⎜⎜⎝

μ−1Dμ 0
DμA

μ(μ−β)

Π (μ−β)(μχΔ+D)+αΔ
μ(μ−β) Dμ I Π

ΔDμ[μ(I−χA)−ΣD]+(μχΔ+D)DμA
μ(μ−β)

α
μ(μ−β)Dμ 0 Dμ

μ(I−χA)−ΣD
μ(μ−β)

⎞
⎟⎟⎠ .

Отсюда видно, что при достаточно больших |μ| оператор (μL−M)−1 :
V → U непрерывен, что означает (L, σ)-ограниченность оператора M .

При v ∈ Hσ и достаточно больших |μ|

‖(I −χμA)
−1v− (I−χA)−1v‖2

H2
σ
= (χμ−χ)2

∞∑
k=1

λ2k(1 + λ2k)|〈v, ϕk〉|2
(1− χμλk)2(1− χλk)2

≤

≤ ε2
∞∑
k=1

λ2k(1 + λ2k)|〈v, ϕk〉|2
[(1− χλk)2 − δ](1 − χλk)2

≤ Cε2‖v‖2Hσ
,

поэтому lim
|μ|→∞

(I − χμA)
−1 = (I − χA)−1 в L(Hσ;H

2
σ). Кроме того,

lim
|μ|→∞

∥∥∥∥∥
(
I − 1

μ
ΣD(I − χμA)

−1

)−1

− I

∥∥∥∥∥
L(Hσ)

≤

≤ lim
|μ|→∞

∞∑
k=1

(‖ΣD(I − χA)−1‖L(Hσ) + δ
)k

|μ|k = 0.

Поэтому lim
|μ|→∞

Dμ = (I − χA)−1 в L(Hσ;H
2
σ).

Далее, для v ∈ H
2
σ и достаточно больших |μ|
‖(I − χμA)

−1(I − χA)v − v‖2
H2

σ
≤

≤ 2(χμ − χ)2
∞∑
k=1

λ2k(1 + λ2k)|〈v, ϕk〉|2
(1− χμλk)2

≤
C2‖v‖2

H2
σ

|μ|2|μ− β|2 ,

‖μDμ(I − χA)− μI − (I − χA)−1ΣD‖L(H2
σ)

≤
≤ |μ|∥∥(I − χμA)

−1(I − χA)− I
∥∥
L(H2

σ)
+
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+
∥∥(I − χμA)

−1ΣD(I − χμA)
−1(I − χA)− (I − χA)−1ΣD

∥∥
L(H2

σ)
+

+
∞∑
k=2

∥∥∥∥((I − χμA)
−1ΣD)k

μk−1
(I − χμA)

−1(I − χA)

∥∥∥∥
L(H2

σ)

≤ C

|μ− β|+

+
∥∥(I − χμA)

−1ΣD(I − χμA)
−1(I − χA)− (I − χμA)

−1ΣD
∥∥
L(H2

σ)
+

+
∥∥(I − χμA)

−1ΣD − (I − χA)−1ΣD
∥∥
L(H2

σ)
+

+

∞∑
k=2

[‖(I − χA)−1ΣD)‖L(H2
σ)

+ δ]k

|μ|k−1
(1 + δ).

Последнее выражение стремится к нулю при |μ| → ∞, следовательно,
lim

|μ|→∞
μ(Dμ(I − χA)− I) = (I − χA)−1ΣD в пространстве L(H2

σ). Таким

образом, обозначив A21 = μχΠΔ(Dμ(I − χA) − I) + αΠΔ
μ−βDμ(I − χA),

получим существование предела

P̃ = lim
|μ|→∞

μRL
μ(M) = lim

|μ|→∞

⎛
⎜⎝ Dμ(I − χA) 0

DμA
μ−β

A21 0 Π
ΔDμ(μI−ΣD)+DDμA

μ−β
α

μ−βDμ(I − χA) 0 Dμ
μ(I−χA)−ΣD

μ−β

⎞
⎟⎠

в пространстве L(U). Аналогичным образом вычисляется предел Q̃ =
lim

|μ|→∞
μLL

μ(M) в пространстве L(V). Из существования этих пределов

следует (L, 0)-секториальность оператора M , а значит, и его сильная
(L, 0)-секториальность справа и слева в силу гильбертовости U и V.
Поэтому проектор удовлетворяет равенству P = P̃ (это следует из
теоремы 3.4.2, замечания 3.5.3 и теоремы 2.5.2 из [18]). Вычислив пре-
дел, получим оператор (5.8). Поскольку kerL = kerP , то оператор M
(L, 0)-ограничен.

Из вида проектора P следует, что U0 = {0}×Hπ×{0}, U1 = {(y, r, z) ∈
H

2
σ×Hπ×H

2
σ : r = χΠΔ(I−χA)−1ΣDy+ΠΔ(I−χA)−1z}. Это означает, в

частности, что равенства (5.1) образуют условие Шоуолтер – Сидорова
и выполняются условия теоремы 6.

Теорема 8. Пусть ν, χ �= 0, χ−1 /∈ σ(A), y−, z− ∈ C0(R−;H2
σ) ∩

L1(R−;H2
σ), K ∈ W 1

1 (R+;R), g ∈ C(R+;R). Тогда существует един-
ственное решение y, z ∈ C1(R+;H

2
σ) ∩ C(R;H2

σ), r ∈ C(R;Hπ) задачи
(5.1)–(5.5).

Доказательство. По теореме 6 при p = 0 получим требуемое. Заметим
лишь, что kerP = U0 ⊂ kerK(s) при всех s ≥ 0.
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V. E. Fedorov, L. V. Borel

On Solvability of Degenerate Linear Evolution Equations with
Memory Effects

Abstract. By the methods of the operators semigroups theory a degenerate linear
evolution equation with memory in a Banach space is reduced to a system of two
equations. One of them is resolved with respect to the derivative, another has a nilpotent
operator at the derivative. A problem with a given history for the first of the equations
with memory is brought to the Cauchy problem for stationary equations system in a
wider space. It allowed to obtain conditions of the unique solution existence for the
problem, including solutions with a greater smoothness, by the methods of the classical
operators semigroups theory. Thus unique solvability of the problem with a given history
for a degenerate linear evolution equation with memory was researched with using some
restrictions for the kernel of the memory integral operator. Besides, an analogous problem
with generalized Showalter – Sidorov type condition on the history of the system was
studied. General results were used for investigation of an initial boundary value problem
for the linearized Oskolkov integro-differential system of equations, descibing the dyna-
mics of the high order Kelvin – Voight fluid.

Keywords: equation with memory, degenerate evolution equation, operator semi-
group, initial boundary value problem, Kelvin –Voight fluid.
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