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Аннотация. Представления функций над конечными полями, в том числе поли-
номиальные, в настоящее время активно исследуются. Одним из основных направ-
лений этих исследований является сложность таких представлений.

В данной работе исследуется сложность задания функций квазиполиномами над
конечными полями. Квазиполином можно рассматривать как полином многих пе-
ременных, в котором вхождения x0

i , . . . , x
k−1
i одной из переменных заменены на

функции из некоторого множества {g0(xi), . . . , gk−1(xi)} линейно независимых од-
номестных функций.

Под сложностью полинома над конечным полем обычно понимают количество
слагаемых в нем, число вхождений переменных или степень. В случае квазиполино-
мов напрямую можно оценивать количество слагаемых, число вхождений перемен-
ных и степень требуют обобщения. В статье в качестве сложности квазиполинома
исследуется количество слагаемых в нем. Для случая квазиполиномов по модулю
простого k ранее была известна верхняя оценка такой сложности, а именно, слож-
ность задания квазиполиномами n-местной функции над конечным полем простого
порядка k не превосходит величины k

k+1
kn.

В работе получена верхняя оценка сложности представления квазиполиномами
функций над произвольным конечным полем порядка q, которая при q � 3 уси-
ливает ранее известную верхнюю оценку, полученную для случая квазиполиномов
по модулю простого числа. А именно, если q = kn, где k — простое, а n � 1, для
любой n-местной функции над конечным полем порядка q сложность её задания
квазиполиномами ограничена сверху величиной q−1

q−q1−q q
n.
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Введение

В настоящей работе используются следующие обозначения:
− |A| или #A — число элементов конечного множества A;
− N = {0, 1, 2, . . . } — множество натуральных чисел;
− Fq — конечное поле порядка q, ноль и единицу поля Fq будем

обозначать 0 и 1 соответственно;
− F

N
q — N -мерное векторное пространство над Fq;

− элемент (вектор) пространтва v ∈ F
N
q будем отождествлять с упо-

рядоченным набором (v0, v1, . . . , vN−1);
− тензорное произведение w = u ⊗ v векторов u ∈ F

N1
q и v ∈ F

N2
q —

это вектор w ∈ F
N1+N2
q , такой что wiN1+j = uivj , где 0 � i < N1,

0 � j < N2;
− ‖v‖ = #{i | vi �= 0, 0 � i < N} — вес v ∈ F

N
q ;

− если V ⊆ F
N
q , то ‖V ‖ = min

v∈V
‖v‖;

− Mq[m×n] — множество всех матриц размера m× n над полем Fq;
− если A ∈ M[m×n], то Aj — j-й столбец, а Aij — ij-й элемент

матрицы A, 0 � i < m, 0 � j < n;
− Mq[n] — множество всех невырожденных матриц размера n×n над

полем Fq;
− A⊗B — тензорное (кронекерово) произведение матриц A и B;
− A⊗n = A⊗ . . .⊗A︸ ︷︷ ︸

n раз

— тензорная степень матрицы A, A⊗0 = (1);

− M
⊗n
q = {M1 ⊗M2 ⊗ · · · ⊗Mn |Mi ∈ Mq[q], 1 � i � n};

− если v ∈ F
N
q , N = qn, то [v] = {Mv |M ∈ M

⊗n
q }.

Определение 1. Отображение f : F
n
q → Fq будем называть n-

местной функцией над конечным полем Fq.

Пусть α0, α1, . . . , αq−1 суть все элементы поля Fq, упорядоченные
некоторым образом, при этом α0 = 0, а α1 = 1. На основе этого порядка
образуем лексикографический порядок упорядоченных наборов из Fq,
на который в дальнейшем будем ссылаться как на лексикографическое
упорядочение.

Пусть v0, v1, . . . , vN−1 — лексикографическое упорядочение всех на-
боров длины n с элементами из Fq, здесь vi ∈ F

n
q , 0 � i < N , N = qn.

Тогда функцию f : Fn
q → Fq можно однозначно задать вектором u ∈ F

N
q ,

так что ui = f(vi).
Пусть p(x1, . . . , xn) ∈ F[x1, . . . , xn] — полином от многих переменных

над полем Fq, такой, что его степень по каждой переменной не пре-
восходит q − 1. Этот полином определяет n-местную функцию над Fq,
которая может быть задана некоторым вектором w ∈ F

N
q , где N = qn.

Известия Иркутского государственного университета.
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С другой стороны, каждый такой полином можно однозначно задать
вектором v ∈ FN

q , где N = qn следующим образом:

p(x1, x2, . . . , xn) =

N−1∑
i=0

vix
di1
1 xdi22 . . . xdinn , dij =

⌊
i

qj−1

⌋
mod q, (0.1)

где 1 � j � n.
Положим 00 = 1, где 0 — это ноль, а 1 — единица поля Fq. Тогда вы-

ражение xdijj из (0.1) можно рассматривать как функцию x
dij
j : F 1

q → Fq,

заданную вектором (α
dij
0 , α

dij
1 , . . . , α

dij
q−1), где α0, α1, . . . , αq−1 — лексико-

графическое упорядочение элементов из Fq. Выражение xdi11 xdi22 . . . xdinn

из (0.1) можно рассматривать как n-местную функцию над Fq, задан-
ную некоторым вектором u. Если u1, . . . , un — векторы, задающие од-
номестные функции xdi11 , . . . , xdinn соответственно, то вектор u = u1 ⊗
· · · ⊗ un задает n-местную функцию xdi11 . . . xdinn .

Пусть U ∈ M[q×q] такая, что
Ukj = αj

k, 0 � k < q, 0 � j < q, (0.2)

w ∈ F
N
q — вектор, задающий полином p(x1, . . . , xn), рассматриваемый

в виде n-местной функции. Тогда (0.1) можно записать в матричном
виде:

w = U⊗nv. (0.3)

В дальнейшем будем отождествлять полином p(x1, . . . , xn) с вектором
v, а функцию, задаваемую этим полиномом, с вектором w из (0.3).

Определитель матрицы U — это определитель Вандермонда, поэтому

detU =
∏

0�i<j<q

(αi − αj) �= 0,

поскольку αi − αj �= 0, а поле, как известно, не содержит делителей
нуля.

Из этого следует в частности, что U⊗n — невырожденная матри-
ца, и каждая n-местная функция w единственным образом задается
полиномом. При этом функция (0, . . . , 0) задается полиномом (0, . . . , 0).

Аналогично работе [3] введем понятие квазиполинома. Пусть v0, v1,
. . . , vq−1 ∈ F

q
q — линейно независимые векторы. Следуя [3], множе-

ство δ = {v0, v1, . . . , vq−1} будем называть поляризующим. Множеству
δ поставим в соответствие невырожденную матрицу D ∈ Mq[q], с эле-
ментами Dij = vji . Эту матрицу будем называть поляризацией. Таким
образом, поляризация — это матрица D ∈ Mq[q].

Определение 2. Квазиполиномом с поляризацией D ∈ Mq[q] по вы-
деленной переменной xi для функции f : Fn

q → Fq, заданной вектором
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w ∈ F
N
q , где N = qn, будем называть вектор v ∈ F

N
q , такой что

выполняется
w = (U⊗(i−1) ⊗D ⊗ U⊗(n−i))v.

Поскольку U и D — невырожденные, для каждой функции суще-
ствует единственный квазиполином с заданной поляризацией D по вы-
деленной переменной xi.

Сложность полиномиальных представлений k-значных функций ис-
следовалась, например, в работах [1; 4]. В качестве меры сложности
использовалась длина (количество слагаемых) и обобщение понятия
степени полинома.

Следуя [3], длиной квазиполинома v будем называть его вес ‖v‖.
Определение 3. Минимальной длиной функции f : Fn

q → Fq, задан-
ной вектором w ∈ F

N
q , в классе квазиполиномов назовем величину

l(w) = min{‖v‖ | w = (U⊗(i−1) ⊗D ⊗ U⊗(n−i))v,D ∈ Mq[q]}.
В работе [3] приводится верхняя оценка величины l(w), а именно, для

любой функции f : Fn
q → Fq, заданной вектором w ∈ F

N
q , где N = qn,

q — простое,
l(w) � q

q + 1
qn.

В данной работе эта оценка усилена с помощью обобщения метода
получения верхних оценок сложности из работы [2].

1. Основной результат

Для доказательства основного результата нам потребуется вспомо-
гательная лемма.

Лемма. Пусть

Z �
k∑

t=1

tTt, Tt � ctT0 −
k∑

i=t+1

ctTi, ct =
k − 1

kt − 1
, Tt � 0, 1 � t � k.

Тогда

Z �
(

k

k − 1
− k

kk − 1

)
T0.

Доказательство. Будем доказывать неравенство индуктивно следую-
щей цепочкой: Z � Z1 � · · · � Zk � Zk+1, где Zp будем искать в форме
Zp = bpT0 +

∑k
t=p ap,tTt, где 1 � p � k + 1.

При p = 1, положив a1,t = t, b1 = 0 имеем требуемое.

Известия Иркутского государственного университета.
2014. Т. 10. Серия «Математика». С. 3–12
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Предположим, что при некотором p, 1 � p � k, выполняется

Z � Z1 � · · · � Zp, Zp = bpT0 +

k∑
t=p

ap,tTt.

Тогда

Zp = bpT0 + ap,pTp +
k∑

t=p+1

ap,tTt

Если ap,p � 0, то

Zp � bpT0 +

k∑
t=p+1

ap,tTt + ap,p

⎛
⎝cpT0 − k∑

t=p+1

cpTt

⎞
⎠

= (bp + ap,pcp)T0 +

k∑
t=p+1

(ap,t − ap,pcp)Tt

Если ap,p � 0, то положив ap+1,t = ap,t − ap,pcp и bp+1 = bp + ap,pcp,
получим Zp � Zp+1, где Zp+1 = bp+1T0 +

∑k
t=p+1 ap+1,tTt. Рассмотрим

рекуррентное соотношение ap+1,t = ap,t − ap,pcp, где p � 1, t � 1, с
начальными условиями a1,t = t.

ap+1,t+1 − ap+1,t = (ap,t+1 − ap,pcp)− (ap,t − ap,pcp)

= ap,t+1 − ap,t = · · · = a1,t+1 − a1,t = (t+ 1)− t = 1,

ap,t = ap,t−1 + 1 = ap,t−2 + 2 = · · · = ap,1 + (t− 1),

Положим dp = ap,1, d1 = 1. Тогда ap,t = dp + (t − 1). Получается, что
ap,p � 0 тогда и только тогда, когда dp � 1− p.

dp+1 = dp − ap,pcp = dp − (dp + p− 1)cp

= (1− cp)dp − (p− 1)cp

= (1− k − 1

kp − 1
)dp − (p− 1)

k − 1

kp − 1
= k

kp−1 − 1

kp − 1
dp − (p − 1)

k − 1

kp − 1

Пусть gp = (kp−1 − 1)dp, тогда g1 = 0 и

gp+1 = kgp − (p − 1)(k − 1) = k(kgp−1 − (p− 2)(k − 1))− (p− 1)(k − 1)

= k2gp−1 − k(p− 2)(k − 1)− (p− 1)(k − 1) = . . .

= kp−1g1 − (k − 1)

p−1∑
i=1

ikp−1−i = −(k − 1)

p−1∑
i=1

ikp−1−i.

p−1∑
i=1

ikp−1−i =
kp − 1− pk + p

(k − 1)2
,
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так как при p = 1 выражение обращается ноль и

k
kp − 1− pk + p

(k − 1)2
+ p =

kp+1 − 1− (p + 1)k + (p+ 1)

(k − 1)2
.

Таким образом,

gp =
(p− 1)(k − 1)− (kp−1 − 1)

k − 1
,

dp =
p− 1

kp−1 − 1
− 1

k − 1
.

Имеем, d1 = 1, d2 = 0, dp � − 1
k−1 > −1 при p � 3. Таким образом

dp � 1− p, а следовательно ap,p � 0 и Zp � Zp+1, при 1 � p � k.
Рассмотрим рекуррентное соотношение bp+1 = bp+ap,pcp. Поскольку

ap,pcp = dp − dp+1, имеем

bp+1 = bp + dp − dp+1 = bp−1 + dp−1 − dp + dp − dp+1

= bp−1 + dp−1 − dp+1 = · · · = b1 + d1 − dp+1 = 1− dp+1,

Zk+1 =
k∑

t=k+1

ak+1,tTt + bk+1T0 = bk+1T0,

bk+1 = 1− dk+1 = 1−
(

k

kk − 1
− 1

k − 1

)
=

k

k − 1
− k

kk − 1
,

что завершает доказательство леммы.

Теорема. Пусть Fq — конечное поле порядка q, N = qn, где n ∈ N.
Тогда для любого w ∈ F

N
q

l(w) � q − 1

q − q1−q
qn.

Доказательство. Пусть U ∈ Mq[q×q] удовлетворяет (0.2). Пусть v ∈ F
N
q

такой, что w = U⊗nv.
Рассмотрим матрицу B ∈ Mq[q×N

q ], такую что Bij = viN/q+j , 0 � i <

q, 0 � j < N
q .

Пусть Bj — это j-й столбец матрицы B.
Пусть I = {0, . . . , Nq − 1},
Индуктивно определим непересекающиеся множества It ⊆ I и век-

торы ut ∈ F
q
q, 0 � t � q, следующим образом.

В качестве u0 возьмем вектор, все элементы которого равны нулю,
I0 = {j ∈ I | Bj = u0}.

Пусть уже определены множества Ii и векторы ui, 1 � i < t. Для
каждого u ∈ F

q
q определим множество

It(u) = {j ∈ I \ (I0 ∪ · · · ∪ It−1) | Bj = ctu+

t−1∑
i=0

ciu
i, c ∈ F

t+1
q }.

Известия Иркутского государственного университета.
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О ВЕРХНЕЙ ОЦЕНКЕ СЛОЖНОСТИ ФУНКЦИЙ 9

Это множество будет пусто, если u — линейно зависит от u1, . . . , ut−1.
Кроме того, если c — ненулевой элемент поля F

q
q, то It(u) = It(cu).

Поэтому среди всех множеств вида It(u) существует не более qq−t+1

q−1

различных непустых множеств. Возьмем ut ∈ F
q
q такое, что для любого

u ∈ F
q
q выполняется |It(ut)| � |It(u)|. Положим It = It(u

t). Тогда

|It| � q − 1

qq−t+1 − 1
(|I| − |I0| − . . .− |It−1|). (1.1)

Пусть E ∈ Mq[q] — единичная матрица, а Ei — её i-й столбец. По по-
строению, векторы u1, . . . , uq линейно независимы. Поэтому существует
матрица H ∈ Mq[q], такая что ui = HEi.

Пусть C = H−1B.
По построению, если j ∈ It+1, то Ctj — ненулевой элемент поля Fq,

а если i > t, то Cij равен нулю.
Рассмотрим верхнюю треугольную матрицу G ∈ Mq[q] с единицами

на главной диагонали. Элементы матрицы Git и множества Jit(c), 0 �
i < t < q, c ∈ Fq, определим индуктивно следующим образом.

Положим J01(c) = {j ∈ I2 | C0j + cC1j = 0}. В качестве G01 возь-
мем такой элемент поля Fq, чтобы для любого c ∈ Fq выполнялось
|J01(G01)| � |J01(c)|.

Пусть для всех c ∈ Fq, уже определены множества Jik(c) и элементы
матрицы Gik, 0 � i < k < t. Для каждого c ∈ Fq и каждого i, 0 � i < t,
определим множество

Jit(c) = {j ∈ It+1 |
t−1∑
k=0

GikCkj + cCtj = 0}.

В качестве Git возьмем такой элемент поля Fq, чтобы для любого c ∈
Fq выполнялось |Jit(Git)| � |Jit(c)|. Поскольку количество различных
множеств вида Jit(c) равняется q, то |Jit(Git)| � 1

q |It+1|.
Пусть A = GC. Подсчитаем количество ZA нулевых элементов в

матрице A. Если i > t и j ∈ It+1, то

Aij =

q−1∑
k=0

GikCkj = 0,

поскольку Gik = 0 при k < i, а Ckj = 0 при k > t. Если i < t и
j ∈ Jit(Git), то

Aij =

q−1∑
k=0

GikCkj =

t∑
k=0

GikCkj +

q−1∑
k=t+0

GikCkj = 0,

поскольку
∑t

k=0GikCkj = 0 из-за j ∈ Jit(Git), а Ckj = 0 при k > t из-за
j ∈ It+1.
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Таким образом,

ZA �
q∑

t=0

(q − t)|It|+
q−1∑
t=1

t−1∑
i=0

|Jit(Git)| �
q∑

t=0

(q − t)|It|+
q−1∑
t=1

t−1∑
i=0

1

q
|It+1|.

Упростим выражение.

q∑
t=0

(q − t)|It|+
q−1∑
t=1

t−1∑
i=0

1

q
|It+1| =

q∑
t=0

(q − t)|It|+
q∑

t=2

t− 1

q
|It|

= q|I0|+
q∑

t=1

(
q − t+

t− 1

q

)
|It| = q|I0|+ q − 1

q

q∑
t=1

(q − t+ 1)|It|

= q|I0|+ q − 1

q

q∑
t=1

t|Iq−t+1| = q|I0|+ q − 1

q

q∑
t=1

tTt

где Tt = |Iq−t+1|.
Перепишем (1.1) в виде

Tt � ctT0 −
q∑

i=t+1

ctTi, где ct =
q − 1

qt − 1
, T0 = |I| − |I0|

Используя лемму и равенство |I| = qn−1, получим

ZA � q|I0|+ q − 1

q

(
q

q − 1
− q

qq − 1

)
(|I| − |I0|)

=

(
1− q − 1

qq − 1

)
|I|+

(
q − 1 +

q − 1

qq − 1

)
|I0|

�
(
1− q − 1

qq − 1

)
qn−1 =

qq−1 − 1

qq − 1
qn.

Положим D = UHG−1. Матрица D невырожденная в силу невырож-
денности матриц U ,H иG. Зададим вектор u ∈ F

N
q следующим образом:

uiN/q+j = Aij. Тогда

(D ⊗ U⊗(n−1))u = U⊗n
(
(HG−1)⊗ E⊗(n−1)

)
u.

Для всех неотрицательных целых j и t, меньших N , введем обозначение

ejt =

{
1, если j = t;
0, если j �= t.

.

Пусть F = HG−1. Рассмотрим элемент вектора

(F ⊗ E⊗(n−1))u
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с индексом iN/q + j. Его значение можно вычислить следующим обра-
зом

q−1∑
k=0

N/q−1∑
t=0

FikejtukN/q+t =

q−1∑
k=0

FikukN/q+j =

q−1∑
k=0

FikAkj = Bij .

Значит, (F ⊗ E⊗(n−1))u = v, а (D ⊗ U⊗(n−1))u = U⊗nv = w. Таким
образом, u — квазиполином для w и

l(w) � ‖u‖ = qn − ZA � qn − qq−1 − 1

qq − 1
qn =

qq − qq−1

qq − 1
qn =

q − 1

q − q1−q
qn.

Теорема доказана.
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A. S. Baliuk
On Upper Bound of the Complexity of Quasi Polynomial Rep-

resentations of Functions over Finite Fields

Abstract. Representations of functions over finite fields, including polynomial repre-
sentations, are being actively investigated. The complexity of such representations is one
of main directions of research.

This paper is about quasi polynomial complexity of functions over finite fields. Quasi
polynomial can be considered as a regular polynomial with the following transformation:
every occurence x0

i , . . . , x
k−1
i of selected variable xi is replaced by a function from a set

{g0(xi), . . . , gk−1(xi)} of linearly independent unary functions.
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The number of terms, the number of occurences of variables, or the degree of a
polynomial are usually used as a measure of complexity. In the case of quasi polynomials
one can use the number of terms as a natural measure of complexity, while further
generalization are required for the number of occurences of variables and the degree of
a polynomial. In this paper the number of terms is used as a measure of complexity.
Previously, the upper bound of such a complexity was known for polynomials over finite
fields of prime order. Namely, the quasi polynomial complexity of n-ary function over
finite field of prime order k is at most k

k+1
kn.

In this paper an upper bound for the quasi polynomial complexity of functions
over finite fields of arbitrary order q has been obtained, which significantly improves
previously known upper bound for modulo prime quasi polynomials, if q � 3. Namely,
the quasi polynomial complexity of any n-ary function over finite field of order q is at
most q−1

q−q1−q q
n.

Keywords: finite field, polynomial, quasi polynomial, complexity.
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