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Аннотация. В статье рассматривается задача оптимального управления тепловым
процессом. Правая часть дифференциального уравнения нелинейна по совокупно-
сти своих аргументов, в набор аргументов входят независимые переменные (про-
странственная и временная), управление и состояние. Для данной задачи получено
необходимое условие оптимальности типа классического принципа максимума.
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Введение

Задачи оптимального управления, в которых связь между состояни-
ем и управлением определяется параболическими уравнениями, имеют
многочисленные приложения при изучении процессов теплопроводно-
сти, диффузии, фильтрации и др. В данной статье под управлением
тепловым процессом понимается управление процессом теплопровод-
ности.
Существует значительное число работ, посвященных разнообразным

аспектам задач оптимального управления процессами, описываемыми
параболическими уравнениями и системами. Однако их подавляющая
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часть посвящена либо построению математических моделей в форме за-
дач оптимального управления, либо в них изучаются задачи оптималь-
ного управления более частного характера. Так, в работе [1] изучаются
линейные по состоянию и управлению задачи. В [2] рассматриваются хо-
тя и многомерные задачи, но также в основном в их линейном варианте
и для функционала в виде среднеквадратической невязки.
Существенной особенностью нашего исследования является значи-

тельная общность постановки задачи оптимального управления: нели-
нейная правая часть дифференциального уравнения по совокупности
своих аргументов, в набор аргументов входят независимые переменные
(пространственная и временная), управление и состояние.
Можно отметить чисто теоретическую направленность многих работ

в области оптимального управления дифференциальными уравнения-
ми с частными производными. Многие авторы ограничиваются только
получением условий оптимальности того или иного вида и, в общем
случае, теоретическими схемами методов.
Цель нашего исследования — получение принципа максимума Понт-

рягина и его следствий для задачи оптимального управления тепло-
вым процессом для дальнейшей разработки конструктивных методов
решения, основанных на этих условиях оптимальности.

1. Постановка задачи

Рассмотрим следующее уравнение

xt − xss = f(x, u, s, t), (1.1)

(s, t) ∈ Π, Π = S × T, S = [s0, s1], T = [t0, t1],

где x = x(s, t) – функция состояния, u = u(s, t) – управляющая функ-
ция.
Начально-краевые условия

x(s, t0) = x0(s), s ∈ S; x(s0, t) = q0(t), x(s1, t) = q1(t), t ∈ T. (1.2)

В качестве множества допустимых управлений выберем совокупность
ограниченных и измеримых на Π функций, удовлетворяющих почти
всюду ограничениям

u(s, t) ∈ U, (s, t) ∈ Π, (1.3)

где множество U компактное. Требуется найти допустимое управление,
доставляющее минимум целевому функционалу

J(u) =

∫
S

ϕ(x(s, t1), s) ds +

∫
Π

∫
F (x, u, s, t) ds dt→ min

u∈U
. (1.4)
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Задача (1.1)-(1.4) рассматривается при следующих предположениях:
1) функции x0(s) и q0(t), q1(t) — непрерывны на S и T соответственно;
2) функции f(x, u, s, t), F (x, u, s, t) и ϕ(x(s, t1), s) — непрерывны по со-
вокупности своих аргументов и имеют непрерывные и ограниченные
частные производные по x.
На основании результатов работ [3, 4, 5, 6] о свойствах обобщен-

ного решения, будем считать, что xt, xs, xss являются измеримыми
существенно ограниченными в Π функциями.

2. Формула приращения

Рассмотрим формулу приращения целевого функционала на двух
допустимых процессах: исходном — {u, x} и проварьированном {ũ = u+
Δu, x̃ = x+Δx}. Обозначим Dx = xt−xss. Тогда задача в приращениях
имеет вид:

DΔx = Δf(x, u, s, t),

Δx(s, t0) = 0, s ∈ S; Δx(s0, t) = 0, Δx(s1, t) = 0, t ∈ T, (2.1)

а приращение функционала ΔJ(u) = J(ũ) − J(u) вычисляется по пра-
вилу

ΔJ(u) =

∫
S

Δϕ(x(s, t1), s) ds +

∫
Π

∫
ΔF (x, u, s, t) ds dt.

Заметим, что в силу (2.1) справедливо равенство∫
Π

∫
ψ(s, t)[DΔx−Δf(x, u, s, t)] ds dt = 0

при произвольном выборе функции ψ. Далее применим формулу инте-
грирования по частям:∫

Π

∫
ψ(s, t)DΔx ds dt =

∫
Π

∫
[ψ(s, t)Δxt]− [ψ(s, t)Δxss] ds dt =

=

∫
S

[ψ(s, t1)Δx(s, t1)− ψ(s, t0)Δx(s, t0)] ds −
∫
Π

∫
ψtΔx ds dt−

−
∫
T

[ψ(s1, t)Δxs(s1, t)− ψ(s0, t)Δxs(s0, t)− ψsΔx(s1, t)+

+ψsΔx(s0, t)] dt−
∫
Π

∫
ψssΔx dsdt.
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Учитывая условия (2.1), получаем

ΔJ(u) =

∫
S

Δϕ(x(s, t1), s) ds +

∫
S

ψ(s, t1)Δx(s, t1) ds−

−
∫
Π

∫
D∗ψΔx dsdt−

∫
Π

∫
ψ(s, t)Δf(x, u, s, t) dsdt−

−
∫
Π

∫
ΔF (x, u, s, t)dsdt,

где D∗ψ = ψt + (ψ)ss.

Приращение Δϕ разложим по формуле Тейлора первого порядка

Δϕ(x(s, t1), s) =
∂ϕ(x(s, t1), s)

∂x
Δx(s, t1) + oϕ(|Δx(s, t1)|).

Введем функцию Понтрягина

H(ψ, x, u, s, t) = ψ(s, t), f(x, u, s, t) − F (x, u, s, t).

Тогда

ΔH(ψ, x, u, s, t) = ΔũH(ψ, x, u, s, t) + Δx̃H(ψ, x, ũ, s, t).

Приращение Δx̃H(ψ, x, ũ, s, t) разложим по формуле Тейлора первого
порядка, выделив линейную часть относительно Δx

Δx̃H(ψ, x, ũ, s, t) =
∂H(ψ, x, ũ, s, t)

∂x
Δx(s, t) + oH(|Δx(s, t)|).

Потребуем, чтобы функция ψ(s, t) являлась решением следующей со-
пряженной задачи

D∗ψ = −Hx(ψ, x, u, s, t), ψ(s, t1) = −
∂ϕ(x(s, t1), s)

∂x
, (2.2)

ψ(s0, t) = ψ(s1, t) = 0.

Теперь, формула приращения функционала примет вид:

ΔJ(u) = −
∫
Π

∫
ΔũH(ψ(s, t), x(s, t), u(s, t), s, t) dsdt + η. (2.3)
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Здесь

η =

∫
S

oϕ(|Δx(s, t1)|) ds −
∫
Π

∫
(oH(|Δx(s, t)|)−

−ΔũHx(ψ(s, t), x(s, t), u(s, t), s, t)Δx(s, t)) dsdt.

3. Принцип максимума

Рассмотрим игольчатую вариацию допустимого управления

Δu(s, t) =

{
v − u(s, t), (s, t) ∈ Πε,
0, (s, t) ∈ Π\Πε.

Здесь Πε = (ξ −
√
ε, ξ)× (τ −

√
ε, τ), ξ ∈ (s0, s1], τ ∈ (t0, t1], числа ε > 0,

v ∈ U .
Результаты работы [5] позволяют считать, что на игольчатой вари-

ации для данной задачи оптимального управления будет справедлива
следующая оценка

|Δx(s, t)| ∼ ε.

Тогда остаточный член в формуле (2.3) имеет больший порядок мало-
сти, то есть

η ∼ o(ε).

Формула приращения функционала на игольчатой вариации управ-
ления имеет вид

ΔJ(u) = −
ξ∫

ξ−
√
ε

τ∫
τ−

√
ε

ΔũH(ψ(s, t), x(s, t), u(s, t), s, t) dsdt + o(ε). (3.1)

Для почти всех т. (ξ, τ) (т. Лебега функции ΔũH) будет справедлива
теорема о среднем. Получим

ΔJ(u) = −ΔũH(ψ(ξ, τ), x(ξ, τ), u(ξ, τ), ξ, τ) · ε+ o(ε), ε > 0. (3.2)

Из формулы (3.2) следуют теоремы

Теорема 1. Пусть u∗(s, t), (s, t) ∈ Π – оптимальное управление в
задаче (1.1)-(1.4), x∗(s, t), ψ∗(s, t) решения соответственно исходной
(1.1) и сопряженной задач (2.2) при u = u∗(s, t). Тогда управление
u∗(s, t) удовлетворяет почти всюду на Π условию максимума

H(ψ∗(s, t), x∗(s, t), u∗(s, t), s, t) = max
u∈U

H(ψ∗(s, t), x∗(s, t), u, s, t). (3.3)
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Теорема 2. Пусть в дополнение к условиям задачи (1.1)—(1.4) функ-
ции f и F дифференцируемы по управлению u, а множество U – вы-
пуклое. Тогда оптимальный процесс {u∗, x∗} удовлетворяет линеари-
зованному принципу максимума:

Hu(ψ
∗, x∗, u∗, s, t) · u∗ = max

v∈U
Hu(ψ

∗, x∗, u∗, s, t) · v, (s, t) ∈ Π.

Теорема 3. Если в рассматриваемой задаче (1.1)–(1.4) функции f и
F имеют вид

f(x, u, s, t) = B(s, t)x+ d(u, s, t),

F (x, u, s, t) = G(x, s, t) + g(u, s, t),

а функции ϕ(x), G(x, s, t) выпуклы, тогда поточечный принцип макси-
мума (3.3) будет необходимым и достаточным условием оптималь-
ности.

Аналогично результатам [6], полученные необходимые условия оп-
тимальности носят конструктивный характер, так как позволяют по-
строить серию методов последовательных приближений, основанных на
приведенных условиях оптимальности.
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Maximum principle for optimal control problem by thermal
process
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Abstract. An optimal control problem by thermal process is considered. Function of
the right side of differential equation is non-linear and contains independent variables,
control function and phase state. A classic necessary optimality condition is given for the
optimal control problem.

Keywords: thermal process; optimal control; necessary optimality condition; maxi-
mum principle.
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