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Аннотация. В работе рассматриваются два подхода к определению поля скоро-
стей в задачах обработки радионуклидных изображений. В обоих случаях задача
сведена к решению линейных систем специального вида блочными итерационными
методами, показана сходимость данных методов к единственному решению систем.
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1. Введение

В статье рассматриваются математические модели для определения
поля скоростей при обработке радионуклидных изображений. Ради-
онуклидная диагностика — это активно развивающаяся область ме-
дицинской функциональной диагностики заболеваний человека с ис-
пользованием радиоактивных изотопов [3, 8]. Радионуклидные иссле-
дования проводятся с помощью гамма-камер или гамма-томографов [1].
Динамический режим сбора данных позволяет наблюдать распределе-
ние радиофармпрепарата (РФП) в исследуемой системе организма в
зависимости от времени. Таким образом, в результате исследования
можно получить плотность распределения РФП, зависящую от време-
ни и пространственных координат ρ = ρ(t, x, y), t ∈ [0, T ], (x, y) ∈ D
или с учетом дискретизации по времени и пространственным коорди-
натам имеем последовательность матриц ρ1(i, j), ρ2(i, j), . . . , ρT (i, j),
i, j = 0, . . . , n+ 1.

∗ Работа выполнена при финансовой поддержке СПбГУ: тема № 9.39.1065.2012,
тема № 9.38.673.2013.
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Задача построения поля скоростей или определения оптического по-
тока рассматривалась в работах многих авторов [10-12, 16, 17, 21, 22].
Оптический поток между парой изображений есть векторное поле, за-
дающее естественную трансформацию первого изображения во второе.
В данном случае под оптическим потоком будем понимать двумерное
поле скоростей, описывающее наблюдаемое в изображении смещение
точек, происходящее при движении изображаемых объектов относи-
тельно детектора гамма-камеры.
В работе рассматриваются два подхода к определению поля ско-

ростей, а именно подход, основанный на предположении о постоян-
стве плотности распределения РФП вдоль траекторий движения и на
предположении о постоянстве ее градиента. Задача нахождения по-
ля скоростей сводится к решению линейной системы специального ви-
да. Линейные системы решаются блочными итерационными метода-
ми, показывается сходимость этих методов к единственному решению
системы.

2. Постановка задачи

Рассмотрим систему дифференциальных уравнений:

ẋ = u(t, x, y),

ẏ = v(t, x, y).
(2.1)

Предполагается, что транспорт РФП (индикатора) описывается си-
стемой 2.1. Здесь x и y пространственные координаты, t - время, функ-
ции u и v определяют поле скоростей.
Рассмотрим два случая. В первом будем предполагать, что плотность

распределения РФП вдоль траекторий системы 2.1 остается постоян-
ной:

ρt + ρxu+ ρyv = 0. (2.2)

Здесь ρt, ρx, ρy — обозначения для частных производных первого
порядка по t, x,y соответственно.
Во втором случае, что градиент плотности распределения вдоль тра-

екторий системы 2.1 остается постоянным:{
ρxxu+ ρxyv = −ρxt,
ρyxu+ ρyyv = −ρyt,

(2.3)

где ρxx, ρxt, ρxy, ρyy, ρyt - обозначения для частных производных
второго порядка, (u, v)T = f - поле скоростей системы 2.1.
Исходя из описанного выше модельного представления транспорта

индикатора, рассмотрим обратную задачу определения поля скоростей
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в системе 2.1, т. е. нахождение функций u, v по известной функции
ρ(t, x, y). В общем случае - это некорректная задача. В связи с этим
будем использовать метод регуляризации, описанный А. Н. Тихоно-
вым [9]. Рассмотрим задачу построения поля скоростей в области M
в некоторый момент времени t. Составим интегральный функционал:

J(u, v) =

∫
M

(ϕ2 + α2ψ2)dxdy, (2.4)

где

ϕ2 = (ρt + ρxu+ ρyv)
2в случае предположения 2.2,

ϕ2 = (ρxt+ρxxu+ρxyv)
2+(ρyt+ρyxu+ρyyv)

2в случае предположения 2.3,

ψ2 = u2x + u2y + v2x + v2y ,

α2 - параметр регуляризации, M — область ненулевой меры из R2.
Таким образом, будем рассматривать задачу нахождения поля ско-

ростей как задачу минимизации функционала 2.4.

3. Уравнения Эйлера-Лагранжа

Выпишем для интегрального функционала 2.4 уравнения Эйлера –
Лагранжа. В первом случае, когда рассматривается уравнение 2.2, они
будут иметь вид:

−α2Δu+ ρ2xu+ ρxρyv = −ρtρx,
−α2Δv + ρ2yv + ρxρyu = −ρtρy.

(3.1)

Во втором случае при рассмотрении системы 2.3 имеем:

−α2Δu+ (ρ2xx + ρ2yx)u+ ρxy(ρxx + ρyy)v = −ρxxρxt − ρyxρyt,
−α2Δv + (ρ2xy + ρ2yy)u+ ρxy(ρxx + ρyy)u = −ρxyρxt − ρyyρyt.

(3.2)

Здесь Δ — оператор Лапласа, Δu = ∂2u
∂x2 + ∂2u

∂y2
и Δv = ∂2v

∂x2 + ∂2v
∂y2
.

В результате данного подхода задача нахождения поля скоростей си-
стемы 2.1 сводится к решению системы 3.1 или 3.2 при соответствующих
граничных условиях.
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4. Разреженные системы специального вида

Будем рассматривать системы 3.1, 3.2, где (x, y) ∈M и функции u и
v заданы на границе области M , которую обозначим - Ω. Правая часть
представляет собой известную функцию от x, y .
Учитывая дискретный характер измерений, как уже говорилось во

введении, обозначаем плотность распределения РФП в точке, находя-
щейся на пересечении i-й строки, j-го столбца и k-го момента времени
за ρk(i, j), i, j = 1, . . . , n. Под единичным изменением расстояния будем
понимать приращение вдоль какой-либо оси величиной в один пиксель
изображения. Будем искать решения систем 3.1, 3.2 в узлах квадратной
сетки с шагом в один пиксель.
Если обозначить через u(i, j), v(i, j) приближение к решению задач

3.1, 3.2 в точке (i, j) , принадлежащей сетке, то, заменяя оператор
Лапласа конечными разностями, получим для системы 3.1 систему ли-
нейных уравнений:⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

−α2(u(i − 1, j) + u(i+ 1, j) + u(i, j − 1) + u(i, j + 1))+

+(4α2 + ρ2x(i, j))u(i, j) + ρx(i, j)ρy(i, j)v(i, j) = −ρx(i, j)ρt(i, j),
−α2(v(i − 1, j) + v(i+ 1, j) + v(i, j − 1) + v(i, j + 1))+

+(4α2 + ρ2y(i, j))v(i, j) + ρx(i, j)ρy(i, j)u(i, j) = −ρy(i, j)ρt(i, j).

(4.1)

i, j = 1, . . . , n.

Для системы 3.2, соответственно, получаем:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

−α2(u(i− 1, j) + u(i+ 1, j) + u(i, j − 1) + u(i, j + 1))+

+(4α2 + ρ2xx(i, j) + ρ2yx(i, j))u(i, j) + (ρxx(i, j) + ρyy(i, j))×
×ρxy(i, j)v(i, j) = −ρxx(i, j)ρxt(i, j) − ρyx(i, j)ρyt(i, j),

−α2(v(i− 1, j) + v(i+ 1, j) + v(i, j − 1) + v(i, j + 1))+

+(4α2 + ρ2xy(i, j) + ρ2yy(i, j))v(i, j) + (ρxx(i, j) + ρyy(i, j))×
×ρxy(i, j)u(i, j) = −ρxy(i, j)ρxt(i, j) − ρyy(i, j)ρyt(i, j).

(4.2)

i, j = 1, . . . , n.

Принимая во внимание введенную дискретизацию, можем вычис-
лить приближенные значения частных производных ρt, ρx, ρy, и част-
ных производных второго порядка ρxx, ρxt, ρxy, ρyy, ρyt, используя зна-
чения плотности в соседних точках сетки по выбранной схеме.
Согласно нашему предположению о том, что функции u и v заданы

на границе области, только 2n2 переменных u(i, j), v(i, j), i, j = 1, . . . , n,
во внутренних точках сетки являются неизвестными в уравнениях 4.1,
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или, соответственно, 4.2. Таким образом, получается линейная систе-
ма из 2n2 уравнений, решение которой дает приближение к решению
системы 3.1(или 3.2) в точках сетки.
В результате дискретизации систем дифференциальных уравнений в

частных производных 3.1 и 3.2 получили линейные системы разностных
уравнений 4.1 и 4.2. Рассмотрим далее их решение.
Системы 4.1, 4.2 можно записать в виде:(

A B
B C

)(
u
v

)
=

(
d
e

)
. (4.3)

,
где

u = (u1, . . . , un2)T = (u11, . . . , u1n, u21, . . . , u2n, . . . , un1, . . . , unn)
T ,

v = (v1, . . . , vn2)T = (v11, . . . , v1n, v21, . . . , v2n, . . . , vn1, . . . , vnn)
T .

значения искомых функций;

d = (d1, . . . , dn2)T = (d11, . . . , d1n, d21, . . . , d2n, . . . , dn1, . . . , dnn)
T ,

e = (e1, . . . , en2)T = (e11, . . . , e1n, e21, . . . , e2n, . . . , en1, . . . , enn)
T .

Запишем подробнее для системы 4.1:

di,j = −ρx(i, j)ρt(i, j), i, j = 1, n.

ei,j = −ρy(i, j)ρt(i, j), i, j = 1, n.

Матрица B — диагональная, т.е. bsr=0, s, r=1, n2, bss=ρx(i, j)ρy(i, j).
Матрицы A,C – разреженные и отличаются диагональными элемента-
ми, то есть asr = csr и ненулевые из них asr = csr = −α2. Диагональные
элементы матрицы A: ass = 4α2 + ρ2x(i, j), матрицы : css = 4α2 +

ρ2y(i, j), i, j = 1, n, s = 1, n2.
Теперь запишем подробно для системы 4.2:

di,j = −ρxx(i, j)ρxt(i, j) − ρyx(i, j)ρyt(i, j), i, j = 1, n.

ei,j = −ρxy(i, j)ρxt(i, j) − ρyy(i, j)ρyt(i, j), i, j = 1, n.

Матрица B — диагональная, т.е.

bsr = 0, s, r = 1, n2, bss = ρxy(i, j)(ρxx(i, j) + ρyy(i, j)).

Матрицы A,C – разреженные и отличаются диагональными элемента-
ми, то есть asr = csr и ненулевые из них asr = csr = −α2. Диагональные
элементы матрицы A: ass = 4α2 + ρ2xx(i, j) + ρ2yx(i, j), матрицы : css =

4α2 + ρ2yy(i, j) + ρ2yx(i, j), i, j = 1, n, s = 1, n2.
Таким образом, матрица системы 4.3 имеет вид: рис. 1.
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Рис. 1. Вид матрицы системы 4.3 для сетки 6х6.

Пусть

z = (z1, . . . , zn2)T , z1 =

(
u1
v1

)
, . . . , zn2 =

(
un2

vn2

)
,

q = (q1, . . . , qn2)T , q1 =

(
d1
e1

)
, . . . , qn2 =

(
dn2

en2

)
.

Тогда система 4.3 примет вид:

Hz = q, (4.4)

где компоненты матрицы H:

Hss =

(
ass bss
bss css

)
,Hsr =

(
asr bsr
bsr csr

)
, s 
= r, s, r = 1, n2.

Представим матрицу H следующим образом:

H = D − E − F, (4.5)

где D - матрица, состоящая из диагональных блоков:

D =

⎛⎜⎜⎜⎝
H11 0 · · · 0
0 H22 · · · 0
...

...
. . .

...
0 · · · 0 Hn2n2

⎞⎟⎟⎟⎠ ,

E + F = −

⎛⎜⎜⎜⎝
0 H12 · · · H1n2

H21 0 · · · H2n2

...
...

. . .
...

Hn21 · · · Hn2,n2−1 0

⎞⎟⎟⎟⎠ .

Будем решать систему 4.4 с матрицей вида 4.5 блочными итераци-
онными методами Гаусса – Зейделя и последовательной верхней релак-
сации.
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5. Блочные методы. Сходимость

Блочный метод Гаусса-Зейделя решения системы 4.4, отвечающий
введенному разбиению, имеет вид:

Hssz
k+1
s = −

n2∑
r<s

Hsrz
k+1
r −

n2∑
r>s

Hsrz
k
r + qs, (5.1)

s = 1, . . . , n2, k = 0, 1, 2, . . . ,

или с учетом 4.5, используя матричные обозначения

(D − E)zk+1 = Fzk + q, k = 0, 1, 2, . . . . (5.2)

Для его сходимости в случае, когда матрица B — диагональная,
матрицы A и C отличаются диагональными элементами, достаточно,
чтобы выполнялись условия, полученные в статье [4]:
1) asscss − b2ss > 0, ass > 0, css > 0, s = 1, n2,

2)
ass + css

2
≥

n2∑
r=1,r �=s

‖asr‖+

√(
ass − css

2

)2

+ b2ss, s = 1, n2 (5.3)

и для некоторого s

ass + css
2

>

n2∑
r=1,r �=s

‖asr‖+

√(
ass − css

2

)2

+ b2ss,

3) условие «блочной» непроводимости.
Блочный итерационный метод последовательной верхней релаксации

для системы 4.4 имеет вид:

Hssz
k+1
s = ω(−

n2∑
r<s

Hsrz
k+1
r −

n2∑
r>s

Hssz
k
r + qs) + (1− ω)Hssz

k
s , (5.4)

s = 1, . . . , n2, k = 0, 1, 2, . . . .

В матричном виде решение можно представить следующим образом:

Dzk+1 = ω(Ezk+1 + Fzk + q) + (1− ω)Dzk, k = 0, 1, 2, . . . . (5.5)

В случае, когда матрица B — диагональная, матрицы A и C симмет-
ричны и отличаются диагональными элементами, и выполняются пе-
речисленные условия 5.3, метод последовательной верхней релаксации
сходится при любом ω ∈ (0, 2) и при любом начальном приближении.
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Нетрудно проверить, что для рассматриваемых систем условия 5.3
выполняются, и таким образом метод Гаусса – Зейделя и метод последо-
вательной верхней релаксации сходятся к единственному решению при
любом начальном приближении.

6. Построение поля скоростей для радионуклидных
изображений

Рассмотрим примеры с использованием радионуклидных изображе-
ний, полученных в результате исследований проводимых на двухде-
текторном гамма-томографе «ЭФАТОМ» [1] в «Федеральном научно-
клиническом центре специализированных видов медицинской помощи
и медицинских технологий Федерального медико-биологического агент-
ства» (ФНКЦФМБА России, Москва). На данном томографе обработка
данных производится с помощью программного комплекса «Диагности-
ка» [5, 6].
Важными этапом при обработке данных радионуклидных исследо-

ваний является обнаружение и коррекция движения пациента во вре-
мя исследования, поскольку даже небольшое смещение пациента или
исследуемого органа во время сбора проекционных данных может по-
влиять на достоверность результатов диагностики [13, 15, 18, 22], а
полностью избежать изменения положения пациента или его отдельных
внутренних органов во время исследования практически невозможно.
В результате проведенных опытов с использованием двух построен-

ных алгоритмов получены значения поля скоростей в узлах сетки. В
некоторых случаях метод, основанный на предположении о постоян-
стве градиента плотности распределения, дает лучшие результаты, в
частности, в случае изменения общего уровня яркости изображения.
Рассмотрим два изображения, полученных при исследовании гепа-

тобилиарной системы человека: ρk(i, j), ρk+1(i, j),i, j = 0, . . . , n + 1, на
которых имеет место сдвиг исследуемого органа (рис. 2).
В области интереса, выделенной пунктиром на рис. 2 a), поле скоро-

стей имеет вид: рис. 3.
На данном примере мы видим, что предложенный метод может ис-

пользоваться для обнаружения движения исследуемого органа и его
последующей коррекции [2, 7].
Рассмотрим теперь возможность использования метода при построе-

нии контуров исследуемых объектов. Проиллюстрируем это на примере
кардиологических изображений (рис. 4).
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Рис. 2. a) Изображение ρk(i, j) в момент времени k, i, j = 0, . . . , n+ 1, b)
Изображение ρk+1(i, j) в момент времени k + 1,i, j = 0, . . . , n+ 1.

Рис. 3. Поле скоростей

На рис. 4 а) контуром выделен левый желудочек сердца. Поле ско-
ростей в точках данного контура представлено на рис. 5.

7. Заключение

Приведенные в статье методы могут быть использованы для обработ-
ки изображений, полученных при радионуклидных исследованиях для
обнаружения движения и его коррекции, а также при построении кон-
туров исследуемых объектов. Следует отметить, что эти методы могут
найти применение и при обработке других данных. В частности, при
построении поля скоростей в задачах анализа динамики заряженных
частиц [19, 20].
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Рис. 4. a) Изображение сердца ρk(i, j) в момент времени k, i, j = 0, . . . , n+1,
b) Изображение сердца ρk+1(i, j) в момент времени k + 1,i, j = 0, . . . , n+ 1.

Рис. 5. Поле скоростей
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for image processing problems

Abstract. In this work two methods on determining of velocity field for radionuclide
image processing problems are considered. In both cases the problem add up to solving
linear systems of special sort by block iterative methods, the convergence of this methods
is investigated.

Keywords: optical flow; velocity field; block iterative methods; convergence of block
iterative methods; radionuclide images.

Котина Елена Дмитриевна, доктор физико-математических наук,
профессор, Санкт-Петербургский государственный университет, 198504,
Санкт-Петербург, Университетский пр., 35, тел.: (812)4284868
(ekotina123@mail.ru)

Пасечная Галина Александровна, студентка, Санкт-Петербургский
государственный университет, 198504, Санкт-Петербург, Университет-
ский пр., 35, тел.: (812)4284868
(pasechnayagalina@gmail.com)

Kotina Elena, Saint-Petersburg State University, 35, Universitetskij pr.,
Saint-Petersburg, 198504, professor, Phone: (812)4284868
(ekotina123@mail.ru)

Pasechnaya Galina, Saint-Petersburg State University, 35, Universitetskij
pr., Saint-Petersburg, 198504, student, Phone: (812)4284868
(pasechnayagalina@gmail.com)


