
Серия «Математика»
2013. Т. 6, № 3. С. 97—108

Онлайн-доступ к журналу:
http://isu.ru/izvestia

И З В Е С Т И Я
Иркутского

государственного
университета

УДК 519.716.2
Об одном семействе классов
монотонных функций многозначной логики,
не имеющих конечного базиса

Д. Ю. Панин
Московский государственный университет им. М. В. Ломоносова

Аннотация. В работе исследуются свойства классов функций многозначной логи-
ки монотонных относительно частично упорядоченных множеств ширины два.

Ключевые слова: многозначная логика; монотонные функции; конечный базис;
континуальные цепи.

1. Введение

Из работ Э. Поста [9, 10] следует, что каждый замкнутый класс буле-
вых функций имеет конечный базис. В многозначной логике построены
примеры замкнутых классов, не являющихся конечно порожденными
(см. [6]). Известно, что каждый предполный класс в Pk при k ≤ 7
имеет конечную порождающую систему (см. например [8]). В работе [14]
приводится пример частично упорядоченного множества Q8, состояще-
го из восьми элементов, такого что MQ8 (предполный класс функций
монотонных относительно Q8) не является конечно порожденным. В
[3] определяется семейство A всех частично упорядоченных множеств
Q ширины 2, таких, что класс MQ не имеет конечной порождающей
системы (см. также [1, 2]). В данной работе продолжаются исследо-
вания в этом направлении. А именно, для каждого множества Q из
семейства A строится класс MQ

e , такой, что 1) любой замкнутой класс
A, удовлетворяющий соотношению MQ

e ⊆ A ⊆ MQ, не является ко-
нечно порожденным, 2) найдется континуальная (по включению) цепь
из замкнутых классов A, таких, что MQ

e ⊆ A ⊆ MQ. Кроме того,
в работе рассматривается некоторый класс монотонных функций, не
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имеющий конечного базиса. Для множества всех одноместных функций
из рассматриваемого класса приводится критерий полноты.

2. Определения и вспомогательные утверждения

Будем обозначать через A семейство всех конечных частично упо-
рядоченных множеств с наименьшим и наибольшим элементами. Наи-
больший и наименьший элементы элементы множества P ∈ A будем
обозначать через 0 и 1 соответственно. Шириной частично упорядочен-
ного множества P называется максимальное число попарно несравни-
мых элементов из P . Будем обозначать через A2 подсемейство семейства
A, состоящее из всех множеств, ширина которых не превосходит 2.
Пусть Q,P — частично упорядоченные множества, Q′ ⊂ Q, f —

некоторое отображение Q→ P . Ограничением f на Q′ будем называть
отображение Q′ → P , совпадающее с f на всех элементах множества Q′

(обозначение f |Q′).
Следуя работе [1], введем определение двойного квадрата. Пусть

P — некоторое частично упорядоченное множество, a и b несравнимые
элементы множества P . Элементы a и b называются 1-несравнимыми,
если они несравнимы и не имеют точной верхней грани. Элементы
a и b называются 2-несравнимыми, если они 1-несравнимы и найдут-
ся две их минимальные верхние грани, являющиеся 1-несравнимыми.
Пусть x1, x2 ∈ P , элементы x1 и x2 1-несравнимы. Обозначим через
y1 и y2 две минимальные верхние грани элементов x1, x2. Будем обо-
значать множество {y1, y2} через −→sup(x1, x2). Будем говорить, что эле-
менты a1, a2, b1, b2, c1, c2 из множества P образуют двойной квадрат,
если элементы a1 и a2 2-несравнимы, {b1, b2} = −→sup(a1, a2), {c1, c2} =
−→sup(b1, b2).
Путь P произвольное множества из A2, содержащее шестерку эле-

ментов α,α′, β, β′, γ, γ′, образующих двойной квадрат. Положим
P′={0, α, α′, β, β′, γ, γ′, 1}. Будем обозначать черезMP замкнутый класс
всех функций k-значной логики, монотонных относительно P, где k =
|P|. В дальнейшем в обозначении MP будем опускать индекс P и ис-
пользовать обозначение M .
Далее, следуя [1], введем понятия зигзага и T -множества, а также

определим множество R(n) и частичную функцию ϕ̃2n (см. также [14]).
Пусть Q — произвольное частично упорядоченное множество, Q′ ⊂ Q,
f ′ : Q′ → P′. Последовательность Xm, . . . ,Xm′ различных элементов
Q будем называть зигзагом для f ′ в Q, если выполняются следующие
условия:

a) m = 0 или m = 1, m′ ≥ m+ 2, 0, 1 ∈ N;

b) Xm,Xm′ ∈ Q′, Xi ∈ Q\Q′ для всех i = m+ 1, . . . ,m′ − 1;
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c) f ′(Xm) = β, f ′(Xm′) = β′;

d) X2i > X2i−1 для всех 2i, m < 2i ≤ m′;

e) X2i > X2i+1 для всех 2i, m ≤ 2i < m′;

f) для каждого 2i, m < 2i < m′, найдутся Y, Y ′ ∈ Q′ (Y 
= Y ′), такие
что Y, Y ′ > X2i, f ′(Y ) = γ, f ′(Y ′) = γ′;

g) для каждого 2i+ 1, m < 2i+ 1 < m′, найдутся Z,Z ′ ∈ Q′ (Z 
= Z ′),
такие что Z,Z ′ < X2i−1, f ′(Z) = α, f ′(Z ′) = α′;

Величину L = m′ −m+ 1 будем называть длиной зигзага.
Пусть n ≥ 1. Частично упорядоченное множество R = {A,A′, B,B′,

C1, . . . , Cn, C
′,D1, . . . ,D2n+1} будем называть T -множеством ранга n,

если выполняются следующие условия:
1) элементы A и A′ несравнимы, A,A′ < D2i+1 для каждого i =

0, . . . , n;
2) выполняются неравенства B > D1 и B′ > D2n+1; элемент B не

сравним ни с одним из элементов D2, . . . ,D2n+1; элемент B′ не сравним
ни с одним из элементов D1, . . . ,D2n;
3) D2i > D2i+1, D2i−1 для каждого i = 1, . . . , n; D2i не сравним с Dj

для всех j ∈ {1, . . . , 2n + 1} \ {2i− 1, 2i, 2i + 1};
4) Ci > D2i, C ′ > D2i для каждого i = 1, . . . , n; Ci не сравним с Dj

для всех j ∈ {1, . . . , 2n + 1} \ {2i− 1, 2i, 2i + 1};
5) Ci не сравним с B, B′, C ′ для каждого i = 1, . . . , n; C ′ не сравним

с B, B′.
Пусть n ≥ 3, L = {A,A′, B,B′, C1, . . . , Cn−2, C

′,D1, . . . ,D2n−3} — T -
множество ранга n − 2. Определим множества L0, L1, L2 следующим
образом. Положим

L0 = {A,A′, B,B′, C1, . . . , Cn−2, C
′}, L1 = L \ {B′}, L2 = L \ {B}.

Обозначим через T набор (a, a′, b, b′, c1, . . . , cn, c′) длины n+5, элемен-
ты которого принадлежат множеству P. По этому набору для каждого
i = 1, . . . , n, определим отображение fi : L0 → P: fi(A) = a, fi(A′) = a′,
fi(B) = b, fi(B′) = b′, fi(C) = c′, fi(Cj) = ckij , где kij ≡ i+ j−1(mod n),
j = 1, . . . , n− 2.
Обозначим через R0 множество таких наборов T из Pn+5, что для

каждого i = 1, . . . , n отображения fi|L1 , fi|L2 можно монотонно до-
определить на L. Далее, для каждого j = 1, . . . , n обозначим через Rj

множество таких наборов из R0, что отображение fj можно монотонно
доопределить на L. Наконец, обозначим через R(n) множество таких
наборов T из R0, что T ∈ Rj для некоторого j из множества {1, . . . , n}.
Пусть n ≥ 3. Обозначим через P̃2n подмножество множества P2n,

состоящее из следующих наборов длины 2n:

α̃ = (α, . . . , α), α̃′ = (α′, . . . , α′),
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β̃ = (β, . . . , β︸ ︷︷ ︸
n

, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
n

), β̃′ = (β′, . . . , β′︸ ︷︷ ︸
n

, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
n

),

γ̃1 = (1, γ, γ, . . . , γ︸ ︷︷ ︸
n

, 1, β, γ, . . . , γ, β′︸ ︷︷ ︸
n

),

γ̃2 = (γ, 1, γ, . . . , γ︸ ︷︷ ︸
n

, β′, 1, β, γ, . . . , γ, γ︸ ︷︷ ︸
n

),

· · ·

γ̃i = (γ, . . . , γ,
i
1, γ, . . . , γ︸ ︷︷ ︸
n

, γ, . . . , γ, β′,
i
1, β, γ, . . . , γ︸ ︷︷ ︸
n

),

· · ·

γ̃n = (γ, . . . , γ, 1︸ ︷︷ ︸
n

, β, γ, . . . , γ, β′, 1︸ ︷︷ ︸
n

), γ̃′ = (γ′, . . . , γ′).

Другими словами, для каждого i, i = 2, . . . , n − 1, наборы γ̃i опре-
деляются следующим образом: γ̃i[i] = γ̃i[i + n] = 1, γ̃i[i + n − 1] = β′,
γ̃i[i+n+1] = β, γ̃i[j] = γ для всех остальных значений j, j ∈ {1, . . . , 2n}.
Далее, обозначим через ϕ̃2n частичную функцию, зависящую от 2n

переменных, определенную на множестве P̃2n следующим образом:

ϕ̃2n(α̃) = α, ϕ̃2n(α̃′) = α′,

ϕ̃2n(β̃) = β, ϕ̃2n(β̃′) = β′,

ϕ̃2n(γ̃1) = · · · = ϕ̃2n(γ̃n) = γ, ϕ̃2n(γ̃′) = γ′.

Согласно [1] справедливы следующие три леммы.

Лемма 1. Пусть Q — произвольное частично упорядоченное множе-
ство, Q′ ⊂ Q, f ′ : Q′ → P′. Тогда монотонное доопределение отобра-
жения f ′ на множество Q существует тогда и только тогда, когда
отображение f ′ монотонно и в Q не существует зигзага для f ′.

Лемма 2. Пусть n ≥ 4. Тогда для всех значений k < n/2 множество
R(n) сохраняется всеми функциями из M от k переменных.

Лемма 3. Частичная функция ϕ̃2n монотонна на множестве P̃2n, и
в P2n не существует зигзага для ϕ̃2n.
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3. Отсутствие конечного базиса у некоторых классов
монотонных функций

Пусть 1 ≤ i ≤ n, T ⊆ P. Будем обозначать через MT
i (n) множество

всех функций f(x1, . . . , xn) из множества M , таких, что для любого на-
бора (δ1, . . . , δn) из T n выполнено равенство f(δ1, . . . , δn) = δi. Положим
U = {0, 1}, V = P \U. Определим множества Mi(n) и M(n) следующим
образом. Положим

Mi(n) =MV
i (n) ∩MU

i (n), M(n) =
n⋃

i=1

Mi(n), Me =
⋃
n≥1

M(n).

В этом разделе будет доказана следующая теорема.

Теорема 1. Пусть A — произвольный замкнутый класс, такой, что
Me ⊆ A ⊆M . Тогда A не является конечно порожденным.

Для доказательства теоремы 1 нам потребуется несколько определе-
ний. Пусть t = 2n+3, Û = Ut\{(0, . . . , 0), (1, . . . , 1)}, V̂ = Vt. Определим
множества W , V≤, V≥ следующим образом. Положим

W =
⋃

(q1,...,q2n)∈˜P2n

{(q1, . . . , q2n, 0, 1, α)},

V≤ =
⋃
λ∈̂V

⋃
ω<λ,ω/∈̂V

{ω}, V≥ =
⋃
λ∈̂V

⋃
ω>λ,ω/∈̂V

{ω}.

Лемма 4. Множества V≤, V≥, Û ,W попарно не пересекаются.

Доказательство. Докажем, что V≤ не пересекается с остальными мно-
жествами. Пусть V≤∩V≥ 
= ∅, a ω̃ — произвольный набор из множества
V≤ ∩ V≥. По определению множества V≤ найдется набор λ̃ ∈ V̂ , такой,
что ω̃ < λ̃. Аналогично, найдется набор μ̃ из множества V̂ , такой,
что μ̃ < ω̃. Пусть 1 ≤ i ≤ t. Тогда из определения частичного по-
рядка "≤"следует, что выполнено неравенство μi ≤ ωi ≤ λi. Так как
μi, λi ∈ V, то из определения частичного порядка P следует, что ωi ∈ V.
Таким образом, ω̃ ∈ V̂ . Получили противоречие, так как из определения
множества V≤ следует, что ω̃ /∈ V̂ . Поэтому V≤ ∩ V≥ = ∅.
Пусть V≤∩Û 
= ∅, а ω̃ — произвольный набор из множества V≤∩Û . Из

определения множества V≤ следует, что найдется набор λ = (λ1, . . . , λt)

из множества V̂ , такой, что ω̃ < λ̃. Из определения множества Û следу-
ет, что ωi ∈ {0, 1}, λi ∈ V. Так как ωi ≤ λi, то ωi = 0. Таким образом, ω =

(0, . . . , 0). Получили противоречие с тем, что (0, . . . , 0) /∈ Û . Поэтому
V≤ ∩ Û = ∅.
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Пусть V≤∩W 
= ∅. В этом случае получаем противоречие с тем, что
ωt−1 = 1, в то время, как ωt−1 ≤ λt−1, λt−1 ∈ V.
Аналогично доказывается, что V≥ не пересекается с множествами W

и Û .
Осталось доказать, что множества W и Û не пересекаются. Пусть

ω — произвольный набор из множества W . По определению ωt = α,
поэтому ω /∈ Û . Лемма доказана.

Лемма 5. Пусть n ≥ 3. Тогда существует функция h ∈Me от 2n+3
переменных, не сохраняющая множество R(n).

Доказательство. Положим Γ′ =W ∪V≤∪V≥∪Û . Определим отображе-
ние g : Γ′ → P′ следующим образом. На наборах w̃ = (q1, . . . , q2n, 0, 1, α)

из множества W положим g(w̃) = ϕ̃2n(q1, . . . , q2n). На наборах λ̃ =

(λ1, . . . , λt) из множества Û положим g(λ̃) = λt. Положим g(λ̃) = 0,
если λ̃ ∈ V≤, и g(λ̃) = 1, если λ̃ ∈ V≥. По лемме 4 множества W , V≤, V≥,
Û не пересекаются, поэтому отображение g определено корректно.
Покажем, что отображение g монотонно. Пусть δ̃, ε̃ — произвольные

наборы из множества Γ′, такие, что δ̃ ≤ ε̃. Докажем, что выполнено
неравенство g(δ̃) ≤ g(ε̃). Если δ̃ ∈ V≥, то из определения множества V≥
следует, что ε̃ ∈ V≥. Поэтому g(δ̃) = 1, g(ε̃) = 1 и неравенство g(δ̃) ≤ g(ε̃)

выполнено. Если δ̃ ∈ V≤, то g(δ̃) = 0, поэтому неравенство g(δ̃) ≤ g(ε̃)
выполнено для всех ε. Аналогичным образом, рассматриваются случаи
ε̃ ∈ V≤ и ε̃ ∈ V≥.
Если δ̃ ∈ W , ε̃ ∈ W , то неравенство g(δ̃) ≤ g(ε̃) следует из монотон-

ности функции ϕ̃2n.
Если δ̃ ∈ Û , ε̃ ∈ Û , то верны соотношения:

g(δ̃) = δt ≤ εt ≤ g(ε̃).

Если же δ̃ ∈ Û , ε̃ ∈ W , то из определения множества W следует,
что εt = α. Так как δt ∈ {0, 1}, то δt = 0. Поэтому g(δ̃) = δt = 0

и неравенство g(δ̃) ≤ g(ε̃) выполнено. Аналогично разбирается случай
δ̃ ∈W , ε̃ ∈ Û . Таким образом, отображение g монотонно.
Положим Γ = Pt\ V̂ . Очевидно, что Γ′ ⊆ Γ. Докажем теперь, что для

функции g не существует зигзага в Γ. Предположим противное. Пусть
в Γ найдется зигзаг Xm, . . . ,Xm′ для функции g. Определим множество
B следующим образом. Положим

B = {Xm,X
′
m}

⋃
m<2i<m′

{Y2i, Y ′
2i}

⋃
m<2i+1<m′

{Z2i+1, Z
′
2i+1}.

На наборах из множеств Û , V≤, V≥ функция g принимает только значе-
ния 0 или 1. Поэтому из определения зигзага следует, что B ⊆W .
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Обозначим через H множество всех наборов λ̃ = (λ1, . . . , λt) из мно-
жества Pt, таких, что λt−2 = 0, λt−1 = 1, λt = α. Пусть m < i < m′.
Докажем, что Xi ∈ H. Из определения зигзага следует, что найдутся
наборы λ̃, μ̃ из множества B, такие, что λ̃ < Xi < μ̃. Так как λ̃, μ̃ ∈ H,
то Xi ∈ H.
Определим отображение η : H → Pt−3 следующим образом. Пусть

δ̃ = (δ1, . . . , δt), положим η(δ̃) = (δ1, . . . , δt−3).
Нетрудно видеть, что η(Xm), . . . , η(Xm′) — зигзаг для ϕ̃2n в P2n.

Это противоречит следствию 3, из которого следует, что для ϕ̃2n не
существует зигзага в P2n. Таким образом, для функции g не суще-
ствует зигзага в Γ. Поэтому по лемме 1 частичную функцию g можно
доопределить до монотонного отображения g0 на Γ.
Определим функцию h(x1, . . . , xt) на множестве Pt следующим об-

разом. Пусть λ̃ = (λ1, . . . , λt) ∈ Pt. Если λ̃ ∈ V̂ , то положим h(λ̃) = λt.
Если же λ̃ ∈ Γ, то положим h(λ̃) = g0(λ̃).
Докажем, что h — монотонная функция. Пусть δ̃, ε̃ — произвольные

наборы из Pt, такие, что δ̃ ≤ ε̃. Если δ̃, ε̃ ∈ Γ, то из монотонности и
определения функции h следуют соотношения:

h(δ̃) = g(δ̃) ≤ g(ε̃) = h(ε̃).

Если δ̃ ∈ V̂ , ε̃ ∈ Γ то из определения множества V≥ следует, что
ε̃ ∈ V≥. Поэтому h(ε̃) = 1, и неравенство h(δ̃) ≤ h(ε̃) верно. Аналогично
рассматривается случай δ̃ ∈ Γ, ε̃ ∈ V̂ . Если же δ̃ ∈ V̂ , ε̃ ∈ V̂ , то из
неравенства δ̃ ≤ ε̃ и определения функции h следуют соотношения:

h(δ̃) = δt ≤ εt = h(ε̃).

Таким образом, функция h монотонна. По построению функции h вы-
полняется соотношение h ∈Me. Лемма доказана.

Доказательство теоремы 1. Доказательство этой теоремы анало-
гично доказательству теоремы 3.1 из работы [3]. Для полноты изложе-
ния приведем его здесь полностью.
Пусть F — конечное множество монотонных функций из A. Найдется

такое число k, что все функции из F будут существенно зависеть не бо-
лее чем от k переменных. Зафиксируем n > 2k и рассмотрим множество
R(n). По лемме 2 множество R(n) сохраняется всеми функциями от k
переменных из множества M . А так как F ⊆ A ⊆ M , то множество
R(n) сохраняется всеми функциями из множества F . По лемме 5 най-
дется функция f из Me, не сохраняющая R. В силу того, что Me ⊆ A,
получаем, что f ∈ A. С другой стороны, f /∈ [F ] и поэтому [F ] 
= A.
Теорема доказана.
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4. Континуальная по включению цепь классов монотонных
функций, содержащих Me

В этом разделе будет доказана следующая теорема, из которой сле-
дует, что множество всех классов A, таких что Me ⊆ A ⊆ M имеет
мощность континуум (см. также [7, 12, 13]).

Теорема 2. Существует семейство множеств Aλ (λ ∈ [0; 1]), таких,
что

1) для любого λ ∈ [0; 1] выполняется соотношения Me ⊆ Aλ ⊆M ,
2) для любых λ, μ ∈ [0; 1], таких, что λ < μ, выполняется включение

Aλ ⊂ Aμ;

Пусть n ≥ 2. Определим множества A,B ⊂ Pn следующим образом.
Множество B содержит все наборы длины n, содержащие ровно n − 1
элемент β′ и 1 элемент β. Множество A состоит из всех наборов a длины
n, таких, что найдется набор b из множества B, для которого выполня-
ется равенство a < b. Очевидно, что все элементы множества B попарно
несравнимы, поэтому A ∩ B = ∅. Определим функцию ψn(x1, . . . , xn)
следующим образом:

ψn(x1, . . . , xn) =

⎧⎪⎨⎪⎩
α, если (x1, . . . , xn) ∈ A;
β, если (x1, . . . , xn) ∈ B;
γ, в остальных случаях.

Лемма 6. При всех n ≥ 2 функция ψn принадлежит множеству M .

Доказательство. Предположим, что ψn /∈ M . Тогда существуют набо-
ры u, v ∈ Pn, такие, что u < v и ψn(u) > ψn(v). Из определения функ-
ции ψn следует, что значения ψn(u) и ψn(v) принадлежат множеству
{α, β, γ}.
Пусть ψn(v) = α, ψn(u) ∈ {β, γ}. Тогда v ∈ A. Из определения

множества A следует, что существует набор w ∈ B, такой, что v < w.
Так как u < v, то u < w. Таким образом, u ∈ A — противоречие с
соотношением ψn(u) 
= α.
Пусть ψn(v) = β, ψn(u) = γ. Тогда v ∈ B. Так как u < v, то u ∈ A.

Поэтому ψn(u) = α — противоречие с равенством ψn(u) = γ. Лемма
доказана.

Следуя работе [6] (см. также [5]) рассмотрим последовательность
функций χi : {0, 1, 2}i → {0, 1, 2} (i = 2, 3, . . . ):

χi(x1, . . . , xi) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
1, если найдется номер j ∈ {1, . . . , n}, такой,

что x1 = · · · = xj−1 = xj+1 = . . . xn = 2,
xj = 1;

0, в остальных случаях.
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Положим F0 = ∪{χi}, где объединение берется по всем индексам
i ≥ 2. Согласно [6] имеет место следующая лемма.

Лемма 7. При всех i ≥ 2 выполнено соотношение χi /∈ [F0 \ {χi}].

Положим V = {β, β′, γ}. Рассмотрим последовательность функций
ϕi : V

i → V , (i = 2, 3, . . . ), заданных следующим образом:

ϕi(x1, . . . , xi) =

{
β, если (x1, . . . , xi) ∈ B;
γ, в остальных случаях.

Положим F = ∪{ϕi}, где объединение берется по всем индексам i ≥ 2.
Очевидно, что для каждого i ≥ 2 функция ϕi совпадает с функцией

χi, с точностью до переобозначений: γ = 0, β = 1, β′ = 2. Поэтому легко
видеть, что справедлива лемма, аналогичная лемме 7.

Лемма 8. При всех i ≥ 2 выполнено соотношение ϕi /∈ [F \ {ϕi}].

Пусть f(x1, . . . , xn) ∈ M , Z ⊆ P, n ≥ 1. Ограничение функции
f(x1, . . . , xn) на множество Zn будем для краткости обозначать через
f |Z . Пусть M ′ ⊆M . Положим M ′|Z = ∪{f |Z}, где объединение берется
по всем функциям f из множества M ′.
Нетрудно убедиться в справедливости следующих лемм.

Лемма 9. Пусть Z ⊆ P, k ≥ 2, f1, . . . , fk — произвольные функции
из M , такие, что f1 ∈ [{f2, . . . , fk}], и для каждого i ∈ {1, . . . , k}
выполняется соотношение Im(fi) ⊆ Z. Тогда

f1|Z ∈ [{f2|Z , . . . , fk|Z}].

Лемма 10. Пусть H ⊆M , ei — селекторная функция. Тогда справед-
ливо равенство [H ∪ {ei}] = [H] ∪ [{ei}].

Доказательство теоремы 2. Пусть π — некоторый изоморфизм
между множествами Q и {2, 3, . . . }, где Q — множество всех рациональ-
ных чисел на отрезке [0; 1]. Пусть λ ∈ [0; 1]. Будем обозначать через Qλ

множество всех рациональных чисел q из Q, таких, что q ≤ λ. Положим

Fλ =
⋃

q∈Qλ

{ψπ(q)}, Aλ = [Fλ ∪Me].

Очевидно, что Me ⊆ Aλ. Из леммы 6 и соотношения Me ⊆ M следует,
что Aλ ⊆M . Таким образом, пункт 1 доказан.
Докажем пункт 2. Пусть λ, μ ∈ [0; 1], λ < μ. Из соотношения Fλ ⊆ Fμ

следует, что Aλ ⊆ Aμ. Пусть p — произвольное рациональное число,
такое, что λ < p < μ. Положим i = π(p). Рассмотрим функцию ψi.
Докажем, что ψi /∈ Aλ, откуда и будет следовать пункт 2. Предположим
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обратное. Пусть ψi ∈ [Fλ∪Me]. Положим V = {β, β′, γ}. Из леммы 9 сле-
дует, что ψi|V ∈ [(Fλ∪Me)|V ]. Очевидно, что (Fλ∪Me)|V = Fλ|V ∪Me|V .
Нетрудно видеть, что если g ∈ Me, то g|V — селекторная функция.
Поэтому из леммы 10 следует, что [Fλ|V ∪Me|V ] = [Fλ|V ] ∪ [Me|V ]. Из
определения функции ψi, следует, что ψi|V /∈ [Me|V ]. Поэтому ψi|V ∈
[Fλ|V ]. Так как, для любого l ≥ 2 функция ψl|V равна функции ϕl, то
Fλ|V ⊆ (F \ {ϕi}). Таким образом, мы получили, что ϕi ∈ [F \ {ϕi}] —
противоречие с леммой 8. Теорема доказана.

Отметим, что способом, аналогичным указанному в [11], с помощью
функций ψi можно построить пример антицепи мощности континуум
из классов A, таких, что Me ⊆ A ⊆M .

5. Критерий полноты для некоторых классов одноместных
функций

Пусть n ≥ 3. Положим Q = {0, a1, b1, . . . , an, bn, 1}, a0 = b0 = 0,
an+1 = bn+1 = 1. Множество Δi = {ai} ∪ {bi}, где 0 ≤ i ≤ n + 1, будем
называть i-м слоем.
Введем на элементах множества Q отношение частичного порядка ≤

следующим образом:
1) εi ≤ εj для всех εi, εj , таких, что εi ∈ Δi, εj ∈ Δj, 0 ≤ i < j ≤ n;
2) ε ≤ ε для всех ε ∈ Q;
3) других сравнимых элементов нет.
Будем обозначать через MQ

≤ множество всех функций f(x1, . . . , xk),
k ≥ 0, из множества MQ, таких, что для любого элемента δ из множе-
ства Q выполняется неравенство f(δ, . . . , δ) ≤ δ. Очевидно, что MQ

e ⊆
MQ

≤ ⊆ MQ, поэтому из теоремы 1 следует, что класс MQ
≤ не является

конечно порожденным. Будем обозначать через F множество всех одно-
местных функций из классаMQ

≤ . Далее будет сформулирован критерий
полноты для систем функций из множества F .
Пусть ε ∈ Q \ {0, 1}. Через c(ε) будем обозначать элемент из Q,

не сравнимый с элементом ε. Цепью длины m, 1 ≤ m ≤ n + 2, будем
называть последовательность элементов b0, b1, b2, . . . , bm−1 ∈ Q, таких,
что для всех i = 0, . . . ,m − 1 элемент bi принадлежит i-му слою (т. е.
множеству Δi). Через C будем обозначать множество всех цепей.
Пусть ε ∈ Q, f ∈ F , Ω ⊆ Q. Положим

SΩ = {f ∈ F | f(δ) = δ для всех δ ∈ Ω}.

Будем обозначать через D1 множество всех функций g из F , для
которых найдутся номер k, 2 ≤ k ≤ n, и цепь Ω длины k− 1, такие, что
выполнены следующие условия: g ∈ SΩ, g(Δk) = Δk−1.
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Пусть Ω = (ω0, . . . , ωk) — цепь длины k + 1, где 0 ≤ k ≤ n + 1.
Определим функцию ϕΩ, положив

ϕΩ(δ) =

⎧⎪⎨⎪⎩
c(wi−1), если δ = wi, где 2 ≤ i ≤ k;
0, если k ≥ 1 и δ = w1.
δ, в остальных случаях.

Положим D2 = ∪{ϕΩ}, где объединение берется по всем цепям длины
не больше чем n+ 2.
Согласно [4] имеет место следующий критерий полноты для множе-

ства F .

Теорема 3. Пусть D ⊆ F . Система D является полной в F тогда и
только тогда, когда D1 ∪D2 ⊆ D.
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