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Аннотация. Исследуется проблема построения поля скоростей. Данная задача рас-
сматривается в литературе многими авторами в различных постановках. Наиболее
известная постановка задачи с использованием понятия оптического потока предпо-
лагает постоянство функции плотности распределения (яркости изображений) вдоль
траекторий рассматриваемой системы. Также вместо предположения о постоянстве
яркости иногда рассматривают предположение о постоянстве ее градиента, Гессиана
или Лапласиана. В этой постановке строятся функционалы качества, в которые так-
же дополнительно включаются требования гладкости для искомого поля скоростей.
Минимизация построенных функционалов сводится к решению соответствующих
уравнений Эйлера – Лагранжа численными методами. Предлагается новая постанов-
ка задачи. Предполагается, что плотность вдоль траекторий может изменяться. По-
ле скоростей задается, как некоторая функция, зависящая от вектора неизвестных
параметров. В работе предлагается оптимизационный подход к построению поля
скоростей, основанный на исследовании интегрального функционала на ансамбле
траекторий. Рассматривается интегральный функционал, выписывается в анали-
тическом виде вариация функционала и приводится представление градиента, что
дает возможность использования градиентных методов для поиска искомых пара-
метров. Рассмотренный подход может использоваться в задачах анализа различных
изображений, в частности, при обработке радионуклидных изображений.

Ключевые слова: поле скоростей, ансамбль траекторий, оптимизация, вариация
функционала, обработка изображений, радионуклидные изображения.
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1. Введение

Разработка новых методов обработки изображений остается актуаль-
ной задачей, имеющей множество приложений. Построение поля скоро-
стей, основанное на определении оптического потока, рассматривалось
в большом количестве зарубежных статей известных авторов [11–14;20].
В работах [5;8;14;16–19] вопрос построения поля скоростей решается на
основе минимизации некоторых функционалов и получения уравнений
Эйлера – Лагранжа, с последующим сведением данных уравнений к
разреженным линейным системам большого порядка, которые реша-
ются блочными итерационными методами [3]. В работах [1; 15] был
предложен оптимизационный алгоритм построения поля скоростей на
основе дискретных систем. В данной работе предлагается оптимизаци-
онный подход на основе вариации интегрального функционала в зада-
чах управления ансамблями (пучками) траекторий, представленных в
работах [5; 6].

2. Постановка задачи

Исследуем систему дифференциальных уравнений

ẋ = f(t, x, u). (2.1)

Здесь x — n-вектор пространственных координат, t — время, u —
r-вектор параметров, u ∈ U ⊂ Rr.

Предполагаем, что перемещение осуществляется в силу системы 2.1.
Введем функцию плотности распределения ρ = ρ(t, x), которая в раз-
личных задачах механики и электродинамики играет роль плотности
распределения массы или заряда. В нашей задаче она в дальнейшем
будет играть роль количественной характеристики изображения (яр-
кости), зависящей от пространственных координат и времени, или ин-
тенсивности распределения радиофармпрепарата (РФП) при обработке
данных радионуклидных исследований [4]. Уравнение, которое при за-
данной вектор-функции f(t, x, u) определяет изменение функции плот-
ности в пространстве с течением времени имеет вид [7; 9]:

∂ρ(t, x)

∂t
+
∂ρ(t, x)

∂x
f(t, x, u) + ρ(t, x)divxf(t, x, u) = 0, (2.2)

где

divxf(t, x, u) =

n∑

i=1

∂fi(t, x, u)

∂xi
.

Для решения уравнения 2.2 задается обычно начальное условие

ρ(0, x) = ρ0(x), (2.3)
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где ρ0(x) — заданная функция.
Уравнение 2.2 есть уравнение в частных производных первого поряд-

ка, называемое уравнением Гамильтона – Якоби, и вопросы его решения
рассмотрены во многих учебниках и монографиях [9].

Полагаем, что функция ρ = ρ(t, x) задана, и надо восстановить функ-
цию f(t, x, u), в которой неизвестными считаем параметры u1, u2, . . . , ur,
т. е. вектор параметров u.

При обработке изображений вид функции f(t, x, u) неизвестен. По-
этому функцию f можно рассматривать как функцию, представленную
отрезком некоторого ряда, например, ряда Тейлора. Коэффициенты
ряда и есть искомый вектор параметров u. В частности, на первом
этапе построения поля скоростей можно рассматривать функцию f как
линейную вектор-функцию, т. е.

ẋ = Ax+ C,

где A — квадратная матрица: A = {aij}
n
i,j=1, C — вектор: C = {ci}

n
i=1.

Вектор параметров u будет состоять из компонентов матрицы A и век-
тора C, и иметь вид: u = (a11, a12, . . . , ann, c1, . . . , cn)

∗.
Рассмотрим задачу восстановления вектора параметров u, как неко-

торую оптимизационную задачу. С этой целью воспользуемся методами
оптимизации динамики пучков заряженных частиц, представленных в
работах Д. А. Овсянникова [6; 7].

Пусть M0 ∈ Rn — множество начальных значений для системы 2.1.
Предполагаем, что множество M0 замкнуто и имеет ненулевую Лебего-
ву меру. Обозначим через

x(t) = x(t, x0, u), x0 ∈M (2.4)

решения системы 2.1. Множество этих решений назовем пучком траек-
торий (или просто пучком), исходящих из множества M0 при заданном
векторе параметров u.

Через Mt,u обозначим сечение пучка траекторий в момент времени
t, при фиксированном векторе u, т. е. множество

Mt,u = {x(t) = x(t, x0, u), x0 ∈M0}. (2.5)

Пусть ρ0(x) — известная плотность (яркость) в момент времени t = 0,
которая определяет некоторое исходное изображение. Предполагаем да-
лее, что нам известна плотность (яркость) ρ̂(x), характеризующая изме-
ненное за время ∆t исходное изображение. Обозначим момент времени
T = ∆t. Задача состоит в нахождении вектора параметров u такого,
что в момент времени T плотность, вычисленная в силу уравнения 2.2
с условием 2.3 совпала с плотностью ρ̂(x), т. е.

ρ(T, x) = ρ̂(x). (2.6)
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Заметим, что из уравнения 2.2 следует, что полная производная по
времени вдоль траекторий системы 2.1 удовлетворяет уравнению

dρ

dt

∣∣∣∣
(1)

= −ρdivxf. (2.7)

Решение уравнения 2.7 с условием

ρ(0, x0) = ρ0(x0) (2.8)

имеет вид

ρ(t, x(t, x0, u)) = ρ0(x0)e
−

t∫
0

dixxf(τ,x(τ,x0,u))dτ
.

Сформулируем оптимизационную задачу. С этой целью введем фун-
кционал

J(u) =

∫

MT,u

g(x, ρ(T, x))dx, (2.9)

здесь MT,u — сечение пучка траекторий в момент времени t = T ,
g(x, ρ) — неотрицательная, непрерывно-дифференцируемая по x и ρ
функция. В частности, в качестве функции g(x, ρ(T, x)) можно взять
функцию

g(x, ρ) = (ρ(T, x(T, x0, u))− ρ̂(x))2 , (2.10)

где ρ̂(x) — известная заданная плотность в Rn. Заметим, что момент
времени T здесь фиксирован, однако его можно также варьировать.

Сформулируем задачу: найти минимум функционала 2.9 при u ∈
U ⊂ Rr, U — компактное выпуклое множество в Rr.

Решая задачу минимизации функционала 2.9, и определяя парамет-
ры вектора u, мы решаем задачу восстановления функции f(t, x, u), т. е.
определяем поле скоростей, задаваемое формулой 2.1.

3. Вариация функционала

Следуя работе [6], представим вариацию функционала 2.9 в виде

δJ = −

T∫

0

∫

Mt,u

[ψ∗(t, xt)∆uf(t, xt, u) + λ(t, xt)∆udivxf(t, xt, u)] dxtdt,

(3.1)
здесь ψ(t, x) и λ(t, x) — вспомогательные функции, удовлетворяющие
вдоль траекторий системы 2.1 уравнениям

dψ

dt
= −

(
∂f(t, x(t), u)

∂x
+ Edivxf(t, x(t), u)

)∗

ψ − λ

(
∂divxf(t, x, u)

∂x

)∗

,

(3.2)
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dλ

dt
= −λdivxf(t, x(t), u) (3.3)

при конечных условиях

ψ∗(T,X(T )) = −
∂g(x(T ), ρ(T, x(T )))

∂x
,

λ(T,X(T )) = −g(x(T ), ρ(T, x(T ))) +
∂g(x(T ), ρ(T, x(T )))

∂ρ
ρ(T, x(T )).

(3.4)

При этом

∆uf(t, xt, u) = f(t, xt, u+∆u)− f(t, xt, u), (3.5)

∆udivxf(t, xt, u) = divxf(t, xt, u+∆u)− divxf(t, xt, u). (3.6)

Вывод вариации 3.1 основан на использовании преобразования пуч-
ков траекторий по сечениям [6; 7] с использованием уравнений в вари-
ациях для уравнений 2.1, 2.2.

Пусть функция f — дифференцируема по u. Тогда, учитывая выпук-
лость множества U и используя формулу 3.1, мы получаем выражение
для градиента функционала 2.9, а именно,

∂J

∂u
= −

T∫

0

∫

Mt,u

[
ψ∗∂f

∂u
+ λ

∂divxf

∂u

]
dxtdt. (3.7)

Подробный вывод содержится в работе [6].
На основе данного выражения для градиента можно строить различ-

ные методы направленного поиска вектора параметров u.

4. Заключение

Таким образом, основываясь на данном подходе, можно строить ме-
тоды построения поля скоростей для решения различных задач анализа
и обработки изображений, например коррекции движения объектов на
изображении, построении контуров и т. д. [2; 16].

Следует также отметить, что выбор параметризации функции f и
выбор функции g в функционале 2.9 может существенно влиять на про-
блемы сходимости метода и решения задачи построения поля скоростей.
Однако, преимуществом данного подхода является возможность по-
строения градиентных методов оптимизации на основе аналитических
выражений для градиента исследуемого функционала.
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On Optimisation Approach to Velocity Field Determination in
Image Processing Problems

P. V. Bazhanov, E. D. Kotina

Saint Petersburg State University, Saint-Petersburg, Russian Federation

Abstract. The problem of determining the velocity field is investigated. This prob-
lem is considered by many authors in various formulations. The most well-known state-
ment of the problem is proposed with the use of a concept of optical flow of constant
distribution density function (brightness of images) along trajectories of the system un-
der consideration. In addition, besides the common grey value constancy assumption,
also, gradient constancy, as well as the constancy of the Hessian and the Laplacian are
considered. In this statement functionals of quality are constructed, that also require
the smoothness of the considered velocity field. The minimization of the constructed
functional usually reduces to solving the Euler-Lagrange equations by numerical methods.

In this paper a new formulation of the problem is proposed. The density along the
trajectories is assumed to vary. The velocity field is defined as a function depending on the
vector of unknown parameters. In this paper an optimization approach to constructing
the velocity field is proposed, which is based on the study of the integral functional on
trajectories ensembles. The variation of integral functional is represented in an analytical
form, which makes it possible to use gradient methods to find the required parameters.

The proposed approach can be used in the analysis of various images, in particular,
of radionuclide images.

Keywords: velocity field, ensemble of trajectories, optimization, functional varia-
tion, image processing, radionuclide images.
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