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Аннотация. Строение бесконечной группы, содержащей элементы конечного по-
рядка, в значительной степени зависит от строения конечных подгрупп рассматрива-
емой группы. Одним из эффективных условий исследования бесконечной группы,
содержащей элементы конечного порядка, является использование условия насы-
щенности группы некоторым множеством групп. Группа, насыщена группами из
множества, если любая конечная подгруппа из данной группы содержится в под-
группе данной группы изоморфной некоторой группе из указанного множества.
Группа называется группой Шункова, если для любой конечной подгруппы в фак-
тор-группе нормализатора по ней любые два сопряженных элемента простого по-
рядка порождают конечную группу. Если множество элементов конечного порядка
группы является подгруппой, то она называется периодической частью группы.
Доказывается, что группа Шункова 2-ранга 2, насыщенная конечными простыми
неабелевыми группами, обладает периодической частью, которая является простой
локально конечной группой 2-ранга 2. Доказано, что если группа Шункова насыще-
на конечными простыми неабелевыми группами, и в любой её конечной 2-подгруппе
все инволюции из подгруппы лежат в её центре, то сама группа обладает перио-
дической частью, которая является простой локально конечной группой, и в любой
конечной 2-подгруппе из периодической части все инволюции также лежат в центре.

Ключевые слова: насыщенность группы множеством групп, группа Шункова.

1. Введение

Пусть X — некоторое множество групп. Группа G насыщена группа-
ми из множества X, если любая конечная подгруппа из G содержит-
ся в подгруппе группы G, изоморфной некоторой группе из X [14].

∗ Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ, грант 18-31-00257.
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Напомним, что группа G называется группой Шункова (сопряженно-
бипримитивно конечной группой [7; 8]), если для любой конечной под-
группы H из G в фактор-группе NG(H)/H любые два сопряженных
элемента простого порядка порождают конечную группу. Если множе-
ство элементов конечного порядка группы G является подгруппой, то
она называется периодической частью группы G и обозначается T (G).
( [2], c. 90, 150). Пусть G − группа, K − подгруппа G, X − множе-
ство групп. Через XG(K) будем обозначать множество всех подгрупп
группы G, содержащих K и изоморфных группам из X. Если 1 −
единичная подгруппа группы G, то XG(1) будет обозначать множество
всех подгрупп группы G, изоморфных группам из X. Если из контекста
ясно о какой группе идет речь, то вместо XG(K) будем писать X(K), и
соответственно вместо XG(1) будем писать X(1).

Группа G называется группой 2-ранга 2, если её максимальные эле-
ментарные абелевы 2-подгруппы имеют порядок 4. Как показали Аль-
перин, Брауэр и Горенстейн, конечными простыми группами 2-ранга 2
с точностью до изоморфизма являются следующие группы: L2(q), A7,
L3(p), U3(r), M11, U3(4), где q, p, r — нечетные и q > 3 [16;17]. В [6] анон-
сирована теорема, устанавливающая структуру периодических групп
2-ранга 2, насыщенных конечными простыми группами. В приводи-
мой ниже теореме этот результат переносится на класс групп Шункова
2-ранга 2.

Теорема 1. Пусть G — группа Шункова 2-ранга 2, насыщенная
конечными простыми неабелевыми группами. Тогда G обладает пери-
одической частью T (G), изоморфной одной из групп

L2(Q), A7, L3(P ), U3(R), M11, U3(4),

где Q,P,R — всевозможные локально конечные поля нечетных харак-
теристик, и |Q| > 3.

В [9] установлена структура периодической группы, насыщенной ко-
нечными простыми неабелевыми группами, в которой любая конечная
2-подгруппа содержит все свои инволюции в своем центре. В приво-
димой ниже теореме устанавливается структура группы Шункова с
подобным насыщающим множеством и аналогичным ограничением на
конечные 2-подгруппы.

Теорема 2. Пусть группа Шункова G насыщена конечными про-
стыми неабелевыми группами, и в любой её конечной 2-подгруппе K
все инволюции из K лежат в центре K. Тогда G обладает периодиче-
ской частью T (G), изоморфной одной из групп множества

{J1, L2(Q), Re(P ), U3(R), Sz(F )|Q,P,R, F − локально конечные поля}.
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2. Доказательство теоремы 1

Пусть G— контрпример. Положим A = {L2(q) | q > 3, q− нечётное},
B = {L3(p), U3(r) | p, r − нечётные}, C = { A7, M11, U3(4)}, M =
A ∪B ∪ C.

Лемма 1. 1. M — насыщающее множество для группы G, и не суще-
ствует группы K, для которой одновременно выполнено K ≃ H, H ∈
A, H ∈ B и H ∈ C.

2. M(1) = A(1) ∪ B(1) ∪ C(1) 6= ∅, и существует такая группа
X ∈ A(1) ∪ C(1), что X 6≤ Y ни для какой группы Y ∈ B(1).

Доказательство. Первое утверждение леммы вытекает из [16; 17] и
определения множеств M(1),A(1),B(1),C(1). Второе утверждение лем-
мы вытекает из условия насыщенности и [4].

Лемма доказана.
На протяжении лемм 2 — 10 будет предполагаться, что в G существу-

ет четверная группа F такая, что CG(F ) содержит бесконечно много
элементов конечного порядка и, как следствие, содержит бесконечную
локально конечную подгруппу [11].

Лемма 2. M(1) не содержит групп, изоморфных U3(4).

Доказательство.
Предположим обратное, R ∈ M(1) и R ≃ U3(4). Пусть SR — си-

ловская 2-подгруппа из R. Тогда SR — силовская 2-подгруппа в G.
Следовательно, M(1) = {U3(4)}. Из того факта, что CG(F ) содержит
бесконечную локально конечную подгруппу, вытекает, что множество
M(1) содержит группы сколь угодно большого порядка, что невозмож-
но.

Лемма доказана.

Лемма 3. B(1) содержит бесконечно много неизоморфных подгрупп.

Доказательство. Так как CG(F ) содержит бесконечную локально
конечную подгруппу, порядки централизаторов четверных подгрупп из
групп, являющихся элементами множества A(1) ∪ C(1) ограничены в
совокупности, то из [4] вытекает, что множество B(1) содержит группы
сколь угодно большого порядка.

Лемма доказана.
По лемме 3 в G найдётся подгруппа K, изоморфная U3(q), где q

нечётно, или L3(q), где q нечётно. Отождествим указанную группу K с
L из [4, предложение 1] и будем далее использовать обозначения этого
предложения: i, j, w, b, A, V , B. Пусть N = NG(A), CA = CG(A),
CB = CG(B).

Лемма 4. Все четверные подгруппы из G сопряжены.
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Доказательство. Данное утверждение доказывается аналогично до-
казательству леммы 8 из [13] с учетом предложения 20 из [3] и того
факта, что все инволюции из G сопряжены.

Лемма доказана.

Лемма 5. В G существует подгруппа M , обладающая следующими
свойствами:

1. M ∈̃ {L3(R), U3(P )} для подходящих бесконечных локально конеч-
ных полей R,P нечётных характеристик, и M — собственная под-
группа группы G.

2. N < M , и для любой четверной подгруппы X < M , T (NG(X)) =
NM (X).

3. Силовские 2-подгруппы из M сопряжены.
4. Пусть SM — силовская 2-подгруппа группы M. Тогда SM —

силовская 2-подгруппа группы G.
5. T (NG(M)) =M.

Доказательство. 1. По построению V,A,B < Mn для любого n. Вы-
берем v ∈ Mn, для которого jv = j, iv = w, и v1 ∈ Mn+1, для которого
jv1 = j, iv1 = w. Тогда v1v

−1 = c ∈ CA, v1 = cv, (CMc
n+1

(A))v < Mn+1

и CMc
n+1

(A) = CMn+1(A). По построению CMn+1(A) > CMn(A). Следо-

вательно, (CMn+1(A))
v > CMn(B). Таким образом, CMn(B) < Mn+1. В

силу того, что |Mn| > |U3(5)| для любого n, получаем

Mn = 〈NMn(A), CMn(B)〉 −

подгруппа 〈NMn+1(A), CMn+1(B)〉 =Mn+1. Cледовательно,

M1 < M2 < . . . < Mn < . . .

. Тогда
⋃∞

n=1Mn = M и M изоморфна одной из групп множества
{L3(R), U3(P )} для подходящих бесконечных локально конечных по-
лей R,P нечётных характеристик. Ясно также, что M — собственная
подгруппа группы G.

2. Так как M =
⋃∞

n=1Mn, то NM (A) = T (N). Поскольку A и X
сопряжены в M , то для некоторого x ∈ M выполнено A = Xx. Следо-
вательно, T (N) = (NM (X))x и NM (X) = T (NG(X)).

3. Пусть S1, S2 — две различные силовские 2-подгруппы группы M.
Если одна из них конечна, то вторая конечна и сопряжена с первой.
Если они бесконечны, то они сопряжены как силовские 2-подгруппы
из нормализаторов четверных подгрупп, лежащих в полных абелевых
подгруппах группы M (см. пункт 2 доказанный выше).

4. Пусть, напротив, SM < S, где S — некоторая силовская 2-подгруп-
па группы G.

Пусть S — конечная группа. Так как все четверные подгруппы в G
сопряжены (лемма 4), то можно считать, что X < M . По пункту 2,
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доказпнному выше, S < M . Следовательно, SM = S, что противоречит
выбору S.

Пусть S — бесконечная группа. Тогда S — черниковская группа 2-
ранга 2. Ясно, что SM — также бесконечная группа. Обозначим через
S̃M полную часть группы SM . Тогда S̃ — полная абелева группа ранга
2, и S < T (NG(X)) для четверной подгруппы X из S̃. Так как все
четверные подгруппы в G сопряжены, то можно считать, что X < M.
По пункту 2, доказанному выше, S < M , а по пункту 3 SM = S, что
противоречит выбору S.

5. Пусть c ∈ NG(M) \M , и c — элемент конечного порядка. Если
Ac = A, то по пункту 2, доказанному выше, c ∈ M , что противоречит
выбору c. Если Ac 6= A, то для некoторого x ∈ M выполнено Acx = A ,
и по пункту 2, доказанному выше, cx ∈ M . Следовательно, c ∈ M , что
противоречит выбору M .

Лемма доказана.

Лемма 6. Пусть K — конечная 2-подгруппа группы G. Тогда суще-
ствует такой g ∈ G, что Kg < M .

Доказательство. Если в G есть конечная силовская 2-подгруппа, то
заключение леммы справедливо по лемме 5 (пункт 4). Следовательно,
силовские 2-подгруппы из G бесконечны. Пусть K — минимальный
контрпример к утверждению леммы. Для некоторого g ∈ G, группа
K1 = Kg ∩M неединичная, и |Kg : K1| = 2. Возьмём в M силовскую 2-
подгруппу SM , содержащую группу K1. По лемме 5 SM — черниковская
группа. Обозначим через S̃M полную часть SM . Очевидно, ранг S̃M
равен 2. Следовательно, в Z(SM ) \ K1 найдётся элемент z такой, что
z2 ∈ K1. В этом случае 〈Kg, z〉 — конечная группа, Если 〈z〉 — группа
порядка большего 2, K1 — группа порядка 2, то

K1 < 〈z〉 < 〈z〉Kg, 〈z〉 � 〈z〉Kg, 〈z〉Kg = 〈z〉⋋ 〈v〉 < SG,

где v — инволюция. Возьмём инволюцию a ∈ SM \ Z(SM ). По условию
насыщенности группа 〈z, v, a〉 конечна, и 〈z, v, a〉 < H ∈̃ B(1), посколь-
ку H содержит подгруппу 〈z〉 × 〈a〉. В этом случае 〈z, v, a〉 < NG(T )
для некоторой четверной группы X < G. Ввиду лемм 4, 5 Kg < M .
Противоречие с выбором Kg.

Лемма доказана.

Лемма 7. Пусть R ∈ B(1), R ∩M содержит четверную подгруппу.
Тогда R < M .

Доказательство. Пусть, напротив, C — четверная группа из R∩M 6=
R. По лемме 5 (пункт 2) NR(C) < M и NR(C) содержит четверную под-
группу H такую, что T = 〈C, H〉 — группа диэдра порядка 8. По лемме
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5 (пункт 2) NR(H) < M. Таким образом, S = 〈NR(C), NR(H)〉 < M . По-
скольку S 6= R, то R ≃ U3(5), S ≃ A7, и S — максимальная подгруппа
в R. Так как T — силовская 2-подгруппа из S, а силовская 2-подгруппа
из R является полудиэдральной группой порядка 16, то возьмём x ∈
NR(T ) \ T со свойством x /∈ M , но x2 ∈ T . Силовская 2-подгруппа
из M имеет порядок больше 8 (лемма 5). Выберем y ∈ NM (T ) \ T со
свойством y2 ∈ T . По условию насыщенности 〈x, y, T 〉 < R1 ∈ B(1)
(изоморфизм R1 ≃ M11 невозможен по причине того, что 〈x, y, T 〉 —
конечная группа, лежащая в нормализаторе циклической подгруппы
порядка 4 из T , что невозможно). Поскольку x ∈ R1, но x /∈ M , то
R1 не лежит в M. Очевидно, R1 не изоморфна U3(5), следовательно,
R1 = 〈NR1(C), NR1(H)〉 , R1 < M (лемма 5 (пункт 3)) и x ∈ M , что
невозможно.

Лемма доказана.

Лемма 8. Существует инволюция z ∈M такая, что T (CG(z)) 6< M .

Доказательство. Предположим обратное. Возьмём группу
X ∈ A(1)∪C(1), удовлетворяющую заключению леммы 1 (пункт 2). То-
гда X ≃ L2(r) для некоторого нечётного r > 3 (изоморфизмы X ≃M11,
X ≃ A7 невозможены). Пусть SX — силовская 2-подгруппа группы
X. По лемме 6 для некоторого g ∈ G имеет место Sg

X < Xg ∩ M .
Если Sg

X содержит две неперестановочные инволюции x, y, то Xg =
〈CXg (x), CXg (y)〉. По условию леммы Xg < M . Следовательно, Xg <

K < M и K ∈ B(1). Тогда X < Kg−1
и Kg−1 ∈ B(1), что противоречит

выбору X.
Итак, все инволюции из Sg

X перестановочны, и Sg
X = 〈z〉× 〈u〉 — чет-

верная группа. Так как Xg 6< M , то из списка максимальных подгрупп
группы L2(r) ( [19], стр. 377) и условия леммы получам, что Xg ≃ L2(5).

По лемме 5NXg (Sg
X) < M . Возьмём элемент b порядка 3 из NXg (Sg

X),
инволюцию x ∈ NXg(〈b〉), инволюцию y ∈ NM (〈b〉) \ Xg. Так как G —
группа Шункова, то 〈b, x, y〉 — конечная группа. Поскольку x 6∈M , то
〈b, x, y〉 6< M и |〈b, x, y〉| > 6. По условию насыщенности 〈b, x, y〉 <
H ∈ M(1), что невозможно.

Лемма доказана.

Лемма 9. Пусть S — силовская 2-подгруппа из M . Тогда

S 6= (A×B)⋋ 〈v〉,

где A — локально циклическая группа порядка не менее 4, v — инволю-
ция, Av = B.

Доказательство. Предположим обратное. По лемме 8 в M суще-
ствует инволюция z такая, что T (CG(z)) 6< M. Пусть c ∈ T (CG(z)) \M ,
тогда z ∈ M c ∩ M. По лемме 5 (свойство 5) M c 6= M . По лемме 7
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M c ∩M не может содержать четверных подгрупп. Предположим, что
существует такой элемент f ∈ M c ∩M , что f2 = z. Пусть SM — си-
ловская 2-подгруппа из M , содержащая элемент f , SMc — силовская
2-подгруппа из M c, содержащая f . Так как силовские 2-подгруппы в
M сопряжены (лемма 5, п. 4), то S ≃ SM ≃ SMc . Следовательно,
SM = (A1×B1)⋋〈v1〉, где A1 — локально циклическая 2-группа порядка
не менее 4, v1 — инволюция, Av1

1 = B1, и SMc = (A2 × B2) ⋋ 〈v2〉,
где A2 — локально циклическая 2-группа порядка не менее 4, v2 —
инволюция, Av2

2 = B2. Тогда M ∩M c не содержит элементов порядка
4. По условию леммы найдутся такие элементы x, y порядка 4, что
x2 = z, y2 = z, x ∈M \M ∩M c, y ∈M c \M ∩M c. Ясно, что 〈x, y〉 6∈M .

Пусть 〈x, y〉 < U1 ∈ B(1). Пусть R — четверная подгруппа из U1.
По леммам 4, 5 (пункт 5), 7 для некоторого g ∈ G \ M выполнено
NU1(R) < Mg. Следовательно, M ∩Mg содержит элемент x порядка 4.
Как показано выше, это невозможно.

Пусть U1 ∈ A(1). Тогда 〈x, y〉 < CU1(z) — группа диэдра, но 〈x, y〉
таковой не является, поскольку содержит две различные циклические
подгруппы порядка 4 〈x〉, 〈y〉.

Предположим, что U1 ≃ A7. Пусть R — четверная подгруппа из U1.
По леммам 4, 5 (пункт 5), 7 для некоторого g ∈ G \M , NU1(R) < Mg.
Так как для любой четверной подгруппы X ∈ NU1(R), NU1(X) < Mg,
то U1 < Mg. Следовательно, M ∩Mg содержит элемент x порядка 4, а
как показано выше, это невозможно.

Предположим, что U1 ≃ M11. Пусть SM — силовская 2-подгруппа
группы U1, содержащая x. Возьмем v ∈ NSM

(〈x〉) \ 〈x〉. Тогда 〈x〉 <
M ∩Mv, а так как элемент x имеет порядок 4, то Mv = M и v ∈ M .
Повторяя еще раз этот прием, получаем, что SM < M ∩ U1. По лемме
5(пункт 2) и [20] M ∩ U1 содержит подгруппу HM ≃ A.

62 такую, что
SM < HM .

Пусть SMc — силовская 2-подгруппа группы U1, содержащая y. Возь-
мем w ∈ NSMcw

(〈y〉)\〈y〉. Тогда 〈y〉 < M∩Mv, а так как элемент y имеет
порядок 4, то (M c)w = M c и w ∈ M c. Повторяя еще раз этот прием,
получаем, что SMc < M c ∩ U1. По лемме 5(пункт 2) и [20] M c ∩ U1

содержит подгруппу HMc ≃ A.
62 такую, что SMc < HMc .

Так как силовская 2-подгруппа из M ∩M c имеет порядок 2, то из
сравнения порядков групп U1,HM ,HMc вытекает, что порядок группы
HM ∩ HMc делится на 9 и 5. Следовательно, HM = HMc, M ∩ M c

содержит четверную группу, и M =M c. Противоречие с тем, что M 6=
M c.

По лемме 2 U1 6≃ U3(4).
Лемма доказана.

Лемма 10. Пусть S — силовская 2-подгруппа из M . Тогда S — не
полудиэдральная группа.
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Доказательство. Предположим обратное. В данном случае все си-
ловские 2-подгруппы группы G являются полудиэдральными группами
и сопряжены, поскольку конечны, порядка 2k+1 (лемма 5 (пункт 3)).
По лемме 8 существует такая инволюция z ∈M , что CG(z) 6< M . Пусть
c ∈ CG(z) \ M , тогда z ∈ M c ∩ M . По лемме 5 (п. 5) M c 6= M . По
лемме 7M c∩M не может содержать четверных подгрупп. Из множества
групп {Mg|g ∈ G \M} выберем такую группу Mg, чтобы силовская 2-
подгруппа Sg из M ∩Mg содержала элемент b масимально возможного
порядка. Тогда b порядка 2. Выберем в M элемент z1 ∈ NM (Sg) \ Sg,
а в Mg возьмём элемент z2 ∈ NMg (Sg) \ Sg такие, что z21 = z22 = b.
По условию насыщенности 〈b, z1, z2〉 < H ∈ M(1). Предположим, что
H ∈ B(1). Тогда H 6< M , и H < Mh для некоторого h ∈ G \M (леммы
4, 5 (пункт 5), 7). Так как, либо M ∩Mh 6=M , либо Mg ∩Mh 6=Mg, то
получили противоречие с условием рассматриваемого случая (посколь-
ку в первом случае M ∩Mh содержит элемент z1 порядка 4, а во втором

случае M∩Mhg−1
содержит элемент zg

−1

2 порядка 4). Таким образом, H
изоморфна одной из групп множества {L2(q), A7, M11, }, где q — нечет-
ное и q > 3. Поскольку CH(b2) содержит подгруппу 〈b, z1, z2〉 < H,
которая не является ни группой диэдра, ни циклическйо группой, то
для H осталась единственая возможность H ≃ M11. В этом случае
〈b, z1, z2〉 — группа кватернионов порядка 8, zz21 = z−1, zz12 = z−1

2 .
Тогда z1 ∈ M ∩Mz2 , и порядок z1 равен 4. Противоречие с условием
рассматриваемого случая.

Лемма доказана.
Пусть S — силовская 2-подгруппа группы M . Из леммы 5 (п. 1) выте-

кает, что либо S = (A×B)⋋ 〈v〉, где A — локально циклическая группа
порядка не менее 4, v — инволюция, Av = B, либо S — полудиэдральная
группа. Получили противоречие с утверждениями лемм 9 и 10. Следо-
вательно, в дальнейшем будет предполагаться, что в G не существует
четверной группы F со свойством: CG(F ) содержит бесконечно много
элементов конечного порядка и, как следствие, содержит бесконечную
локально конечную подгруппу [11]..

Лемма 11. Пусть z — инволюция из G. Тогда CG(z) обладает пери-
одической частью T (CG(z)), и T (CG(z)) = D⋋ 〈t〉, где t — инволюция,
D — локально циклическая группа, и для любого d ∈ D, dt = d−1.

Доказательство. Положим C = CG(z). Если C содержит конечное
число элементов конечного порядка, то множество M(1) с точностью
до изоморфизма содержит конечное число подгрупп. Тогда G обладает
периодической частью T (G), которая изоморфна одной из групп мно-
жества M(1). Противоречие с выбором G. Таким образом, C содержит
бесконечно много элементов конечного порядка, и как следствие, со-
держит бесконечную локально конечную подгруппу . Следовательно,
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множество A(1) содержит бесконечно много неизоморфных групп. То-
гда в C найдется элемент b простого порядка p, и p 6∈ {π(A7)∩π(M11)}.
Так как G — группа Шункова, то 〈b〉 — нормальная подгруппа группы
C. Пусть K — произвольная конечная подгруппа из C. По условию на-
сыщенности конечная группа 〈b,K〉 ≤ Y ∈ A(1). Тогда CY (z) — группа
диэдра. Так как K ≤ CY (z) < C, то C насыщена группами диэдра. Сле-
довательно, группа C обладает периодической частью T (C) = T (CG(z))
из заключения леммы.

Лемма доказана.

Лемма 12. M(1) = A(1).

Доказательство. Ввиду леммы 11, для любой группы X ∈ M(1)
и любой инволюции z ∈ X, CX(z) — группа диэдра. Следовательно,
X ≃ L2(r). Из сказанного выше вытекает, что X ∈ A(1).

Лемма доказана.
Завершим доказательство теоремы. Так как M(1) — насыщающее

множество для группы G, то по лемме 12 A(1) — также насыщаю-
щее множество для группы G. Следовательно, T (G) ≃ L2(Q) для под-
ходящего локально конечного поля Q нечетной характеристики [12].
Противоречие с выбором G.

Теорема доказана.

3. Доказательство теоремы 2

Пусть G − контрпример к утверждению теоремы и M — насыща-
ющее множество для группы G, состоящее из конечных простых неа-
белевых групп. По основному результату из [9] G − не периодическая
группа. Кроме того G содержит бесконечно много элементов конечного
порядка и, как следствие, содержит бесконечную локально конечную
подгруппу [11].

Лемма 13. Не ограничивая общности можно считать, что M =
{J1, L2(2

n), Re(32n+1), U3(2
2n), Sz(22n+1), L2(q), q = 3, 5 (mod 8), q > 3}.

Доказательство. Пусть L — произвольная конечная простая неабе-
лева подгруппа группы G. Обозначим через P некоторую её силовскую
2-подгруппу. Поскольку P — конечная 2-подгруппа группы G, то по
условию теоремы все инволюции из P содержатся в центре P . Но тогда
L изоморфна одной из групп множества M.

Лемма доказана.

Лемма 14. Множество M(1) содержит группы, порядок которых
больше любого наперед заданного натурального m.
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Доказательство. Предположим обратное. Зафиксируем такое нату-
ральное m, что для любой группы H ∈ M(1), |H| < m. Как отмечалось
выше, G содержит конечную подгруппу M такую, что |M | > m. По
условию насыщенности M ≤ H ∈ M(1). Следовательно, m < |M | 6 |H|.
Последнее противоречит тому, что |H| < m.

Лемма доказана.

Лемма 15. Пусть a − инволюция их G. Тогда CG(a) содержит бес-
конечную локально конечную подгруппу.

Доказательство. Предположим обратное. По [11] CG(a) содержит
конечное число элементов конечного порядка. По лемме Дицмана [1]
CG(a) обладает конечной периодической частью T (CG(a)). По усло-
вию насыщенности T (CG(a)) < M и M ∈ M(1). По теореме Брауэра
[18] множество M(1) содержит конечное число, с точностью до изо-
морфизма, групп. Следовательно, порядки групп из множества M(1)
ограничены в совокупности. Противоречие с утверждением леммы 14.

Лемма доказана.
В леммах 16 — 19 будем полагать, что все силовские 2-подгруппы

группы G абелевы, и пусть S — одна из них. Ясно, что |S| > 4. Леммы
16 — 19 доказываются в предположении, что S = 〈a〉 × 〈z〉 × 〈t〉 —
элементарная абелева группа порядка 8. В этом случае все силовские
2-подгруппы группы G конечны и сопряжены с S.

Лемма 16. Множество M(1) содержит группу H, изоморфную одной
из групп множества {J1, Re(3

2n+1)}.

Доказательство. Предположим обратное. По лемме 13 для любой
группы H ∈ M(1) H, изоморфна одной из групп множества

{L2(8), L2(q)|q = 3.5 (mod 8)}.

По основному результату [12] G обладает периодической частью T (G) ≃
L2(Q), где Q — подходящее локально конечное поле. Противоречие с
тем, что G — контрпример.

Лемма доказана.

Лемма 17. Пусть C = CG(a). Тогда С обладает периодической ча-
стью T (C) = 〈a〉 × L, L ≃ L2(Q). где Q — бесконечное локально
конечное поле характеристики 3.

Доказательство. Рассмотрим фактор-группу C = C/〈a〉. Тогда C —
группа Шункова, насыщенная группами из множества

{L2(4), L2(3
2n+1), CL2(q)(v)/〈v〉|v ∈ L2(q), v

2 = 1, q = 3, 5(mod 8)}.

По лемме 16 CG(a) содержит конечную подгруппу K, изоморфную
группе из множества K{L2(4), L2(3

2n+1)}. Тогда C обладает периоди-
ческой частью T (C) ≃ L2(Q), где Q − бесконечное локально конечное
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поле характеристи 3 (лемма 15). Следовательно, T (C) ≃ 〈a〉 × L, где
L ≃ L2(Q).

Лемма доказана.

Лемма 18. Группа G содержит бесконечную локально конечную про-
стую подгруппу R ≃ Re(Q), где Q — бесконечное локально конечное
поле характеристики 3, не содержащее подполей порядка 9, причем
для любой инволюции a ∈ R, T (CG(a)) < R.

Доказательство. Рассмотрим группу T (C) из леммы 17. Представим
T (C) в виде: T (C) = ∪Nk − объединение бесконечной возрастающей
цепочки подгрупп N1 < N2 < . . . < Nk < . . . , где Nk = 〈a〉 × Lk,
Lk ≃ L2(3

2nk+1). По условию теоремы, начиная с некоторого доста-
точно большого k, Nk < Rk ≃ Re(32nk+1). Тогда T (NG(S)) < Rk и
〈T (NG(S)), Nk〉 = Rk для любого k. Отсюда R1 < R2 < . . . < Rk < . . . −
возрастающая цепочка вложенных друг в друга групп, а R = ∪Rk —
бесконечная локально конечная группа, изоморфная Re(Q), где Q —
локально конечное поле характеристики 3. Второе утверждение лем-
мы вытекает из сопряженности инволюций в R и того факта, что по
построению T (CG(a)) = CR(a) < R.

Лемма доказана.

Лемма 19. Пусть R – подгруппа из формулировки леммы 18. Тогда
G обладает периодической частью T (G) = R.

Доказательство. Используя лемму 18, несложно убедиться, что гру-
ппа G насыщена группами из множества {Re(32n+1)}. По [15] G обла-
дает периодическорй частью T (G) ≃ Re(Q) для подходящего локально
конечного поля Q харктеристики 3.

Лемма доказана.
Утверждение леммы 19 противоечит тому, что G − контрпример.

Следовательно, случай, когда S — элементарная абелева группа поряд-
ка 8, невозможен. Таким образом, S − элементарная абелева группа
порядка более 8. Ввиду леммы 13 можно считать, что любая группа
H ∈ M(1) изоморфна некоторой группе из множества

{J1, L2(2
n), Re(32n+1), L2(q)|q > 3, q = 3, 5 (mod 8)}.

Возьмём инволюцию x ∈ S, и пусть C = CG(x).

Лемма 20. Контрпримера G не существует.

Доказательство. Предположим обратное. Возьмём инволюцию x ∈
S, и пусть C = CG(x). Обозначим через P (C) подгруппу группы C,
порожденную всеми элементами конечных порядков группы C. В P (C)
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существует неединичный элемент простого нечётного порядка d. Дей-
ствительно, пусть P (C) не содержит элементов нечетного порядка. Сле-
довательно, для любой конечной подгруппы

K ∈ M(1),K ≃ L2(2
n).

В этом случае T (G) ≃ L2(Q) для подходящего локально конечного по-
ля Q характеристики 2. Противоречие с выбором G. Далее, пользуясь
индукцией, показываем, что P (C) не может содержать неединичных
элементов любого нечетного порядка. В этом случае, как показано вы-
ше, T (G) ≃ L2(Q) — элементарная абелева 2-группа. Противоречие с
нашим предположением.

Лемма доказана.
Из леммы 20 вытекает, что группа G содержит неабелеву силовскую

2-подгруппу, что и будет предполагаться в дальнейшем.

Лемма 21. Любая силовская 2-подгруппа группы G является беско-
нечной группой.

Доказательство. Предположим обратное, и пусть S − конечная си-
ловская 2-подгруппа группы G. Тогда все силовские 2-подгруппы груп-
пы G конечны и сопряжены с S. В силу условия насыщенности, леммы
13 и того, что все силовские 2-подгруппы группы G неабелевы, любая
силовская 2-подгруппа либо изоморфна силовской 2-подгруппе группы
Sz(22k+1), либо изоморфна силовской 2-подгруппе группы U3(2

n).
Отсюда вытекает, что S тривиально пересекается с любой другой

силовской 2-подгруппой группы G. Следовательно, для любой группы
H ∈ M(1), H изоморфна одной из групп множества

{L2(2
n), U3(2

2n), Sz(22n+1)}.

Так как S — конечная группа, то порядки конечных групп из M(1)
ограничены в совокупности. Противоречие с утверждением леммы 14.

Лемма доказана.

Лемма 22. В G существует силовская 2-подгруппа S, в которой есть
конечная подгруппа K, являющаяся силовской 2-подгуппой некоторой
конечной группы L < G, и L изоморфна одной из групп множества
{U3(2

n), Sz(22n+1)}.

Доказательство. Если M(1) не содержит групп, изоморфных груп-
пам из множества {U3(2

k), Sz(22n+1}, то любая силовская 2-подгруппа
из G есть абелева, и теорема имеет место. Противоречие с тем, что
G — контрпример. Следовательно, найдется такая группа L ∈ M(1),
что L изоморфна одной из групп множства {U3(2

k), Sz(22n+1}. Пусть
SL − силовская 2-подгруппа группы L. Зафиксируем группу L и некото-
рую её силовскую 2-подгруппу SL. Так как все силовские 2-подгруппы
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группы G бесконечны (лемма 21), то SL < S — бесконечная силовская
2-подгруппа группы G.

Лемма доказана.
Зафиксируем группу S из леммы 22.

Лемма 23. В группе G существует силовская 2-подгруппа S1 6= S
что, либо K = S1∩S содержит элемент порядка 4, либо K — элемен-
тарная абелева 2-группа, и |K| ≥ 8.

Доказательство. Пусть различные силовские 2-подгруппы группы
G пересекаются тривиально. В этом случае все силовские 2-подгруппы
группы G сопряжены. Поскольку силовская 2-подгруппа из Sz(22k+1)
не может быть изоморфна никакой подгруппе силовской 2-подгруппе из
U3(2

n), а силовская 2-подгруппа из U3(2
n) не может быть изоморфна

никакой подгруппе силовской 2-подгруппы из Sz(22k+1) ни при каких
k, n, то либо для любой группы H ∈ M(1), H изоморфна одной из групп
множества {L2(2

n), U3(2
2n)}}, либо для любой группы H ∈ M(1), H

изоморфна некоторой группе из множества {L2(2
n), Sz(22n+1)}.

В первом случае по [10] G обладает периодической частью T (G),
изоморфной одной из групп множества {L2(P ), U3(Q)} для подходящих
локально конечных полей P, Q четной характеристики. Противоречие
с тем, что G — контрпример.

Разберем второй случай. Возьмем в M(1) группу K ≃ L2(2
n) , а в ней

элементы b порядка 3 и инволюцию x такие, что bx = b−1. Поскольку
M(1) cодержит K0 ≃ Sz(22n+1), то сущестует элемент a ∈ G такой, что
a2 = x. Так как G — группа Шункова, то 〈b, a〉 — конечная группа.
По условию насыщенности 〈b, a〉 < K1, где K1 изоморфна одной из
групп множества {L2(2

n), Sz(22n+1)}. В силу того, что K1 содержит
элемент a порядка 4, получаем, что K1 ≃ Sz(22n+1). С другой стороны,
K1 содержит элемент b порядка 3, а Sz(22n+1) не содержит элементов
порядка 3, следовательно, K1 6≃ Sz(22n+1). Противоречие.

Итак, можно считать. что для некоторой силовской 2-подгруппы
S1 6= S, K = S ∩ S1 6= 1. Пусть K — элементарная абелева группа
порядка 2 или 4. Обозначим: i — инволюция из K; b — элемент порядка
4 из S; l = b2; x — элемент группы G, для которого i = lx. Рассмотрим
пересечение Sx ∩ S1 = N , которое содержит i. Допустим, что снова
это пересечение есть элементарная абелева 2-подгруппа порядка ≤ 4
(в противном случае, лемма верна). Если a = bx, то a ∈ Sx и a2 = i.
Пусть j — любая инволюция из S1 \ S

x. Тогда j централизует N . Рас-
смотрим теперь группу T = 〈N, a, j〉. Поскольку фактор-группа T/N
порождается двумя инволюциями aN и jN , то T – конечная группа.
По условию теоремы T < L1, где L1 изоморфна одной из групп множе-
ства {Sz(22m+1), U3(2

s)}. Так как различные силовские 2-подгруппы
из L1 пересекаются тривиально, то 2-подгруппы 〈N, a〉 и 〈N, j〉 содер-
жатся в одной силовской 2-подгруппе из L. В частности, T является
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2-подгруппой. Если S2 — силовская 2-подгруппа группы G, содержащая
T , то S2 6= Sx(j ∈ T \ Sx). При этом пересечение S2 ∩ Sx содержит
элемент a порядка 4.

Лемма доказана.
Зафиксируем группы S, S1,K из утверждения леммы 23. Пусть x ∈

S, y ∈ S1. Если хотя бы один из этих элементов есть инволюция, то
xy = yx. Пусть |x| = |y| = 4. Положим D = 〈x, y〉. Так как x2, y2

содержатся в Z(D), то D — конечная группа, а её 2-подгруппы 〈x, y2〉
и 〈x2, y〉 имеют нетривиальное пересечение. Но тогда D есть 2-группа,
xy является 2-элементом и xy = yxz, где |z| ≤ 2. В этом случае SS1 —
2-группа. Так как S, S1 — силовские 2-подгруппы группы G, то S = S1.
Противоречие с тем, что S 6= S1.

Теорема доказана.

4. Заключение.

После завершения классификации конечных простых групп был вы-
полнен важный шаг в классификации периодических групп. А имен-
но, Кегелем, Блеляевым, Боровиком, Томасом, Хартли и Шютом были
классифицированы локально конечные группы, обладающие локаль-
ными покрытиями, состоящими из простых групп лиева типа, ранги
которых ограничены в совокупности. Это явилось основанием для фор-
мулировки в 2004 году вопроса 14.101 в Коуровскую тетрадь: Верно ли,
что периодическая группа, насыщенная конечными простыми группами
лиева типа, ранги которых ограничены в совокупности, сама является
группой лиева типа конечного ранга? Известно, что среди бесконечных
групп с условиями конечности важное место занимают группы Шун-
кова. Класс групп Шункова отличен от класса периодических групп.
Поэтому уместно рассмотреть редакцию вопроса 14.101 для групп Шун-
кова: Верно ли, что группа Шункова, насыщенная конечными просты-
ми группами лиева типа, ранги которых ограничены в совокупности,
обладает периодической частью, изоморфной простой группе лиева ти-
па? Очевидно, что помимо групп, насыщенных конечными простыми
группами лиева типа, интерес представляет случай, когда насыщающие
множество может содержать другие классы конечных простых групп.
В данной работе установлено строение групп Шункова, насыщенных
конечными простыми группами 2-ранга 2 и конечными простыми груп-
пами с заданным строением 2-подгрупп. Таким образом, сделан шаг
в изучении групп, насыщенных произвольными конечными простыми
группами.
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On Shunkov Groups Saturated with Finite Groups

A. A. Shlepkin

Siberian Federal University, Krasnoyarsk, Russian Federation

Abstract. The structure of the group consisting of elements of finite order depends
to a large extent on the structure of the finite subgroups of the group under consideration.
One of the effective conditions for investigating an infinite group containing elements of
finite order is the condition for the group to be saturated with a certain set of groups.
The group G is saturated with groups from the set X if any finite subgroup of G is
contained in the subgroup of G, isomorphic to some group in X. The group G is called
the group Shunkov, if for any finite subgroup H of G in the factor group NG(H)/H any
two conjugate elements of prime order generate a finite group. If all elements of finite
orders in G are contained in a periodic subgroup of G, then it is called the periodic
part of G and is denoted by T (G). It is proved that the Shunkov group of 2 -range 2
saturated with finite simple nonabelian groups has a periodic part T (G) isomorphic to
one of the groups of the set {L2(Q), A7, L3(P ), U3(R), M11, U3(4)}, where Q,P,R is a
local finite fields. It is proved that if the Shunkov group G is saturated with finite simple
non-Abelian groups, and in any of its finite 2 -subgroup K all involutions from K lie in
the center of K, then G has a periodic part T (G) isomorphic to one of the groups of the
set {J1, L2(Q), Re(P ), U3(R), Sz(F )}, where Q,P,R, F are locally finite fields.

Keywords: the group saturated with the set of groups, Shunkov group.
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