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Аннотация. В настоящей работе авторы продолжают исследования специальных
краевых задач для нелинейного параболического уравнения теплопроводности (в
англоязычной литературе — «the porous medium equation»). В случае степенной
зависимости коэффициента теплопроводности от температуры указанное уравне-
ние используется при описании процессов лучистой теплопроводности, фильтра-
ции политропного газа в пористом грунте, миграции биологических популяций и
т. д. Кроме того, уравнение обладает специфическими нелинейными свойствами,
интересными как с физической, так и с математической точек зрения. Известно,
например, что скорость распространения возмущений, им описываемых, может быть
конечной. Один из содержательных классов решений уравнения составляют тепло-
вые волны (волны фильтрации). Геометрически такие решения представляют собой
две интегральные поверхности, непрерывно состыкованные вдоль некоторой кри-
вой, называемой фронтом тепловой волны. В предлагаемой статье рассматривается
краевая задача, имеющая такого рода решения. Исследование проводится в классе
аналитических функций с помощью метода характеристических рядов, предложен-
ного Р. Курантом и адаптированного для нелинейных параболических уравнений
в научной школе А.Ф. Сидорова. Ранее авторы уже исследовали похожие зада-
чи в случае замкнутого фронта волны при отсутствии источника. Для каждой из
рассмотренных задач были построены решения в виде характеристических рядов,
а также доказаны соответствующие теоремы существования, гарантирующие схо-
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димость. В настоящей работе исследуется плоскосимметричная задача с заданным
фронтом при наличии источника. Доказана теорема существования аналитического
решения (возмущенной составляющей тепловой волны), указанное решение постро-
ено в виде степенного ряда. Рассмотрен содержательный частный случай, в котором
источник задается степенной функцией (подобный способ задания часто встречается
в приложениях). Показано, что в этом случае исходную задачу можно свести к
задаче Коши для нелинейного обыкновенного дифференциального уравнения 2-го
порядка.

Ключевые слова: нелинейное уравнение теплопроводности с источником, the po-
rous medium equation, тепловая волна, характеристический ряд, сходимость, теорема
существования.

1. Введение

В настоящей работе авторы продолжают исследования специальных
краевых задач для нелинейного параболического уравнения теплопро-
водности

Tt = div(K(T )∇T ) +Q(T ). (1.1)

Здесь T (t, x) — температура среды в точке x ∈ Ri, i = 1, 2, 3 в момент
времени t, Q(T ) — функция источника, такая, что Q(0) = 0. Коэффи-
циент теплопроводности K(T ) чаще всего полагают степенной функци-
ей температуры, K(T ) = λT σ, где λ, σ — положительные константы.
При таком допущении уравнение (1.1) эффективно используется при
описании процессов лучистой теплопроводности [1;12], фильтрации по-
литропного газа в пористом грунте [13; 17], миграции биологических
популяций [16] и т. д.

На сегодняшний день существует огромное количество публикаций,
посвященных разностороннему исследованию уравнения (1.1). Объяс-
няется это как его многочисленными приложениями, так и нетривиаль-
ными нелинейными свойствами, интересными с математической точки
зрения. Известно, например, что скорость распространения возмуще-
ний, описываемых (1.1), может быть конечной [1;12]. Не стремясь дать
полный обзор, упомянем работы, посвященные исследованию обобщен-
ных решений [14], описанию классов точных решений [11; 12], построе-
нию приближенных решений [9; 15].

2. Тепловая волна

Один из содержательных классов решений уравнения (1.1) состав-
ляют тепловые волны (волны фильтрации). Геометрически такие ре-
шения представляют собой две интегральные поверхности T ≡ 0 и
T ≥ 0, непрерывно состыкованные вдоль некоторой кривой, называемой
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фронтом волны [6; 13]. Задачи, исследуемые авторами, предполагают
наличие такого рода решений и в наиболее общей постановке имеют
вид

ut1 = u∆u+
1

σ
(∇u)2 + F (u), (2.1)

u(t1, x)|Γ = f(t1, x). (2.2)

Уравнение (2.1) получено из (1.1) с помощью замен u = T σ, t1 =
λt (такой переход стандартен, см., например, [9; 13]). Функция F (u)

определяется по формуле F (u) = σu1−
1
σQ(u

1
σ )/λ. Краевой режим f =

f(t1, x) задан на достаточно гладкой поверхности Γ = Γ(t1, x). Далее
для удобства записи будем писать t вместо t1, опуская нижний индекс.

Наиболее близкими по постановке и методам исследования можно
назвать задачи, рассмотренные в научной школе А.Ф. Сидорова, где
успешно развивается аналитический подход к исследованию задач вида
(2.1), (2.2), основанный на методе характеристических рядов и его обоб-
щениях [13] (см., в частности, [15]). Указанный метод первоначально
был предложен Р. Курантом [10] для линейных гиперболических систем
и адаптирован для нелинейных параболических уравнений А.Ф. Сидо-
ровым [13] и его учениками. В статье авторов [3] рассмотрен случай
цилиндрической и сферической симметрии при F ≡ 0. Существенно
неодномерные задачи (2.1), (2.2) без источника исследуется в работах [2;
4]. Для указанных задач построены решения в виде характеристических
рядов, а также доказаны соответствующие теоремы существования, га-
рантирующие сходимость. В работах [4;7] аналитические исследования
дополнены численными, выполненными методом граничных элементов.

В настоящей работе исследуется плоскосимметричная задача с за-
данным фронтом (при f ≡ 0) при наличии источника. В разделе 3
доказана теорема существования аналитического решения (возмущен-
ной составляющей тепловой волны), в разделе 4 указанное решение
построено в виде степенного ряда. В разделе 5 рассмотрен один содер-
жательный частный случай, в котором источник задается степенной
функцией. При этом показано, что исходную задачу можно свести к
задаче Коши для нелинейного ОДУ 2-го порядка. Отметим также, что
степенной способ задания функции источника достаточно часто рас-
сматривается в прикладных задачах [8;12]. Полученные представления
решений конструктивны и могут быть использованы для верификации
численных расчетов [4; 5].

3. Основная теорема

Рассмотрим плоскосимметричную задачу (2.1), (2.2) с заданным теп-
ловым фронтом (т. е. при f ≡ 0), в которой u = u(t, ρ), где ρ —
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расстояние до некоторой заданной плоскости. В этом случае (2.1), (2.2)
имеет следующий вид:

ut = uuρρ +
1

σ
u2ρ + F (u), (3.1)

u(t, ρ)|ρ=a(t) = 0. (3.2)

Здесь ρ = a(t) — фронт тепловой волны, a(t) > 0 на всей области
определения, причем a′(0) 6= 0. Функция источника F (u) определена
при u ≥ 0, также предполагается, что F (0) = 0.

Для задачи (3.1), (3.2) справедлива следующая

Теорема. Пусть F (u) и a(t) — аналитические функции в окрестно-
сти u = 0 и t = 0 соответственно. Тогда задача (3.1), (3.2) имеет
единственное аналитическое решение в некоторой окрестности t = 0,
ρ = a(0).

Доказательство. Доказательство проводится методом мажорант и
опирается на теорему Коши – Ковалевской. Перед построением мажо-
рантной задачи проведем две невырожденные замены. Вначале, чтобы
упростить краевые условия, введем новую переменную r = ρ − a(t).
Несложно показать, что якобиан такой замены J = 1.

Пересчитав производные, получим задачу

ut − a′ur = uurr +
1

σ
u2r + F (u), (3.3)

u(t, r)|r=0 = 0. (3.4)

Представим теперь неизвестную функцию и функцию источника в
виде неполных разложений в ряд Тейлора по степеням r и u соответ-
ственно

u(t, r) = u0(t) + ru1(t) + r2V (t, r), (3.5)

F (u) = uF ′(0) + u2F1(u).

Из краевого условия (3.4) следует, что u0(t) ≡ 0. Положив в (3.3) r = 0,
получим уравнение

−a′u1 =
1

σ
u21,

в котором u1(t) = ur(t, 0). Корень u1 = 0, как несложно убедиться,
приводит к тривиальному решению задачи (3.3), (3.4), поэтому далее
будем рассматривать ненулевой корень

u1 = −σa′(t). (3.6)

С учетом (3.6) равенство (3.5) примет вид

u(t, r) = −rσa′ + r2V (t, r). (3.7)
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Так как для (3.7) выполняется краевое условие (3.4), то после замены
задача (3.3), (3.4) сведется к одному уравнению

−σa′′r+r2Vt−a
′(−σa′+2rV +r2Vr) = (−σa′r+r2V )(2V +4rVr+r

2Vrr)+

+
1

σ
(−σa′ + 2rV + r2Vr)

2 + (−σa′r + r2V )F ′(0)+

+(−σa′r + r2V )2F1(−σa
′r + r2V ). (3.8)

После приведения подобных и деления на ra′ уравнение (3.8) можно
привести к виду

2(1 + σ)V + (1 + 4σ)rVr + σr2Vrr = g0(t, r) + rg1 + r2g2 + r3g3, (3.9)

в котором g0, g1, g2, g3 — аналитические (в некоторой окрестности
начала координат) функции своих переменных, такие, что

g1 = g1(t, V, Vt), g2 = g2(t, V, Vt, Vr), g3 = g3(t, r, V, Vr , Vrr).

Мажорантную задачу будем строить для уравнения (3.9), эквива-
лентного (3.3), (3.4). Прежде всего построим решение (3.9) в виде ряда

V (t, r) =

∞∑

n=0

Vn(t)
rn

n!
, Vn(t) =

∂nV

∂rn

∣∣∣
r=0

. (3.10)

Коэффициенты Vn(t) определим n-кратным дифференцированием урав-
нения по r при r = 0. Вводя обозначения

gi,n =
∂ngi
∂rn

∣∣∣
r=0

, i = 0, 1, 2, 3,

имеем

V0 =
g0,0

2(1 + σ)
, V1 =

g0,1 + g1,0
3(1 + 2σ)

, V2 =
g0,2 + 2g1,1 + 2g2,0

4(1 + 3σ)
,

V3 =
g0,3 + 3g1,2 + 6g2,1 + 6g3,0

5(1 + 4σ)
,

...

Vn =
g0,n + ng1,n−1 + n(n− 1)g2,n−2 + n(n− 1)(n − 2)g3,n−3

2(1 + σ) + (1 + 4σ)n + σn(n− 1)
.

Отметим сразу, что все коэффициенты определяются однозначно,
что, в свою очередь, гарантирует единственность решения.

В силу аналитичности входящих в уравнение функций, а также ко-
эффициентов ряда (3.10), для них можно подобрать мажоранты

V0(t) ≪W0(t), V1(t) ≪W1(t),
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g1(t, V, Vt) ≪ h1(t,W,Wt), g2(t, V, Vt, Vr) ≪ h2(t,W,Wt,Wr),

g3(t, r, V, Vr , Vrr) ≪ h3(t, r,W,Wr ,Wrr).

Покажем теперь, что при выполнении указанных оценок задача

Wrr =
1

σ

(
∂2h0
∂r2

+
∂h1
∂r

+ h2 + rh3

)
, (3.11)

W (t, r)|r=0 =W0(t), (3.12)

Wr(t, r)|r=0 =W1(t) (3.13)

является мажорантной для (3.9).
Построим решение в виде ряда

W (t, r) =
∞∑

n=0

Wn(t)
rn

n!
, Wn(t) =

∂nW

∂rn

∣∣∣
r=0

,

коэффициенты которого определим (n− 2)-кратным дифференцирова-
нием уравнения (3.11) по r при r = 0. Получим равенства

W2 =
1

σ
(h0,2 + h1,1 + h2,0), W3 =

1

σ
(h0,3 + h1,2 + h2,1 + h3,0),

...

Wn =
1

σ
[h0,n + h1,n−1 + h2,n−2 + (n− 2)h3,n−3],

...

в которых использованы обозначения

hi,n =
∂nhi
∂rn

∣∣∣
r=0

, i = 0, 1, 2, 3.

Заметим, что при n ≥ 2 справедливы неравенства

1

2(1 + σ) + (1 + 4σ)n+ σn(n− 1)
<

n

2(1 + σ) + (1 + 4σ)n + σn(n− 1)
≤

≤
n(n− 1)

2(1 + σ) + (1 + 4σ)n + σn(n− 1)
<

n(n− 1)

σn(n− 1)
=

1

σ
.

Это означает, что Vn(t) ≪ Wn(t) при n = 0, 1, 2, ..., и решение задачи
мажорирует решение уравнения (3.9).

В заключение скажем, что задачу (3.11), (3.12), (3.13) несложно све-
сти к задаче типа Коши-Ковалевской. Для этого продифференцируем
(3.11) по r, разрешим его относительно Wrrr и добавим третье краевое
условие. Получившаяся задача

Wrrr =
1

σ − rh3Wrr

(
∂3h0
∂r3

+
∂2h1
∂r2

+
∂h2
∂r

+
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+h3 +
∂h3
∂r

+
∂h3
∂W

Wr +
∂h3
∂Wr

Wrr

)
,

W (t, r)|r=0 =W0(t), Wr(t, r)|r=0 =W1(t), Wrr(t, r)|r=0 =W2(t)

имеет аналитическое мажорирующее нуль решение, что следует из тео-
ремы Коши-Ковалевской. Теорема доказана.

4. Построение решения

Для верификации численных расчетов, а также с целью анализа
важных для приложений частных случаев полезно построить решение
задачи (3.3), (3.4) в виде характеристического ряда

u(t, r) =
∞∑

n=0

un(t)
[ρ− a(t)]n

n!
, un(t) =

∂nu

∂rn

∣∣∣
r=0

, (4.1)

коэффициенты которого определяются рекуррентно с использованием
принципа математической индукции.

Напомним, что ранее в разделе 3 были найдены коэффициенты
u0(t) ≡ 0 и u1(t) = −σa′. Коэффициент u2 можно найти, продиффе-
ренцировав уравнение (3.3) по r и положив r = 0. Получим формулу

u2 =
σa′′ − σa′F ′(0)

a′(1 + σ)
.

Допустим теперь, что нами найдены коэффициенты ui, i = 0, n.
Продифференцировав уравнение (3.3) n раз по r и положив r = 0, мы
получим равенство

u′n − a′un+1 =

n∑

k=0

Ck
nukun−k+2 +

1

σ

n∑

k=0

Ck
nuk+1un−k+1 + Fn,

в котором

Fn =
∂nF (u)

∂rn

∣∣∣∣
r=0

.

Помня, что u0 ≡ 0, выразим коэффициент

un+1 =
1

a′(1 + nσ)

(
− u′n +

n∑

k=2

Ck
nukun−k+2 +

1

σ

n−1∑

k=1

Ck
nuk+1un−k+1 +Fn

)
.

Таким образом, решение задачи (3.3), (3.4) может быть записано в
виде ряда (4.1) с рекуррентно определяемыми коэффициентами. В силу
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ранее доказанной теоремы ряд (4.1) сходится в некоторой окрестности
t = 0, r = 0.

5. Степенная функция источника

В этом разделе рассматривается один интересный частный случай
исходной задачи — случай степенного источника. Как уже говорилось,
степенное задание функции источника в уравнении (1.1) нередко ис-
пользуется при рассмотрении прикладных задач. Кроме того, оказа-
лось, что при степенном источнике исходную задачу (3.1), (3.2) можно
свести к задаче Коши для нелинейного обыкновенного дифференци-
ального уравнения (ОДУ) 2-го порядка, что позволяет существенно
упростить процедуру построения решения.

Рассмотрим задачу (3.1), (3.2) в виде

ut = uuρρ +
1

σ
u2ρ + αuβ, (5.1)

u(t, ρ)|ρ=a(t) = 0. (5.2)

Здесь
F (u) = αuβ, α ∈ R\{0}, β ∈ N\{2}.

Сразу же отметим, что все условия доказанной в разделе 3 теоремы
выполняются, и у задачи (5.1), (5.2) существует единственное аналити-
ческое решение.

Утверждение 1. Задача (5.1), (5.2) допускает редукцию к задаче
Коши для нелинейного ОДУ 2-го порядка

1) при β = 1, если a(t) = c2e
c1t;

2) при β ≥ 3, если a(t) = (c3t+ c4)
(β−2)/(2β−2).

Действительные константы ci, i = 1, 4 выбраны так, чтобы функции
a(t) удовлетворяли условиям теоремы.

Доказательство. В задаче (5.1), (5.2) введем новую переменную z по
формуле

z =
ρ− a(t)

a(t)
=

ρ

a(t)
− 1.

Несложно показать, что якобиан такой замены J = 1/a(t) > 0.
Задача примет вид

ut −
a′(z + 1)

a
uz =

1

a2
uuzz +

1

σa2
u2z + αuβ , (5.3)
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u(t, z)|z=0 = 0. (5.4)

В задаче (5.3), (5.4) положим

u = aγv,

где v(t, r) — новая неизвестная функция, а γ 6= 0 — некоторый параметр,
который будет определен в дальнейшем. Задача примет вид

γaγ−1a′v + aγvt − (z + 1)aγ−1a′vz =

= a2(γ−1)vvzz +
1

σ
a2(γ−1)v2z + αaγβvβ, (5.5)

v(t, z)|z=0 = 0. (5.6)

Для того, чтобы свести задачу (5.5), (5.6) к задаче Коши для ОДУ,
достаточно положить γ = 2/(2−β), а функцию a(t) выбрать следующим
образом:

a(t) =





c2e
c1t, если β = 1;

(c3t+ c4)
(β−2)/(2β−2) , если β ≥ 3.

(5.7)

В самом деле, если положить γ = 2/(2−β), то aγβ = a2(γ−1) = a2β/(2−β).
Таким образом, в правой части (5.5) можно вынести общий множитель
a2β/(2−β). Поделив на него все уравнение, получим равенство

2

2− β
a

β

β−2a′v + a
2−2β
2−β vt − (z + 1)a

β

β−2a′vz = vvzz +
1

σ
v2z + αvβ .

Так как функции (5.7) суть решения уравнения

a
β

β−2a′ = c, c 6= 0− const,

то задача (5.5), (5.6) запишется в виде

2c

2− β
v + a

2−2β
2−β vt − (z + 1)cvz = vvzz +

1

σ
v2z + αvβ , (5.8)

v(t, z)|z=0 = 0. (5.9)

Отметим, что в (5.8) множитель, зависящий от a, оказался лишь при
vt в левой части.

Построив решение задачи (5.8), (5.9) в виде ряда

v(t, z) =

∞∑

n=0

vn(t)
zn

n!
, vn(t) =

∂nv

∂zn

∣∣∣
z=0

, (5.10)

несложно показать, что vn(t) ≡ vn = const.
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Нахождение коэффициентов ряда (5.10) проводится согласно выше-
описанной процедуре. Из равенства (5.9) следует, что v0 ≡ 0. Положив
в (5.8) z = 0, и рассуждая аналогично разделу 3, найдем коэффициент

v1 = −cσ. (5.11)

Остальные коэффициенты определяются по формулам

v2 =
σ

(1 + σ)

(
cβ

2− β
−G′(0)

)
,

...

vn+1 =
1

c(1 + nσ)

(
cnvn −

2c

2− β
vn − a

2−2β
2−β v′n +

n∑

k=2

Ck
nvkvn−k+2+

+
1

σ

n−1∑

k=1

Ck
nvk+1vn−k+1 +Gn

)
, n ≥ 2. (5.12)

Для удобства здесь использованы обозначения

G(v) = αvβ , Gn =
∂nG(v)

∂zn

∣∣∣∣
z=0

.

Отметим, что в формуле (5.12) слагаемое

−a
2−2β
2−β v′n ≡ 0.

В самом деле, v2 — константа, и v′2 = 0. Тогда из (5.12) при n = 2 следу-
ет, что v3 также будет константой. Рассуждая аналогично, придем к вы-
воду, что все коэффициенты ряда (5.10) — константы, определяющиеся
по формулам

v0 = 0, v1 = −cσ, v2 =
σ

(1 + σ)

(
cβ

2− β
−G′(0)

)
,

...

vn+1 =
1

c(1 + nσ)

(
cnvn −

2c

2− β
vn +

n∑

k=2

Ck
nvkvn−k+2+

+
1

σ

n−1∑

k=1

Ck
nvk+1vn−k+1 +Gn

)
, n ≥ 2.

Таким образом, задача (5.8), (5.9) суть задача Коши для нелинейного
ОДУ 2-го порядка, которую с учетом (5.11) можно записать в виде

vv′′ +
1

σ
v′ 2 + (z + 1)cv′ −

2c

2− β
v + αvβ = 0, v(0) = 0, v′(0) = −cσ.

Утверждение доказано.
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6. Заключение

В настоящей работе исследована задача с известным тепловым фрон-
том для нелинейного уравнения теплопроводности с источником в плос-
косимметричном случае. Доказана новая теорема существования и еди-
нственности локально-аналитического решения — возмущенной состав-
ляющей тепловой волны (u ≥ 0). Решение построено в виде характери-
стического ряда с рекуррентно определяемыми коэффициентами.

Особо рассмотрен случай степенного источника, показано, что при
выборе экспоненциального и степенного законов движения фронта вол-
ны, задачу можно свести к задаче Коши для обыкновенного диффе-
ренциального уравнения 2-го порядка. Для указанной задачи также
построено решение в виде степенного ряда, выписаны рекуррентные
формулы коэффициентов. Полученные формулы могут быть использо-
ваны для проверки численных расчетов, как это было сделано ранее
для задач без источника [4; 7].

Дальнейшие исследования в данном направлении могут быть связа-
ны как с усложнением краевых условий, так и с увеличением размер-
ности рассматриваемых задач.
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On Analytic Solutions of the Problem of Heat Wave Front
Movement for the Nonlinear Heat Equation with Source
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Abstract. We continue our investigation of the special boundary-value problems for
the nonlinear parabolic heat equation (the porous medium equation) in the article. In
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the case of a power-law dependence of the heat conductivity coefficient on temperature
the equation is used for describing high-temperature processes, filtration of gas through
porous media, migration of biological populations, etc. Moreover, the equation has
specific nonlinear properties, which may be interesting from the point of view of physics
as well as mathematics. For example, it is well known, that the described disturbances
may have a finite velocity of propagation. The heat waves (waves of filtration) compose
an important class of solutions to the equation under consideration. Geometrically, these
solutions are constructed from two integral surfaces, which are continuously connected
on a curve - heat wave front. We consider a boundary-value problem, which has such
solutions. The research is carried out in the class of analytic functions by the character-
istic series method. This method was suggested by R. Courant and then it was adapted
for nonlinear parabolic equations in A.F. Sidorov’s scientific school. We have already
researched similar problems in case of closed front without source. For each problem we
constructed the solution in form of characteristic series and proved the exist theorem,
which guaranteed the convergence. The paper deals with the flat-symmetrical problem
with given front and source. The theorem of existence of the analytic solution(heat wave’s
nonnegative part) was proved and the solution in form of the power series was constructed.
Also we considered an interesting case in which the source is a power function (such cases
are common in applications). It was shown that the original problem may be reduced to
the Cauchy problem for nonlinear ordinary differential equation of the second order.

Keywords: nonlinear heat equation with source, porous medium equation, heat
wave, characteristic series, convergence, exist theorem.
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