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Аннотация. Исследована задача оптимального управления тепловым процессом,
описываемым интегро-дифференциальным уравнением в случае, когда управляю-
щие параметры нелинейно входят как в уравнение, так и в граничное условие.
Введено понятие слабо обобщенного решения краевой задачи и указан алгоритм его
построения. Установлено, что оптимальные управления следует находить как реше-
ние системы нелинейных интегральных уравнений с дополнительными условиями в
виде системы дифференциальных неравенств относительно функций источников.
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Введение

Математическая формализация некоторых прикладных задач при-
водит к задачам управления системами с распределенными параметра-
ми, описываемыми интегро-дифференциальными уравнениями с част-
ными производными [1; 2; 3]. Однако, несмотря на обилие исследо-
ваний по теории управления, задачи управления процессами, описы-
ваемыми интегро-дифференциальными уравнениями, в случае, когда
параметры управления нелинейно входят в уравнение и в граничное
условие, мало изучены [5; 6; 7; 8; 9; 10]. В данной статье исследована
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задача управления процессами, описываемыми фредгольмово интегро-
дифференциальными уравнениями в случае, когда функция внешне-
го воздействия и граничное условие нелинейно содержат параметры
управления. Качество управления оценивается обобщенным квадратич-
ным функционалом. На основе принципа максимума для систем с рас-
пределенными параметрами [3] условия оптимальности управления
получены в виде системы равенств и неравенств, содержащих решения
сопряженной краевой задачи. После исключения этих решений условия
оптимальности приведены к более простому виду.

1. Краевая задача управляемого процесса

Пусть состояние теплового процесса описывается скалярной функци-
ей ν(t, x), которая в области Q = {0 < x < 1; 0 < t < T} удовлетворяет
интегро-дифференциальному уравнению [1; 2; 3]

νt = νxx + μ

∫ T

0
K(t, τ)ν(τ, x)dτ + f [t, x, u(t, x)], (1.1)

а на границе области Q начальному

ν(0, x) = ψ(x), 0 < x < 1 (1.2)

и граничным условиям

νx(t, 0) = 0, νx(t, 1) + αν(t, 1) = p[t, ϑ(t)], 0 < t ≤ T, (1.3)

где K(t, τ) – заданная функция, которая определена в области D =
{0 ≤ t ≤ T, 0 ≤ τ ≤ T} и удовлетворяет условию∫ T

0

∫ T

0
K2(t, τ)dτdt = K0 <∞, (1.4)

т. е. K(t, τ) ∈ H(D);ψ(x) ∈ H(0, 1) – заданная функции; f [t, x, u(t, x)] ∈
H(Q), p[t, ϑ(t)] ∈ H(0, T ) – функции внешних источников, которые не-
линейно зависят от функций управления u(t, x) ∈ H(Q) и ϑ(t) ∈
H(0, T ), причем имеют место соотношения

fu[t, x, u(t, x)] �= 0, pϑ[t, ϑ] �= 0, ∀t ∈ (0, T ), x ∈ (0, 1) (1.5)

μ — параметр, постоянная α > 0, T — фиксированный момент вре-
мени; H(Y ) — гильбертово пространство квадратично суммируемых
функций, определенных на множестве Y .
Для краевой задачи (1.1)–(1.3) мы будем пользоваться понятием сла-

бо обобщенного решения краевой задачи.
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Определение 1. Слабо обобщенным решением краевой задачи (1.1)–
(1.3) называется функция ν(t, x) ∈ H(Q), которая удовлетворяет ин-
тегральному тождеству∫ 1

0
(νφ)t2t1dx =

∫ t2

t1

∫ 1

0

[
ν(t, x)(φt − φxx)+

+φ(t, x)

(
μ

∫ T

0
K(t, τ)ν(τ, x)dτ + f [t, x, u(t, x)]

)]
dxdt+

+

∫ t2

t1

{
p[t, ϑ(t)]φ(t, 1) − (φx(t, 1)+

+αφ(t, 1))ν(t, 1) + φx(t, 0)ν(t, 0)
}
dt (1.6)

при любых t1 и t2 0 < t1 ≤ t2 ≤ T , и для любой функции φ(t, x) ∈
C1,2(Q), а также начальному и граничным условиям в слабом смысле,
т.е. соотношения

lim
t→+0

∫ 1

0
ν(t, x)φ0(x)dx =

∫ 1

0
ψ(x)φ0(x)dx,

lim
x→1

∫ T

0
(νx(t, x)− αν(t, x))φ1(t)dt =

∫ T

0
p[t, ϑ(t)]φ1(t)dt,

lim
x→+0

∫ T

0
νx(t, x)φ1(t)dt = 0 (1.7)

имеют место для любых функций φ0(x) ∈ H(0, 1) и φ1(t) ∈ H(0, T ),
где C1,2(Q) –– пространство функций, имеющих производную первого
порядка по переменной t и второго порядка по переменной x.

Для построения решения краевой задачи (1.1)–(1.3) используем соб-
ственные функции и собственные значения краевой задачи [3]

z′′n(x) + λ2nzn(x) = 0, z′n(0) = 0, z′n(1) + αzn(1) = 0. (1.8)

Собственные функции имеют вид

zn(x) =

√
2(λ2n + α2)

λ2n + α2 + α
cos λnx, n = 1, 2, 3, . . . (1.9)

и образуют полную ортонормированную систему в гильбертовом про-
странстве H(0, 1), а соответствующие им собственные значения λn опре-
деляются как решения трансцендентного уравнения λtgλx = α и удо-
влетворяют условиям

λn ≤ λn+1, lim
k→∞

λk = ∞;

(n− 1)π < λn <
π

2
(2n − 1), n = 1, 2, 3, . . . .

(1.10)
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Решение краевой задачи (1.1)–(1.3) ищем в виде

ν(t, x) =

∞∑
n=1

νn(t)zn(x), (1.11)

где
νn(t) =< ν(t, x), zn(x) > (1.12)

является коэффициентами Фурье функции ν(t, x), символом < ·, · >
обозначено скалярное произведение в гильбертовом пространстве
H(0,1). Будем пользоваться также разложениями

f [t, x, u(t, x)] =

∞∑
n=1

fn(t, u)zn(x),

fn(t, u) =< f [t, x, u(t, x)], zn(x) >=

∫ 1

0
f [t, x, u(t, x)]zn(x)dx,

ψ(x) =

∞∑
n=1

ψnzn(x), ψn =< ψ(x), zn(x) >=

∫ 1

0
ψ(x)zn(x)dx. (1.13)

Следуя методике работы [5], формальное решение краевой задачи
(1.1)– (1.3) находим согласно интегрального тождества (1.6). Тогда от-
носительно νn(t) =< ν(t, x), zn(x) > получим соотношение

νn(t) =

∫ t

0
e−λ2

n(t−τ)

(
μ

∫ T

0
Kn(t, s)νn(s)ds+

+fn(τ, u) + zn(1)p[τ, ϑ]

)
dτe−λ2

ntψn,

(1.14)

которое является линейным интегральным уравнением.
Уравнение (1.14) перепишем в виде

νn(t) = μ

∫ T

0
Kn(t, s)νn(s)ds+ an(t), (1.15)

где

Kn(t, s) =

∫ t

0
e−λ2

n(t−τ)K(τ, s)dτ, (1.16)

an(t) = e−λ2
ntψn +

∫ t

0
e−λ2

n(t−τ)[fn(τ, u) + zn(1)p[τ, ϑ(τ)]]dτ. (1.17)

Решение интегрального уравнения (1.15) находим по формуле [4]

νn(t) = μ

∫ T

0
Rn(t, s, μ)an(s)ds+ an(t), (1.18)
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где

Rn(t, s, λ) =
∞∑
i=1

μi−1Kn,i(t, s), n = 1, 2, 3, . . . , (1.19)

резольвента ядра Kn,1(t, s) = Kn(t, s), а повторные ядра Kn,i(t, s) при
каждом фиксированном n = 1, 2, 3, . . . , определяются по формулами [4]

Kn,i+1(t, s) =

∫ T

0
Kn(t, η)Kn,i(η, s)dη, i = 1, 2, 3, ... (1.20)

Установлено, что имеет место следующие оценки

∣∣Kn,i+1(t, s)
∣∣2 ≤ (K0T

2
)i−1

(2λ2n)
i

∫ T

0
K2(η, s)dη, (1.21)

μ : |μ| <
√

2

K0T
λn, n = 1, 2, 3..., (1.22)∫ T

0
R2

n(t, s, μ)ds ≤
K0

(
√

2λ2n − |μ|√K0T )2
,

K0 =

∫ T

0

∫ T

0
K2(η, s)dηds.

(1.23)

Как следует из (1.22), радиус сходимости ряда (1.19) увеличивается с
ростом n = 1, 2, 3, . . . . Ряд (1.19) сходится абсолютно для любого μ из
интервала

|μ| <
√

2

K0T
λ1

и резольвента является непрерывной функцией по совокупности аргу-
ментов. Далее формулу (1.18) перепишем в виде

νn(t) = ψn[e
−λ2

nt + μ

∫ T

0
Rn(t, sμ)e

−λ2
nsds]+

+

∫ T

0
εn(t, τ, μ)[fn(τ, u) + zn(1)p(τ, ϑ(τ))]dτ, (1.24)

где

εn (t, τ, μ) =

⎧⎨⎩
e−λ2

n(t−τ) + μ
∫ T
τ Rn(t, s, μ)e

−λ2
n(s−τ)ds, 0 ≤ τ ≤ t,

μ
∫ T
τ Rn(t, s, μ)e

−λ2
n(s−τ)ds, t ≤ τ ≤ T,

(1.25)
и при t = T

εn(T, τ, μ) = e−λ2
n(T−τ) + μ

∫ T

τ
Rn(T, s, μ)e

−λ2
n(s−τ)ds.
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Из соотношения∫ T

0

∫ 1

0
ν2(t, x)dxdt =

∫ T

0

∞∑
n=1

ν2n(t)dt =

∫ T

0

∞∑
n=1

(
μ

∫ T

0
Rn(t, s, τ)an(s)ds+

+an(t)

)2

dt ≤ 2

∫ T

0

∞∑
n=1

{
4ψ2

n

[
e−2λ2

nt +
μ2K0

2λ2n(
√

2λ2n − |μ|√K0T )2

]
+

+
2

λ2n

(
1 +

μ2K0T

(
√

2λ2n − |μ|√K0T )2

)[ ∫ T

0
f2n(τ, u)dτ +

∫ T

0
p2(t, ϑ(t))dt

]}
dt ≤

≤ 2

∞∑
n=1

{
4ψ2

n

[ 1

2λ2n
+

μ2K0T

2λ2n(
√

2λ2n − |μ|√K0T )2

]
+

4T

2λ2n

(
1+

+
μ2K0T

(
√
2λ2n − |μ|√K0T )2

)(
‖f(t, x, u(t, x))‖2H(Q) + ‖p(t, ϑ(t))‖2H(0,T )

)}
≤

≤ 4
(
1 +

μ2K0T

(
√

2λ2n − |μ|√K0T )2

){
‖ψ(x)‖2H(0,1) + T ‖f(t, x, u(t, x))‖2H(Q)+

+T ‖p(t, ϑ(t))‖2H(0,T )

} ∞∑
n=1

1

λ2n
≤ 4
(
1 +

μ2K0T

(
√

2λ2n − |μ|√K0T )2

)( 1

λ21
+

1

6

)
×

×{ ‖ψ(x)‖2H(0,1) + T ‖f(t, x, u(t, x))‖2H(Q) + T ‖p(t, ϑ(t))‖2H(0,T )

}
<∞
(1.26)

следует, что решение краевой задачи (1.1)–(1.3), определяемое по фор-
мулам (1.11), (1.18), является элементом гильбертова пространства, т. е.
ν(t, x) ∈ H(Q) при любом распределенном управлении u(t, x) и гранич-
ном управлении ϑ(t).

2. Постановка задачи оптимального управления и условия
оптимальности

Рассмотрим задачу оптимизации, где требуется минимизировать
квадратичный интегральный функционал

I(u, ϑ) =

∫ 1

0

[
ν(T, x)− ξ(x)

]2
dx+

+β

∫ T

0

{∫ 1

0
q2[t, x, u(t, x)]dx + θ2[t, ϑ(t)]

}
dt, β > 0 (2.1)

на множестве решений краевой задачи (1.1)–(1.3), т. е. нужно найти
такие управления u0(t, x) ∈ H(Q) и ϑ0(t) ∈ H(0, T ), которые вместе с
соответствующим им решением ν0(t, x) краевой задачи (1.1)–(1.3) до-
ставляет наименьшее возможное значение функционалу (2.1). Здесь
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ξ(x) ∈ H(0, 1), q[t, x, u(t, x)] ∈ H(Q) и θ[t, ϑ(t)] ∈ H(0, T ) — заданные
функции, причем функции q[t, x, u(t, x)] и θ[t, ϑ(t)] по функциональ-
ным переменным u(t, x) и ϑ(t) строго выпуклы и имеют производные
(обобщенные) до второго порядка. Имеет место соотношение

I(u1, ϑ1) + I(u2, ϑ2) ≥ 2I
(u1 + u2

2
,
ϑ1 + ϑ2

2

)
+

1

2

∫ 1

0

(
ν1(T, x)−

−ν2(T, x)
)2
dx+ 2β

{∫ T

0

∫ 1

0

(
q[t, x, u1(t, x)]− q[t, x, u2(t, x)]

)2
dxdt+

+

∫ T

0

(
θ[t, ϑ1(t)]− θ[t, ϑ2(t)]

)2
dt

}
, (2.2)

которое доказывается непосредственным вычислением. Из (2.2), в силу
неотрицательности последних трех слагаемых, имеем неравенство

I(u1, ϑ1) + I(u2, ϑ2) ≥ 2I
(u1 + u2

2
,
ϑ1 + ϑ2

2

)
,

из которого следует, что функционал I(u, ϑ) является строго выпуклым
и минимальное значение достигается лишь на единственном элементе(
u0(t, x), ϑ0(t)

)
.

Поскольку в силу условия (1.5) каждое векторное управление
(u0(t, x), ϑ0(t)

)
единственным образом определяет управляемый процесс

ν(t, x), то управлениям u(t, x) + Δu(t, x) и ϑ(t) + Δϑ(t) соответствует
решение краевой задачи (1.1)–(1.3) вида ν(t, x)+Δν(t, x) , где Δν(t, x) –
приращение, соответствующее приращениям Δu(t, x) и Δϑ(t). Согласно
методике вывода принципа максимума [3] приращение функционала
(2.1) можно представить в виде

ΔI(u, ϑ) = I(u+Δu, ϑ+Δϑ)− I(u, v) =

= −
∫ T

0

∫ 1

0
ω(t, x)

{[
f(t, x, u+Δu)− f(t, x, u)

]− β
[
q2(t, x, u+Δu)−

−q2(t, x, u)]}dxdt − ∫ T

0

∫ 1

0
ω(t, 1)

{[
p(t, ϑ+Δϑ)−

−p(t, ϑ)]− β
[
θ2(t, ϑ+Δϑ)− θ2(t, ϑ)

]}
dtdx +

∫ 1

0
Δν2(T, x)dx =

= −
∫ T

0

∫ 1

0
ΔП(t, x, ω, u, ϑ)dtdx +

∫ 1

0
Δν2(T, x)dx, (2.3)

где

ΔΠ(t, x, ω, u, ϑ) = П(t, x, ω, u+Δu, ϑ+Δϑ)−П(t, x, ω, u, ϑ), (2.4)

Известия Иркутского государственного университета.
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Π
(
t, x, ω(t, x), u(t, x), ϑ(t)

)
= ω(t, x)f

(
t, x, u(t, x)

) − βq2
(
t, x, u(t, x)

)
+

+ω(t, 1)p[t, ϑ(t)] − βθ2
(
t, ϑ(t)

)
,

а функция ω(t, x) является решением сопряженной краевой задачи⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
ωt + ωxx + μ

∫ T
0 K(τ, t)ω(τ, x)dτ = 0, 0 < x < 1, 0 ≤ t < T,

ω(τ, x) + 2[ν(T, x) − ξ(x)] = 0, 0 < x < 1,

ωx(t, 0) = 0, ωx(t, 1) + αω(t, 1) = 0, 0 ≤ t < T.

(2.5)

На основе этих вычислений сформулируем принцип максимума.

Теорема 1. Для того чтобы векторное управление (u0(t, x), ϑ0(t))
было оптимальным необходимо и достаточно, чтобы функция Π

(
t, x,

ω(t, x), u(t, x), ϑ(t)
)
, где ω(t, x) — решение сопряженной краевой задачи,

соответствующее векторному управлению (u0(t, x), ϑ0(t)), удовлетво-
ряла бы условию

Π
(·, u0(t, x), ϑ0(t))(=) sup

(u,ϑ)∈F
Π
(·, u, ϑ).

Здесь символ (=) означает равенство, справедливое почти всюду в об-
ласти [0, 1] × [0, T ], а верхняя грань берется по всем значениям пары
(u, ϑ), изменяющейся на множестве допустимых значений F .

Доказательство. Поскольку в формуле (2.3 )остаточный член∫ 1
0 Δν2(T, x)dx неотрицательный, то нестрогое доказательство, с учетом
(2.4), следует из представления (2.3).

Решая задачу Π
(
t, x, ω(t, x), u(t, x), ϑ(t)

) → max, относительно опти-
мальных управлений

(
u0(t, x), ϑ0(t)

)
, получим следующие соотношения

Πu

(·, u, ϑ) = ω(t, x)fu(·, u) − 2βq(t, x, u)qu(t, x, u) = 0,

Πϑ

(·, u, ϑ) = ω(t, 1)pϑ(·, ϑ) − 2βθ(t, ϑ)θϑ(t, ϑ) = 0,
(2.6)

Πuu

(·, u, ϑ) = ω(t, x)fuu − 2β(q2u + qquu) ≤ 0,

Πϑϑ

(·, u, ϑ) = ω(t, 1)pϑϑ − 2β(θ2ϑ + θθϑϑ) ≤ 0,
(2.7)

которые называются условиями оптимальности.
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3. Решение сопряженной краевой задачи

Решение сопряженной краевой задачи (2.5) ищем в виде

ω(t, x) =

∞∑
n=1

ωn(t)zn(x). (3.1)

Коэффициенты Фурье ωn(t) определяются как решение линейного ин-
тегрального уравнения Фредгольма второго рода

ωn(t) = −2e−λ2
n(T−t)[νn(T )− ξn] + μ

∫ T

0
Bn(s, t)ωn(s)ds, (3.2)

где ядро имеет вид Bn(s, t) =
∫ T
t e−λ2

n(τ−t)K(s, τ)dτ . Решение интеграль-
ного уравнения находим по формуле [4]

ωn(t) = (μ

∫ T

0
R̃n(s, t, μ)e

−λ2
n(T−s)ds+ e−λ2

n(T−t))(−2)[νn(T )− ξn], (3.3)

где резольвента определяется как сумма ряда

R̃n(s, t, μ) =

∞∑
n=1

μi−1Bn,i(s, t), ∀n = 1, 2, . . . , (3.4)

сходящаяся при |μ| <
√

2
K0T

λ1, и удовлетворяет оценке∫ T

0
R̃2

n(s, t, μ)ds ≤
K0

(
√

2λ2n − |μ|√K0T )2
. (3.5)

Далее с учетом соотношения

νn(T )− ξn = −ξn − ψn[e
−λ2

nT + μ

∫ T

0
Rn(s, T, μ)e

−λ2
nsds]+

+

∫ T

0
εn(T, τ, μ)[fn(τ, u) + zn(1)p(τ, ϑ(τ))]dτ (3.6)

ωn(t) представим в виде

ωn(t) = En(T, t, μ)ln −
∫ T

0
En(T, t, μ)εn(T, τ, μ)[fn(τ, u)+

+zn(1)p(τ, ϑ(τ))]dτ

(3.7)

где

En(T, t, μ) = e−λ2
n(T−t) + μ

∫ T

0
R̃n(s, t, μ)e

−λ2
n(T−s)ds,
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εn(T, τ, μ) = e−λ2
n(T−τ) + μ

∫ T

0
Rn(T, s, μ)e

−λ2
n(s−τ)ds,

ln = ξn − ψn[e
−λ2

nT + μ

∫ T

0
Rn(T, s, μ)e

−λ2
nsds].

Непосредственной проверкой доказывается, что ω(t, x) ∈ H(Q).
В заключение отметим, что при подстановке решения сопряженной

краевой задачи (2.5) в (2.7) получим трудно проверяемые неравенства.
Для упрощения задачи, исключая ω(t, x) и ω(t, 1) из (2.6) и (2.7), полу-
чаем систему интегральных уравнений

β
q(t, x, u(t, x))qu(t, x, u(t, x))

fu(t, x, u(t, x))
=

∞∑
n=1

(En(T, t, μ)ln−

−
∫ T

0
En(T, t, μ)εn(T, τ, μ)[fn(τ, u) + zn(1)p(τ, ϑ(τ))]dτ)zn(x),

β
θ(t, ϑ(t))θϑ(t, ϑ(t))

pϑ(t, ϑ(t))
=

∞∑
n=1

(En(T, t, μ)ln −
∫ T

0
En(T, t, μ)εn(T, τ, μ)×

×[fn(τ, u) + zn(1)p(τ, ϑ(τ))]dτ)zn(1),

(3.8)

и неравенства

pϑ(t, ϑ(t))
(θ(t, ϑ(t))θϑ(t, ϑ(t))

pϑ(t, ϑ(t))

)
ϑ
≥ 0,

fu(t, x, u(t, x))
(q(t, x, u(t, x))qu(t, x, u(t, x))

fu(t, x, u(t, x))

)
u
≥ 0.

(3.9)

Заметим, что неравенства (3.9) ограничивают класс функций внешних
воздействий f [t, x, u(t, x)] и p[t, ϑ(t)].
Таким образом, оптимальные управления u0(t, x) и ϑ0(t) следует на-

ходить как решение задачи (3.8)–(3.9), которая требует дополнительно-
го исследования.
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A. Kerimbekov, R. J. Nametkulova, A. K. Kadirimbetova

Optimality Conditions in the Problem of Thermal Control with
Integral-Differential Equation

Abstract. The optimal control problem for thermal process described by Fredholm
integral-differential equation is considered. The definition of the weak generalized solution
of the boundary problem is given. The algorithm of its construction is presented. It was
found that the optimal control should be found as the solution of nonlinear integral
equations with additional conditions in the form of differential inequalities with respect
to the source functions.
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