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Аннотация. Рассматривается нелинейная математическая модель устройства, от-
носящегося к вибрационной технике, которое предназначено для интенсификации
технологических процессов, например, процесса размешивания. Действие подобных
устройств основано на колебаниях упругих элементов при обтекании их потоком
размешиваемой среды. Исследуется динамическая устойчивость n упругих элемен-
тов, расположенных внутри проточного канала, при протекании в нем дозвукового
потока газожидкостной среды (в модели идеальной сжимаемой среды). Определение
устойчивости упругого тела соответствует концепции устойчивости динамических
систем по Ляпунову. Модель описывается связанной нелинейной системой диффе-
ренциальных уравнений в частных производных для неизвестных функций – потен-
циала скорости газожидкостной среды и деформаций упругих элементов. На основе
построения функционала получены достаточные условия динамической устойчиво-
сти, налагающие ограничения на скорость потока газожидкостной среды, изгибные
жесткости упругих элементов и другие параметры механической системы.
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1. Введение

При проектировании и эксплуатации конструкций, приборов, уст-
ройств, установок различного назначения, взаимодействующих с пото-
ком газа или жидкости, важной проблемой является обеспечение на-
дежности их функционирования и увеличение сроков службы. Подоб-
ные проблемы присущи многим отраслям техники. В частности, такого
рода задачи возникают в авиаракетостроении, приборостроении, при
проектировании антенных установок, высоких наземных сооружений и
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т. д. Существенное значение при расчете конструкций, взаимодействую-
щих с потоком газа, имеет исследование устойчивости деформируемых
элементов, так как воздействие потока может приводить к ее поте-
ре. В качестве примеров потери динамической устойчивости можно
указать: флаттер крыла самолета; панельный флаттер пластин и оболо-
чек, обтекаемых потоком, например флаттер панели обшивки самолета
или ракеты; срывной флаттер лопаток турбин и винтов; колебания
проводов, дымовых труб, висячих мостов и т. д.

В то же время для функционирования некоторых технических уст-
ройств явление возбуждения колебаний при аэрогидродинамическом
воздействии, указанное выше в качестве негативного, является необхо-
димым. Примерами подобных устройств, относящихся к вибрационной
технике, являются устройства, используемые для интенсификации тех-
нологических процессов. Например, устройства для приготовления од-
нородных смесей и эмульсий, в частности, установок для подачи смазоч-
но-охлаждающей жидкости в зону обработки (см., например, [8]).

Основной частью широкого класса подобных устройств является
проточный канал, на стенках которого (или внутри него) расположены
упругие элементы. Работа таких устройств основана на вибрации упру-
гих элементов при протекании внутри каналов жидкости. Таким об-
разом, при проектировании конструкций и устройств, находящихся во
взаимодействии с потоком газа, необходимо решать задачи, связанные
с исследованием устойчивости, требуемой для их функционирования и
надежности эксплуатации.

Устойчивости упругих тел, взаимодействующих с потоком газа, по-
священо большое количество теоретических и экспериментальных ис-
следований, проведенных в последние десятилетия. Среди последних
исследований по динамике и устойчивости деформируемых тел, обте-
каемых потоком жидкости или газа, следует отметить работы [1; 11;
14–17; 19–22] и мн. др. Среди работ авторов данной статьи по иссле-
дованию динамики и устойчивости упругих тел, в том числе взаимо-
действующих с потоком жидкости или газа, отметим монографии и
статьи [2–7;9; 12; 13; 18].

Принятые в работе определения устойчивости упругого тела соот-
ветствуют концепции устойчивости динамических систем по Ляпунову.
Проблема может быть сформулирована так: при каких значениях па-
раметров, характеризующих систему «жидкость – тело» (основными
параметрами являются скорость потока, прочностные и инерционные
характеристики тела, сжимающие или растягивающие усилия, силы
трения), малым деформациям тел в начальный момент времени t = 0
(т. е. малым начальным отклонениям от положения равновесия) будут
соответствовать малые деформации и в любой момент времени t > 0.
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2. Математическая модель

Рассмотрим плоское течение в вибрационном устройстве, модели-
руемом прямолинейным каналом G = {(x, y) ∈ R2 : 0 < x < x0,
0 < y < H}, в котором расположены упругие элементы. Скорость
невозмущенного однородного потока на входе в канал равна V и на-
правлена вдоль оси Ox. Упругими элементами являются пластины Ji =
=
{
(x, y) ∈ R2 : y = y0 ∈ (0,H), x ∈ [bi, ci]

}
, i = 1, n (рис. 1).

Рис. 1. Канал, внутри которого расположены деформируемые элементы

Введем обозначения: ui(x, t), wi(x, t), i = 1, n – функции, определя-
ющие продольные и поперечные составляющие деформации элементов
в направлении осей Ox и Oy соответственно, где t ≥ 0 – время. Функции
wi(x, t) ∈ C4,2 {[bi, ci]×R+}, т. е. принадлежат множеству четырежды
непрерывно-дифференцируемых функций по переменной x на отрез-
ках [bi, ci] и дважды непрерывно-дифференцируемых по переменной t
при t ≥ 0 и принимают действительные значения. Функции ui(x, t) ∈
∈ C2,2 {[bi, ci]×R+}, т. е. принадлежат множеству дважды непрерывно-
дифференцируемых функций по переменной x на отрезках [bi, ci] и два-
жды непрерывно-дифференцируемых по переменной t при t ≥ 0 и
принимают действительные значения.

Введем также обозначение: ϕ(x, y, t) — функция, определяющая по-
тенциал скорости возмущенного потока газожидкостной среды. Функ-
ция ϕ(x, y, t) ∈ C2,2 {G×R+}, т.е. принадлежит множеству дважды
непрерывно-дифференцируемых функций по координатам x и y в обла-
сти G и дважды непрерывно-дифференцируемых по переменной t при
t ≥ 0 и принимает действительные значения.

Тогда математическая постановка задачи имеет вид:

ϕtt+2V ϕxt+V
2ϕxx=a

2(ϕxx+ϕyy), (x, y) ∈ G\J, J =
n⋃

i=1
Ji, t ≥ 0, (2.1)

ϕy(x, y0, t) = ẇi(x, t) + V w′
i(x, t), x ∈ (bi, ci), i = 1, n, t ≥ 0, (2.2)

ϕy(x,H, t) = 0, x ∈ (0, x0), t ≥ 0, (2.3)

ϕy(x, 0, t) = 0, x ∈ (0, x0), t ≥ 0, (2.4)
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ϕ(0, y, t) = 0, ϕ(x0, y, t) = 0, y ∈ (0, y0), t ≥ 0. (2.5)

Аэрогидродинамическое воздействие потока на элементы, согласно ин-
тегралу Лагранжа – Коши, определяется выражением

Pi(x, t) = ρ(ϕ+
t (x, y0, t)− ϕ−

t (x, y0, t)) + ρV (ϕ+
x (x, y0, t)−

−ϕ−
x (x, y0, t)), x ∈ (bi, ci), i = 1, n, t ≥ 0.

(2.6)

Индексы x, y, t снизу обозначают частные производные по x, y, t ;
штрих и точка — частные производные по x и t соответственно; ρ —
плотность потока; a – скорость звука в невозмущенном потоке газо-
жидкостной среды (a > V ); ϕ±

t (x, y0, t) = lim
y→y0±0

ϕt(x, y, t); ϕ
±
x (x, y0, t) =

= lim
y→y0±0

ϕx(x, y, t).

Рассмотрим нелинейную модель колебаний упругого тела с учетом
продольных и поперечных составляющих деформаций элементов, мо-
делируемых упругими пластинами, с учетом силового воздействия по-
тока Pi(x, t) на них. Тогда математическую постановку задачи 2.1–2.6
следует дополнить уравнениями





−EiFi

(
u′i(x, t) +

1
2w

′
i
2(x, t)

)′
+Miüi(x, t) = 0,

−EiFi

[
w′
i(x, t)

(
u′i(x, t) +

1
2w

′
i
2(x, t)

)]′
+Diw

′′′′
i (x, t)+

+Miẅi(x, t) +Ni(t)w
′′
i (x, t) + β2iẇ

′′′′
i (x, t) + β1iẇi(x, t)+

+β0iwi(x, t) = Pi(x, t), x ∈ (bi, ci), t ≥ 0.

(2.7)

Здесь Di = Eih
3
i /(12(1 − ν2i )) — изгибные жесткости элементов; hi —

толщина элементов; Mi = hiρi — погонные массы элементов; Ei, ρi —
модули упругости и линейные плотности элементов; Fi = hi/(1 − νi);
Ni(t) — сжимающие (Ni > 0) или растягивающие (Ni < 0) элементы
силы; β2i, β1i — коэффициенты внутреннего и внешнего демпфирова-
ния; β0i — коэффициенты жесткости слоя обжатия; νi – коэффициенты
Пуассона.

Сжимающие или растягивающие силы Ni могут зависеть от вре-
мени. Например, при изменении теплового воздействия на пластины
с течением времени Ni(t) имеют вид:

Ni (t) = N0i +NT i(t), NT i(t) =
T0i(t)
1−νi

, T0i(t) = EiαT i

hi/2∫

−hi/2

Ti (z, t) dz,

где αT i – температурные коэффициенты линейного расширения; Ti(z, t)
– законы изменения температуры по толщине элементов; N0i – посто-
янные составляющие усилий, созданные при закреплении элементов;
i = 1, n.

Предположим, что концы упругих элементов закреплены либо жест-
ко, либо шарнирно, тогда при x = bi и x = ci выполняется одно из
условий:

Известия Иркутского государственного университета.
2018. Т. 23. Серия «Математика». С. 3–19
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1) жесткое защемление:

wi(x, t) = w′
i(x, t) = ui(x, t) = 0; (2.8)

2) шарнирное неподвижное закрепление:

wi(x, t) = w′′
i (x, t) = ui(x, t) = 0; (2.9)

3) жесткое подвижное защемление:

wi(x, t) = w′
i(x, t) = u′i(x, t) = 0; (2.10)

4) шарнирное подвижное закрепление:

wi(x, t) = w′′
i (x, t) = u′i(x, t) +

1
2w

′
i
2(x, t) = 0. (2.11)

Для определенности исследуем устойчивость в случае шарнирного
неподвижного закрепления всех концов упругих элементов:

wi(bi, t)= w′′
i (bi, t)= ui(bi, t)= wi(ci, t)= w′′

i (ci, t)= ui(ci, t)= 0. (2.12)

Для остальных способов закреплений концов элементов (различных
комбинаций 2.8, 2.9, 2.10, 2.11) исследование устойчивости проводится
аналогично.

Получили связанную краевую задачу 2.1–2.7, 2.12 для (2n + 1)-й
неизвестной функции – деформаций упругих элементов ui(x, t), wi(x, t),
i = 1, n и потенциала скорости жидкости (газа) ϕ(x, y, t).

Зададим начальные условия:

wi(x, 0) = f1i(x), ẇi(x, 0) = f2i(x), i = 1, n, (2.13)

ui(x, 0) = f3i(x), u̇i(x, 0) = f4i(x), i = 1, n, (2.14)

которые должны быть согласованы с краевыми условиями 2.12. Со-
гласно определению функций ui(x, t), wi(x, t): f1i(x), f2i(x) ∈ C4[bi, ci],
f3i(x), f4i(x) ∈ C2[bi, ci]. Норма в пространствах Ck[bi, ci] определяется

равенством ‖fji‖ = sup
0≤m≤k

max
x∈[bi,ci]

∣∣∣∂
mfji(x)
∂xm

∣∣∣ .

Зададим также начальные условия:

ϕ(x, y, 0) = f5(x, y), ϕt(x, y, 0) = f6(x, y), (2.15)

которые должны быть согласованы с краевыми условиями 2.3–2.5. Со-
гласно определению функции ϕ(x, y, t): f5(x, y), f6(x, y) ∈ C2{G}. Нор-
ма в пространстве C2 {G} определяется равенством

‖fi‖ = sup
0≤k+m≤2

max
(x,y)∈G

∣∣∣∣
∂m+kfi(x, y)

∂xk∂ym

∣∣∣∣ .
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3. Основные понятия

Определение 1. Решение начально-краевой задачи 2.1–2.7, 2.12-2.15
для (2n+1)-й неизвестной функции wi(x, t) ∈ C4,2 {[bi, ci]×R+} , i =
1, n, ui(x, t) ∈ C2,2 {[bi, ci]×R+} , i = 1, n, ϕ(x, y, t) ∈ C2,2 {G×R+}
называется устойчивым по отношению к возмущениям начальных
данных 2.13–2.15, если для любых сколь угодно малых положительных
чисел δj > 0, j = 1, 2n+1 найдутся числа εki = εki(δ1, . . . , δ2n+1) > 0,
k = 1, 4, i = 1, n, ε5 = ε5(δ1, . . . , δ2n+1) > 0, ε6 = ε6(δ1, . . . , δ2n+1) >
0, такие, что для любых функций f1i(x), f2i(x) ∈ C4[bi, ci], f3i(x),
f4i(x) ∈ ∈ C2[bi, ci], i = 1, n и f5(x, y), f6(x, y) ∈ C2{G}, удовлетворяю-
щих граничным условиям и условиям малости по норме ‖fki(x)‖ < εki,
k = 1, 4, i = 1, n, ‖f5(x, y)‖ < ε5, ‖f6(x, y)‖ < ε6, будут выпол-
нены неравенства |wi(x, t)| < δi, |ui(x, t)| < δn+i, x ∈ [bi, ci], i = 1, n и
|ϕ(x, y, t)| < δ2n+1, (x, y) ∈ G для любого момента времени t > 0.

Аналогичные определения устойчивости по отношению к возмуще-
ниям начальных данных можно дать и по части переменных wi(x, t),
ui(x, t), i = 1, n, ϕ(x, y, t), а также по некоторой совокупности их част-
ных производных.

Определение 2. Функционалом в пространствах C4,2 {[bi, ci]×R+},
C2,2 {[bi, ci]×R+}, C2,2 {G×R+} называется закон, согласно которо-
му функциям wi(x, t)∈ C4,2 {[bi, ci]×R+} , ui(x, t) ∈ C2,2 {[bi, ci]×R+} ,
i = 1, n, ϕ(x, y, t) ∈ C2,2 {G×R+} сопоставляется функция Φ(w1, . . . ,
wn, u1, . . . , un, ϕ) ∈ C2 {R+}.
Определение 3. Дифференциальными операторами полиномиально-
го вида будем называть следующие дифференциальные выражения:

F l1,s1,l2,s2
i (wi, ui, x, t) = F1i(D

0,0wi(x, t),D
1,0wi(x, t),D

0,1wi(x, t), ...,

Dl1,s1wi(x, t),D
0,0ui(x, t),D

1,0ui(x, t),D
0,1ui(x, t), ...,D

l2,s2ui(x, t)),

x ∈ [bi, ci], i = 1, n, t ≥ 0;

F l3,m3,s3(ϕ, x, y, t) = F2(D
0,0,0ϕ(x, y, t), ...,Dl3 ,m3,s3ϕ(x, y, t)),

(x, y) ∈ G, t ≥ 0;

F l1,s1,l2,s2,l3,m3,s3
i (wi, ui, ϕ, x, y0, t) = F3i(D

0,0wi(x, t), ...,D
l1 ,s1wi(x, t),

D0,0ui(x, t), ...,D
l2 ,s2ui(x, t),D

0,0,0ϕ(x, y0, t), ...,D
l3 ,m3,s3ϕ(x, y0, t)),

x ∈ [bi, ci], i = 1, n, t ≥ 0,

где Dl,swi(x, t)=
∂l+swi(x, t)

∂xl∂ts
, Dl,sui(x, t)=

∂l+sui(x, t)

∂xl∂ts
, Dl,m,sϕ(x, y, t) =

=
∂l+m+sϕ(x, y, t)

∂xl∂ym∂ts
; F1i(x1, x2, ...), F2(x1, x2, ...), F3i(x1, x2, ...) — полино-

мы, все мономы которых не ниже второго порядка, с ограниченными
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коэффициентами. Все коэффициенты непрерывно дифференцируемы по
времени t.

Лемма 1. Если можно построить функционал

Φ(t) ≡ Φ(w1, . . . , wn, u1, . . . , un, ϕ) =
n∑

i=1

ci∫
bi

F 4,2,2,2
i (wi, ui, x, t)dx+

+
∫∫
G

F 2,2,2(ϕ, x, y, t)dxdy +
n∑

i=1

ci∫
bi

F 4,2,2,2,2,2,2
i (wi, ui, ϕ, x, y0, t)dx,

(3.1)

где wi(x, t) ∈ C4,2 {[bi, ci]×R+} , ui(x, t) ∈ C2,2 {[bi, ci]×R+}, i = 1, n,
ϕ(x, y, t) ∈ C2,2 {G×R+} – решение задачи 2.1–2.7, 2.12–2.15, такой
что Φ(t) ≥ 0, Φ̇(t) ≤ 0, то функции wi(x, t) и(или) ϕ(x, y, t) и(или)
их производные, входящие в положительно определенный полином в
выражении для Φ(t) или в положительно определенную нижнюю оцен-
ку Φ1(t) этого функционала Φ(t) (Φ(t) ≥ Φ1(t) ≥ 0), устойчивы по
отношению к возмущениям начальных данных 2.13–2.15.

Доказательство. Из неравенств Φ(t) ≥ 0, Φ̇(t) ≤ 0 следует, что

0 ≤ Φ(t) ≤ Φ(0). (3.2)

Неравенство Φ(t) ≥ 0 в 3.2 означает, что, используя интегральные
неравенства, можно построить положительно определенную нижнюю
оценку Φ1(t) ≥ 0 этого функционала в виде суммы интегралов от по-
ложительно полуопределенных полиномов. Пусть хотя бы один из них
является положительно определенным. Тогда, используя метод Лагран-
жа, можно получить оценку функционала снизу интегралом от каж-
дой функции Dl,swi(x, t), i = 1, n, и(или) Dl,sui(x, t), i = 1, n, и(или)
Dl,m,sϕ(x, y, t) в четной степени, входящей в этот полином, умноженным
на ненулевую положительную ограниченную величину. Если интегралы
∫∫
G

(
Dl,m,sϕ(x, y, t)

)2v
dxdy,

ci∫
bi

(
Dl,swi(x, t)

)2v
dx,

ci∫
bi

(
Dl,sui(x, t)

)2v
dx, i =

1, n малы, то в силу непрерывности функций Dl,swi(x, t),D
l,sui(x, t),

i = 1, n, Dl,m,sϕ(x, y, t) и ограниченности области G, следует малость
функций по модулю:

∣∣Dl,swi(x, t))
∣∣ < δi,

∣∣Dl,sui(x, t))
∣∣ < δi+n, i = 1, n,∣∣Dl,m,sϕ(x, y, t)

∣∣ < δ2n+1.
Неравенство Φ(t) ≤ Φ(0) в 3.2 означает, что для любых функций

f1i(x), f2i(x) ∈ C4[bi, ci], f3i(x), f4i(x) ∈ C2[bi, ci], i = 1, n, f5(x, y),
f6(x, y) ∈ C2{G}, входящих в Φ(0) и удовлетворяющих граничным усло-
виям и условиям малости по норме ‖fki(x)‖ < εki, k = 1, 4, i = 1, n,
‖f5(x, y)‖ < ε5, ‖f6(x, y)‖ < ε6, найдутся зависимости εki = εki(δ1, . . . ,
δ2n+1), k = 1, 4, i = 1, n, ε5 = ε5(δ1, . . . , δ2n+1), ε6 = ε6(δ1, . . . , δ2n+1) для
любого момента времени t > 0.
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Следовательно, согласно определению 1 функции, входящие в по-
ложительно определенный полином в выражении для Φ(t) или в по-
ложительно определенную нижнюю оценку Φ1(t) этого функционала
Φ(t), будут устойчивы по отношению к возмущениям начальных данных
2.13–2.15.

Согласно лемме 1 требуется построить функционал 3.1, соответству-
ющий задаче 2.1–2.7, 2.12–2.15, и с помощью интегральных неравенств
получить условия неотрицательности всех подынтегральных мономов в
нижней оценке функционала (причем хотя бы один из них должен быть
положительно определен), и условия неположительности всех подын-
тегральных мономов в верхней оценке производной от функционала.
Затем на основании леммы 1 сделать вывод об устойчивости функций,
входящих в положительно определенные полиномы в нижней оценке
функционала.

При составлении функционала требуется учитывать необходимые
условия положительной определенности полиномов: 1) наименьший по-
рядок мономов должен быть четным; 2) коэффициенты при отдельно
стоящих функциях в четной степени должны быть положительными. В
силу первого условия все положительно определенные полиномы можно
интерпретировать как квадратичные формы и при выводе условий их
положительной определенности использовать критерий Сильвестра.

4. Теорема об устойчивости

Введем обозначение: λ1i – наименьшие собственные значения крае-
вых задач для уравнения ψ′′′′ = −λψ′′, x ∈ (bi, ci), i = 1, n с краевыми
условиями ψ(bi) = ψ′′(bi) = ψ(ci) = ψ′′(ci) = 0, соответствующими
условиям 2.12 для функций wi(x, t).

Теорема 1. Пусть для любого момента времени t > 0 выполняются
условия

Ṅi(t) ≥ 0, β2i ≥ 0, β1i ≥ 0, i = 1, n, (4.1)

min
i=1,n

(λ1iDi −Ni(t)) >
V 2ρH

(
(a2 − V 2)π2(H − y0)y0 + 2a2x20

)

2(a2 − V 2)π2y0(H − y0)
. (4.2)

Тогда решение wi(x, t), i = 1, n, ϕ(x, y, t) задачи 2.1–2.7, 2.12–2.15 и
производные ϕt(x, y, t), ϕx(x, y, t), ϕy(x, y, t), w

′
i(x, t), ẇi(x, t), w

′′
i (x, t),

i = 1, n устойчивы по отношению к возмущениям начальных данных
2.13–2.15.

Доказательство. Рассмотрим функционал:

Известия Иркутского государственного университета.
2018. Т. 23. Серия «Математика». С. 3–19
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Φ(t) =
∫∫

G\J

(
ϕ2
t (x, y, t)+

(
a2−V 2

)
ϕ2
x(x, y, t)+a

2ϕ2
y(x, y, t)

)
dxdy+

+2a2V
n∑

i=1

ci∫
bi

(ϕ+(x, y0, t)− ϕ−(x, y0, t))w
′
i(x, t)dx+

+a
2

ρ

n∑
i=1

ci∫
bi

(
EiFi

(
u′i(x, t)+

1
2w

′
i
2(x, t)

)2
+Mi

(
u̇2i (x, t)+ẇ

2
i (x, t)

)
+

+Diw
′′
i
2(x, t) + β0iw

2
i (x, t)−Ni(t)w

′
i
2(x, t)

)
dx.

(4.3)

Для функций ϕ(x, y, t) и wi(x, t), ui(x, t), i = 1, n, удовлетворяющих
уравнениям 2.1 и 2.6, 2.7, производная от Φ по t примет вид

Φ̇(t) = 2
∫∫

G\J

(
ϕt

(
−2V ϕxt − V 2ϕxx + a2(ϕxx + ϕyy)

)
+
(
a2 − V 2

)
ϕxϕxt +

+a2ϕyϕyt

)
dxdy + 2a2V

n∑
i=1

ci∫
bi

((
ϕ+
t (x, y0, t)− ϕ−

t (x, y0, t)
)
w′
i(x, t)+

+ (ϕ+(x, y0, t)− ϕ−(x, y0, t)) ẇ
′
i(x, t)) dx+ 2a2

ρ

n∑
i=1

ci∫
bi

(
EiFi

(
u′i +

1
2w

′
i
2
)
×

× (u̇′i + w′
iẇ

′
i) + EiFiu̇i

(
u′i(x, t) +

1
2w

′
i
2(x, t)

)′
+ (4.4)

+ẇi

{
ρ
(
ϕ+
t (x, y0, t) − ϕ−

t (x, y0, t)
)
+ ρV (ϕ+

x (x, y0, t)− ϕ−
x (x, y0, t))+

+EiFi

[
w′
i(x, t)

(
u′i(x, t) +

1
2w

′
i
2(x, t)

)]′
−Diw

′′′′
i − β2iẇ′′′′

i −Ni(t)w
′′
i −

−β1iẇi − β0iwi}+Diw
′′
i ẇ

′′
i − 1

2Ṅi(t)w
′
i
2 −Ni(t)w

′
iẇ

′
i + β0iwiẇi

)
dx.

Применяя формулу Грина и формулу интегрирования по частям с
учетом условий 2.2-2.5, 2.12, из 4.4 получим

Φ̇(t) = −2a2

ρ

n∑
i=1

ci∫
bi

(
1
2Ṅi(t)w

′
i
2 + β2i ẇ

′′
i
2 + β1iẇ

2
i

)
dx.

Пусть выполняются условия 4.1, тогда

Φ̇(t) ≤ 0. (4.5)

Проведем оценки для функционала с учетом граничных условий
2.12. Воспользуемся неравенством Релея [10]:

ci∫
bi

w′′
i
2(x, t)dx ≥ λ1i

ci∫
bi

w′
i
2(x, t)dx, i = 1, n, (4.6)

где λ1i определены выше.
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Оценим Φ(t) снизу:

Φ(t)≥
∫∫

G\J

(
ϕ2
t+
(
a2−V 2

)
ϕ2
x+a

2ϕ2
y

)
dxdy+2a2V

n∑
i=1

ci∫
bi

(ϕ+(x, y0, t)−

−ϕ−(x, y0, t))w
′
i(x, t)dx+ a2

ρ

n∑
i=1

ci∫
bi

(λ1iDi −Ni(t))w
′
i
2dx.

(4.7)

Для оценки двойного интеграла разобьем область G\J на две обла-
сти G1 = {(x, y) ∈ R2 : 0 < x < x0, 0 < y < y0} и G2 = {(x, y) ∈ R2 :
0 < x < x0, y0 < y < H}. Согласно неравенству Коши-Буняковского

∫∫
G1

ϕ2
xdxdy ≥ π2

x2
0

∫∫
G1

ϕ2dxdy,
∫∫
G2

ϕ2
xdxdy ≥ π2

x2
0

∫∫
G2

ϕ2dxdy. (4.8)

Согласно неравенству Коши - Буняковского, имеем также

(
y0∫
y
ϕydy

)2

≤
y0∫
y
12dy

y0∫
y
ϕ2
ydy.

Следовательно,

(ϕ−(x, y0, t)− ϕ(x, y, t))2 ≤ (y0 − y)
y0∫
y
ϕ2
ydy ≤ (y0 − y)

y0∫
0

ϕ2
ydy.

Интегрируя от 0 до y0 по переменной y, получим

y0∫
0

(ϕ−(x, y0, t)− ϕ(x, y, t))2 dy ≤ y2
0

2

y0∫
0

ϕ2
ydy.

Интегрируя от 0 до x0 по переменной x, окончательно находим

∫∫
G1

ϕ2
ydxdy ≥ 2

y2
0

∫∫
G1

(ϕ−(x, y0, t)− ϕ(x, y, t))2 dxdy. (4.9)

Аналогично, применяя неравенство Коши-Буняковского, получим

(
y∫

y0

ϕydy

)2

≤
y∫

y0

12dy
y∫
y0

ϕ2
ydy.

Следовательно,

∫∫
G2

ϕ2
ydxdy ≥ 2

(H−y0)
2

∫∫
G2

(ϕ(x, y, t)− ϕ+(x, y0, t))
2
dxdy. (4.10)

Применяя 4.8–4.10 для 4.7, получим неравенство

Φ(t) ≥
∫∫
G1

(
ϕ2
t + (a2 − V 2)π

2

x2
0

ϕ2+ 2a2

y2
0

(ϕ−(x, y0, t)− ϕ(x, y, t))2
)
dxdy+

Известия Иркутского государственного университета.
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+
∫∫
G2

(
ϕ2
t + (a2 − V 2)π

2

x2
0

ϕ2+ 2a2

(H−y0)2
(ϕ+(x, y0, t)− ϕ(x, y, t))2

)
dxdy+

+2a2V
n∑

i=1

ci∫
bi

(ϕ+(x, y0, t)− ϕ−(x, y0, t))w
′
i(x, t)dx+ (4.11)

+a2

ρ

n∑
i=1

ci∫
bi

(λ1iDi −Ni(t))w
′
i
2dx

Введем обозначения

K(t) = min
i=1,n

(λ1iDi −Ni(t)) ,

f(x, t) =





0, x ∈ (0, b1]
n−1⋃
i=1

[ci, bi+1]
⋃
[cn, x0),

w′
i(x, t), x ∈ (bi, ci).

тогда из 4.11 получим неравенство

Φ(t) ≥
∫∫
G1

(
ϕ2
t + (a2 − V 2)π

2

x2
0

ϕ2+ 2a2

y2
0

(ϕ−(x, y0, t)− ϕ(x, y, t))2
)
dxdy+

+
∫∫
G2

(
ϕ2
t + (a2 − V 2)π

2

x2
0

ϕ2+ 2a2

(H−y0)2
(ϕ+(x, y0, t)− ϕ(x, y, t))2

)
dxdy+

+2a2V
x0∫
0

(ϕ+(x, y0, t)− ϕ−(x, y0, t))f(x, t)dx+ a2K(t)
ρ

x0∫
0

f2(x, t)dx =

=
∫∫
G1

[
ϕ2
t (x, y, t)+

(
(a2−V 2)π

2

x2
0

+ 2a2

y2
0

)
ϕ2(x, y, t)− 4a2

y2
0

ϕ−(x, y0, t)ϕ(x, y, t)+

+2a2

y2
0

(ϕ−(x, y0, t))
2
+2a2V

y0
ϕ−(x, y0, t)f(x, t) +

a2K(t)χ
ρy0

f2(x, t)
]
dxdy+

+
∫∫
G2

[
ϕ2
t (x, y, t) +

(
(a2 − V 2)π

2

x2
0

+ 2a2

(H−y0)2

)
ϕ2(x, y, t)−

− 4a2

(H−y0)2
ϕ+(x, y0, t)ϕ(x, y, t) +

2a2

(H−y0)2
(ϕ+(x, y0, t))

2
+ (4.12)

+2a2V (1−χ)
H−y0

ϕ+(x, y0, t)f(x, t) +
a2K(t)(1−χ)
ρ(H−y0)

f2(x, t)
]
dxdy,

где χ ∈ (0, 1) – дополнительный параметр.
Введем обозначения

d
(1)
11 = (a2−V 2)π2

x2
0

+ 2a2

y2
0

, d
(1)
22 = d

(1)
12 = 2a2

y2
0

,

d
(1)
23 = a2V

y0
, d

(1)
33 = a2K(t)χ

ρy0
.

(4.13)
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Рассмотрим квадратичную форму относительно ϕ(x, y, t), ϕ−(x, y0,t),
f(x, t) в 4.12. Соответствующая матрица формы имеет вид:




d
(1)
11 −d(1)12 0

−d(1)12 d
(1)
22 d

(1)
23

0 d
(1)
23 d

(1)
33


 .

Согласно критерию Сильвестра, запишем условия положительной опре-
деленности квадратичной формы

∆
(1)
1 = d

(1)
11 > 0,∆

(1)
2 = d

(1)
11 d

(1)
22 − d

(1)
12

2
=

2(a2 − V 2)π2a2

x20y
2
0

> 0, (4.14)

∆
(1)
3 = d

(1)
33 ∆

(1)
2 − d

(1)
23

2
d
(1)
11 > 0. (4.15)

Согласно 4.13 условия 4.14 выполняются. Неравенство 4.15 примет вид:

K(t) >
V 2x20ρy0

2(a2 − V 2)π2χ

(
(a2 − V 2)π2

x20
+

2a2

y20

)
. (4.16)

Рассматривая аналогично квадратичную форму относительно
ϕ(x, y, t), ϕ+(x, y0, t), f(x, t) в 4.12, получим условие

K(t) >
V 2x20ρ(H − y0)

2(a2 − V 2)π2(1− χ)

(
(a2 − V 2)π2

x20
+

2a2

(H − y0)2
)
. (4.17)

Из неравенств 4.16, 4.17 найдем оптимальный параметр χ, обеспечи-
вающий наиболее широкую область значений параметров, входящих в
условия 4.16, 4.17. Для этого приравняем их правые части и получим

χ =

(
(a2 − V 2)π2y20 + 2a2x20

)
(H − y0)

(a2 − V 2)π2H(H − y0)y0 + 2a2x20H
. (4.18)

Подставляя 4.18 в 4.16 и 4.17, получим, что оба эти условия примут
вид 4.2.

Так как при условии 4.2 все квадратичные формы в 4.12 положи-
тельно определены, то из 4.12 окончательно получим оценку Φ(t) ≥ 0.
Учитывая 4.5, согласно лемме 1 можно сделать выводы: 1) функции
ϕ(x, y, t), ϕt(x, y, t), w

′
i(x, t), i = 1, n устойчивы по отношению к возму-

щениям начальных данных 2.13–2.15 согласно 4.12; 2) функции wi(x, t),
w′′
i (x, t), i = 1, n, ϕx(x, y, t), ϕy(x, y, t) устойчивы по отношению к воз-

мущениям начальных данных 2.13–2.15 согласно 4.3.
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5. Заключение

Предложена математическая модель вибрационного устройства, пре-
дставляющего собой проточный канал с n упругими элементами. На ос-
нове построенного функционала типа Ляпунова для нелинейной систе-
мы дифференциальных уравнений с частными производными получены
достаточные условия динамической устойчивости упругих элементов
при протекании в канале дозвукового потока жидкости или газа (в мо-
дели идеальной сжимаемой среды). Условия накладывают ограничения
на скорость однородного потока, сжимающие (растягивающие) элемен-
ты усилия, изгибные жесткости упругих элементов и другие параметры
механической системы.
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On Dynamic Stability of a Nonlinear Aeroelastic System

Abstract. A nonlinear mathematical model of a device related to vibratory technol-
ogy is considered. The device is intended for the intensification of technological processes,
for example, the mixing process. The action of such devices is based on the vibrations
of the elastic elements when they are flowed by the flow of the mixing medium. The
dynamical stability of n elastic elements located inside the flow channel is studied. The
subsonic flow of the gas-liquid medium (in the model of an ideal compressible medium) is
considered. The definition of the stability of an elastic body corresponds to the concept
of the stability of dynamical systems by Lyapunov. The model is described by a coupled
nonlinear system of partial differential equations for unknown functions - the velocity
potential of a gas-liquid medium and deformations of elastic elements. On the basis of the
construction of the functional, the sufficient conditions for dynamic stability are obtained.
The conditions impose restrictions on the flow velocity of the gas-liquid medium, flexural
rigidity of elastic elements, and other parameters of the mechanical system.

Keywords: mathematical modeling, aerohydrodelasticity, dynamic stability, system
of partial differential equations, functional.
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