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Аннотация: Рассматривается класс обобщенных контактных схем ранга 𝑟, в кото-
ром контактами управляют только линейные функции алгебры логики, зависящие
не более чем от 𝑟 булевых переменных, а также два его подкласса с дополнительны-
ми ограничениями на расположение контактов. Исследуется сложность реализации
линейной функции алгебры логики 𝑙𝑛 от 𝑛 булевых переменных в указанных клас-
сах обобщенных контактных схем. При фиксированном 𝑟 и 𝑛 = 1, 2, ... получены
верхняя и нижняя оценки сложности реализации 𝑙𝑛 в каждом из двух указанных
выше подклассов рассматриваемого класса обобщенных контактных схем. При этом
в первом подклассе полученные оценки асимптотически равны 4𝑛

𝑟
и отличаются

друг от друга на величину 𝑂(
√︀

𝑛
𝑟
), а во втором подклассе дают ее точное значение

вида 4⌈𝑛
𝑟
⌉ − 4.
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Abstract: The paper considers a class of generalized contact circuits of rank 𝑟, in which
contacts are controlled only by linear logic algebra functions that depend on no more
than 𝑟 Boolean variables, as well as two of its subclasses with additional restrictions
on the location of contacts. The complexity of the implementation of the linear boolean
function 𝑙𝑛 from 𝑛 boolean variables in the specified classes of generalized contact circuits
is investigated. For a fixed 𝑟 and 𝑛 = 1, 2, ..., upper and lower estimates of the complexity
of the implementation of 𝑙𝑛 in each of the two above-mentioned subclasses of the class of
generalized contact circuits are obtained. Moreover, in the first subclass, the estimates
obtained are asymptotically equal to 4𝑛

𝑟
and differ from each other by the amount of

𝑂(
√︀

𝑛
𝑟
), and in the second subclass they give its exact value of the form 4⌈𝑛

𝑟
⌉ − 4.
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1. Введение

В рамках данной работы решается задача индивидуального синтеза,
а именно синтеза обобщенных контактных схем, реализующих линей-
ную функцию алгебры логики (далее — функция). В ней рассматрива-
ется класс обобщенных контактных схем ранга 𝑟, т. е. класс контактных
схем (далее — схемы) в базисе, содержащем контакты, реализующие
все различные функции, зависящие от 𝑟, или меньше чем от 𝑟, булевых
переменных (далее — переменные). Исследуется сложность реализации
линейной функции в данном классе схем.

Линейная функция является частым объектом исследования. Изу-
чение сложности реализации линейной функции в обобщенном кон-
тактном базисе является актуальным, потому что линейная функция
применяется в различных вычислительных устройствах, в том числе и
в СБИС. При этом обобщенные схемы являются моделью схем тран-
зисторного типа и могут использоваться при проектировании вычисли-
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тельных устройств, в частности СБИС, изготовляемых по так называ-
емой КМОП-технологии.

Некоторые интересные свойства линейной функции, связанные с её
возможностью моделирования функций от меньшего числа перемен-
ных, установлены в [1]. Существует множество задач, связанных с оцен-
кой сложности линейной функции в различных классах (см., например,
[6;10]). Свойства обобщенных контактных схем, связанных с тестирова-
нием, изучались в работах [7;8]. Известны исследования сложности реа-
лизации некоторых функций алгебры логики в обобщенных контактных
схемах (см., например, в [2; 9]).

Ранее [12] (см. также [11]) была установлена сложность линейной
функции в классе контактных схем в стандартном базисе (базисе, со-
держащем замыкающий и размыкающий контакты). Было доказано,
что сложность минимальной контактной схемы, реализующей линей-
ную функцию от 𝑛 переменных, равна 4𝑛−4. При этом верхняя оценка
указанного вида получается с помощью метода каскадов (см. например
[11] или [4]), а нижняя была доказана в [12] (более простое доказатель-
ство, предложенное С. А. Ложкиным, см., например, в [11]).

В данной работе рассматривается задача индивидуального синте-
за в классе обобщенных контактных схем ранга 𝑟, введенного в [3],
в котором функции проводимости контактов существенно зависят не
более чем от 𝑟 переменных и являются линейными функциями. Кро-
ме того, будем считать, что в любой схеме из данного класса схем на
любой проводящей цепи, идущей от входа к выходу, множества перемен-
ных любых 2 контактов схемы либо совпадают, либо не пересекаются.
Также рассматривается подкласс данного класса, в котором множе-
ства переменных любых 2 контактов схемы либо совпадают, либо не
пересекаются. Указанные структурные ограничения для этого подклас-
са и всего класса схем будем называть раздельным управлением кон-
тактами и раздельным управлением контактами на проводящих цепях
соответственно.

Настоящая работа продолжает и в некоторой степени уточняет одно-
именную тезисную публикацию авторов [5], сопровождая все сформули-
рованные утверждения полными доказательствами. Рассматриваемая
в ней задача синтеза заключается в том, чтобы исследовать сложность
реализации линейной функции в двух указанных классах обобщенных
схем ранга 𝑟 над базисом из всех линейных функций, т. е. получить
верхнюю и нижнюю оценки её сложности в данных классах.

В работе установлены верхняя и нижняя оценки сложности реализа-
ции линейной функции 𝑙𝑛 = 𝑥1⊕𝑥2⊕ ...⊕𝑥𝑛 в классе обобщенных схем
ранга 𝑟 с раздельным управлением контактами на проводящих цепях
над базисом из всех линейных функций от 𝑟 переменных. Эти оценки
формируют асимптотически точную оценку сложности реализации ли-
нейной функции 𝑙𝑛 в рассматриваемом классе обобщенных КС, которая
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при фиксированном 𝑟 и 𝑛 = 1, 2, . . . асимптотически равна 4𝑛𝑟 и име-
ет относительную погрешность 𝑂(

√︀
𝑛
𝑟 ). При этом установлено точное

значение сложности 𝑙𝑛 в одном из «естественных» подклассов данного
класса схем — классе схем с раздельным управлением контактами.

2. Основные определения и обозначения, формулировка
полученных результатов

Пусть 𝐵 = {0, 1}, а 𝐵𝑛 = 𝐵 ×𝐵 × . . . ×𝐵⏟  ⏞  
𝑛

– его 𝑛-я декартова сте-

пень, или, иначе, единичный 𝑛-мерный куб, т. е. множество наборов
𝛼 = (𝛼1, . . . , 𝛼𝑛), где 𝛼𝑖 ∈ 𝐵 при всех 𝑖 ∈ [1, 𝑛].

Пусть 𝒳 = {𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛, . . . } — счетный упорядоченный алфавит
переменных, 𝑋 – конечное множество, элементами которого являются
переменные из 𝒳 , а |𝑋| — его мощность, т. е. число переменных, ко-
торые в нём содержатся. Множество переменных {𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛} будем
обозначать через 𝑋(𝑛), а множество всех функций от переменных из
𝑋(𝑛), отображающих куб 𝐵𝑛(𝑋(𝑛)) в 𝐵, – через 𝑃2(𝑛).

Под обобщенной контактной схемой (КС) ранга 𝑟 от переменных из
𝑋(𝑛) понимается схема с 1 входом и 1 выходом, контакты которой
управляются функциями, существенно зависящими не более чем от
𝑟 переменных из 𝑋(𝑛). Под множеством переменных контакта бу-
дем понимать множество переменных, от которых существенно зависит
функция, управляющая этим контактом.

Набор 𝛼 = (𝛼1, . . . , 𝛼𝑛) ∈ 𝐵𝑛 будем называть четным, если в нем
содержится четное число единиц, т. е. число 𝛼𝑖, таких, что 𝛼𝑖 = 1, явля-
ется четным, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛. В противном случае набор 𝛼 будем называть
нечетным.

Функция 𝑙𝑟 = 𝑙
(0)
𝑟 (соответственно 𝑙𝑟 = 𝑙

(1)
𝑟 ) называется линейной

нечетной (соответственно линейной четной) функцией ранга 𝑟, ес-
ли она существенно зависит от 𝑟 переменных и принимает значение
1 только на всех нечетных (четных) наборах значений её существен-
ных переменных. Контакт, управляемый такой функцией, называется
линейным контактом ранга 𝑟 соответствующей четности.

В работе рассматривается подкласс ̃︀𝑈𝐾𝑙𝑟 класса обобщенных схем
ранга 𝑟, включающий в себя все контактные схемы, которые характе-
ризуются раздельным управлением контактами на проводящих цепях
и состоят только из линейных контактов ранга не больше чем 𝑟, где
𝑟 > 1. Класс ̃︀𝑈𝐾𝑙𝑟 назовем линейным классом схем ранга 𝑟 с раздельным
управлением контактами на проводящих цепях.

Сложностью 𝐿(Σ) контактной схемы Σ будем, как обычно, на-
зывать число её контактов, а сложностью ̃︀𝐿𝐾𝑙𝑟 (𝑓) функции 𝑓 в классе
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схем ̃︀𝑈𝐾𝑙𝑟 — минимальную сложность схем из ̃︀𝑈𝐾𝑙𝑟 , реализующих данную
функцию 𝑓 .

В работе также рассматривается специальный подкласс ̂︀𝑈𝐾𝑙𝑟 класса̃︀𝑈𝐾𝑙𝑟 , который состоит из всех таких схем Σ, Σ ∈ 𝑈𝐾𝑙𝑟 , которые ха-
рактеризуются раздельным управлением контактами, когда множества
переменных любых 2 контактов Σ либо совпадают, либо не пересекают-
ся.

Класс ̂︀𝑈𝐾𝑙𝑟 назовем линейным классом схем с раздельным управлени-
ем контактами. Аналогично тому, как было сделано выше, сложность
функции 𝑓 в классе ̂︀𝑈𝐾𝑙𝑟 обозначим через ̂︀𝐿𝐾𝑙𝑟 (𝑓).

Заметим, что класс обычных контактных схем совпадает с классами̃︀𝑈𝐾𝑙1 и ̂︀𝑈𝐾𝑙1 .
Класс схем называется полным, если для любой функции 𝑓 из 𝑃2(𝑛)

в классе существует схема, реализующая функцию 𝑓 . Заметим, что все
введенные выше классы схем являются полными при любом 𝑟, 𝑟 > 1,
так как каждый из них содержит в себе класс обычных КС.

В работе исследуется сложность реализации линейных функций 𝑙𝑛,
𝑙𝑛 в классах ̃︀𝑈𝐾𝑙𝑟 и ̂︀𝑈𝐾𝑙𝑟 . Очевидно, что в случае, когда 𝑛 6 𝑟, реализо-
вать любую линейную функцию 𝑙

(𝜎)
𝑛 , 𝜎 ∈ 𝐵, в любом из классов ̂︀𝑈𝐾𝑙𝑟 ,̃︀𝑈𝐾𝑙𝑟 можно с помощью КС, состоящей из одного контакта, управляемо-

го функцией 𝑙(𝜎)𝑛 . Поэтому в данном «тривиальном» случае при любом
𝜎 ∈ 𝐵 верно равенство

̂︀𝐿𝐾𝑙𝑟 (𝑙(𝜎)𝑛 ) = ̃︀𝐿𝐾𝑙𝑟 (𝑙(𝜎)𝑛 ) = 1. (2.1)

Для «нетривиального» случая, когда 𝑛 > 𝑟, в работе получены сле-
дующие результаты.

Теорема 1. При любых натуральных 𝑛 и 𝑟, где 𝑛 > 𝑟, а также при
любом 𝜎 ∈ 𝐵 имеет место равенство

̂︀𝐿𝐾𝑙𝑟 (𝑙(𝜎)𝑛 ) = 4
⌈︁𝑛
𝑟

⌉︁
− 4 (2.2)

Используются следующие обозначения асимптотических относитель-
но натурального параметра 𝑛 = 1, 2, ... равенств вида 𝑎(𝑛) ∼ 𝑏(𝑛), озна-
чающего, что 𝑎(𝑛) = 𝑏(𝑛)(1 + 𝜀(𝑛)) для некоторой последовательности
𝜀(𝑛) → 0 при 𝑛→ ∞.

Теорема 2. При любых натуральных 𝑛 и 𝑟, где 𝑛 > 𝑟, а также при
любом 𝜎 ∈ 𝐵, имеют место неравенства:

4
𝑛

𝑟
− 10

√︂
𝑛

𝑟
6 ̃︀𝐿𝐾𝑙𝑟 (𝑙(𝜎)𝑛 ) 6 4

⌈︁𝑛
𝑟

⌉︁
− 4. (2.3)
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Следствие 1. При любом натуральном 𝑟, и любом 𝜎 ∈ 𝐵, для после-
довательности натуральных чисел 𝑛 = 1, 2, ... имеет место асимпто-
тическое равенство

𝐿𝐾𝑙𝑟 (𝑙(𝜎)𝑛 ) ∼ 4
𝑛

𝑟

3. Обоснование полученных результатов

Учитывая (2.1), рассмотрим «нетривиальный» случай, когда 𝑛 > 𝑟,
в рамках которого докажем теоремы 1 и 2. Установим сначала верхнюю
оценку равенства (2.2), из которой в силу того, что ̂︀𝑈𝐾𝑙𝑟 ⊆ ̃︀𝑈𝐾𝑙𝑟 , следует
верхняя оценка неравенства (2.3).

Лемма 1. В случае 𝑛 > 𝑟 для сложности линейной функции 𝑙
(𝜎)
𝑛 ,

𝜎 ∈ 𝐵 из 𝑃2(𝑛) в классе ̂︀𝑈𝐾𝑙𝑟 верна следующая верхняя оценка:

̂︀𝐿𝐾𝑙𝑟 (𝑙(𝜎)𝑛 ) 6 4
⌈︁𝑛
𝑟

⌉︁
− 4. (3.1)

Доказательство. Разобьем множество 𝑋(𝑛) переменных функции 𝑓 =

𝑙
(𝜎)
𝑛 на 𝑚 =

⌈︀
𝑛
𝑟

⌉︀
непересекающихся подмножеств 𝑋1 = (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑟);

𝑋2 = (𝑥𝑟+1, 𝑥𝑟+2, . . . , 𝑥2𝑟); . . . ; 𝑋𝑚 = (𝑥(𝑚−1)𝑟+1, 𝑥(𝑚−1)𝑟+2, . . . , 𝑥𝑛). За-
метим, что мощность каждого из этих подмножеств, за исключением
последнего, равна 𝑟, а мощность множества 𝑋𝑚 не больше 𝑟. Для всех
𝑖 = 1, . . . ,𝑚, и 𝜎 ∈ 𝐵, обозначим через 𝜆(𝜎)𝑖 линейную функцию от пе-
ременных 𝑋𝑖, равную сумме по модулю 2 всех этих переменных, и кон-
станты 𝜎, а затем отметим, что для указанных функций выполняется
равенство

𝜆
(0)
1 ⊕ . . . ⊕ 𝜆

(0)
𝑚−1 ⊕ 𝜆(𝜎)𝑚 = 𝑙(𝜎)𝑛 (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛)

Следовательно, из «обычной» схемы ̂︀Σ, реализующей функцию
𝑙
(𝜎)
𝑚 (𝑦1, 𝑦2, . . . , 𝑦𝑚), в результате замены её контактов вида 𝑦𝜎𝑖 на обоб-
щенные контакты с пометкой 𝜆

(𝜎)
𝑖 , можно получить схему Σ из класса̂︀𝑈𝐾𝑙𝑟 , которая реализует функцию 𝑙

(𝜎)
𝑛 (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛).

Так как при этом 𝐿(Σ) = 𝐿(̂︀Σ), то для получения оценки (3.1)
достаточно взять схему ̂︀Σ сложности 4𝑚 − 4, т. е., например, схему
Кардо из [12].

Следствие 2. Из того, что класс ̂︀𝑈𝐾𝑙𝑟 является подклассом ̃︀𝑈𝐾𝑙𝑟 ,
вытекает следующая верхняя оценка для линейной функции 𝑙(𝜎)𝑛 , 𝜎 ∈ 𝐵
в классе ̃︀𝑈𝐾𝑙𝑟 :

̃︀𝐿𝐾𝑙𝑟 (𝑙(𝜎)𝑛 ) 6 4
⌈︁𝑛
𝑟

⌉︁
− 4.
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Лемма 2. В случае 𝑛 > 𝑟 для линейной функции 𝑙
(𝜎)
𝑛 , 𝜎 ∈ 𝐵, из 𝑃2(𝑛)

в классе ̂︀𝑈𝐾𝑙𝑟 верна следующая нижняя оценка сложности:

̂︀𝐿𝐾𝑙𝑟 (𝑙(𝜎)𝑛 ) > 4
⌈︁𝑛
𝑟

⌉︁
− 4

Доказательство. Заметим, что функция 𝑙
(𝜎)
𝑛 существенно зависит от

всех своих переменных из множества𝑋(𝑛) = {𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛}, и рассмот-
рим произвольную схему Σ ∈ ̂︀𝑈𝐾𝑙𝑟 , которая её реализует со сложностью̂︀𝐿𝐾𝑙𝑟 (𝑙𝑛). В силу особенностей структуры схем из класса ̂︀𝑈𝐾𝑙𝑟 , схема Σ
будет состоять только из контактов, помеченных линейными функция-
ми с непересекающимися или совпадающими множествами переменных
𝑋1, 𝑋2, ..., 𝑋𝑚, где 𝑚 >

⌈︀
𝑛
𝑟

⌉︀
, и 𝑋1 ∪𝑋2 ∪ ... ∪𝑋𝑚 = 𝑋(𝑛). Для каждого

𝑗 = 1, ...,𝑚, и 𝜎 ∈ 𝐵, обозначим через 𝜆(𝜎)𝑗 сумму по модулю 2 пере-
менных из 𝑋𝑗 и константы 𝜎, а затем отметим, что любой контакт Σ

помечен одной из функций вида 𝜆
(𝜎)
𝑗 . Выделим в каждом множестве

𝑋𝑗 , 𝑗 = 1, ...,𝑚, одну переменную, которую обозначим через 𝑦𝑗 , после
чего подставим в схему Σ константы 0 вместо всех переменных, за ис-
ключением выделенных, и заметим, что при этом обобщенная схема Σ
перейдет в «обычную» схему ̂︀Σ той же сложности, которая реализует
функцию 𝑙

(𝜎)
𝑚 (𝑦1, 𝑦2, ..., 𝑦𝑚).

Следовательно, согласно известной нижней оценке (см., например,
[12])

𝐿(̂︀Σ) = ̂︀𝐿𝐾𝑙𝑟 (𝑙(𝜎)𝑛 ) > 4
⌈︁𝑛
𝑟

⌉︁
− 4.

Из доказанных Следствия 2 и Леммы 2 вытекает справедливость
Теоремы 1.

Определение 1. Функцию 𝑓 из 𝑃2(𝑛) будем называть 𝛼-сферичес-
кой, где 𝛼 ∈ 𝐵𝑛, если для любых наборов 𝛽 и 𝛾 из 𝐵𝑛, отличающихся
от 𝛼 ровно в одном и ровно в двух разрядах соответственно, 𝑓(𝛽) = 0
и 𝑓(𝛾) = 1, а ̃︀0-сферическую функцию будем считать просто сфе-
рической, где ̃︀0 ∈ 𝐵𝑛 — нулевой набор. При этом КС, реализующую
𝛼-сферическую функцию, тоже будем называть 𝛼–сферической, а КС,
реализующую сферическую функцию, — сферической.

Определение 2. Линейный контакт 𝑘 с множеством переменных
𝑋 ⊆ 𝑋(𝑛) будем называть замыкающим относительно 𝛼 ∈ 𝐵𝑛(𝑋(𝑛))
контактом, или, иначе, 𝛼-замыкающим контактом, если он проводит
на наборах, отличающихся от 𝛼 ровно в одном разряде, соответству-
ющем одной из переменных множества 𝑋. В противном случае кон-
такт 𝑘 будем называть размыкающим относительно 𝛼 контактом,
или, иначе, 𝛼-размыкающим контактом.

Известия Иркутского государственного университета.
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Заметим, что 𝛼-замыкающий контакт не проводит, а 𝛼-размыкаю-
щий контакт проводит на наборе 𝛼. В дальнейшем по умолчанию будем
считать, что набор 𝛼 в определениях 1 и 2 — нулевой набор, и отме-
тим, что в этом случае размыкающими контактами являются четные
контакты, а замыкающими — нечетные.

Рассмотрим произвольную сферическую схему Σ(𝑥1, ..., 𝑥𝑛), Σ ∈ ̃︀𝑈𝐾𝑙𝑟 ,
и введем ряд связанных с ней определений и обозначений. Пусть, в част-
ности, 𝐿+(Σ) и 𝐿−(Σ) — число замыкающих и размыкающих контактов
схемы Σ соответственно, а 𝐶𝑖,𝑗 , где 1 6 𝑖 < 𝑗 6 𝑛, — одна, выбранная
произвольным образом, цепь схемы Σ, которая идет от входа к выходу и
проводит на наборе 𝛼𝑖,𝑗 ∈ 𝐵𝑛, с 2 единицами, размещенными в разрядах
с номерами 𝑖 и 𝑗.

Обозначим через 𝑆 и 𝐶 множества указанных наборов 𝛼𝑖,𝑗 и цепей
𝐶𝑖,𝑗 соответственно. При этом множество 𝐶 будем называть базовым
множеством схемы Σ, а входящие в него цепи 𝐶𝑖,𝑗 — её базовыми цепя-
ми. Заметим, что базовая цепь 𝐶𝑖,𝑗 содержит как контакт, в множество
переменных которого входит переменная 𝑥𝑖, так и контакт, в множество
переменных которого входит переменная 𝑥𝑗 .

Действительно, если в контактах цепи 𝐶𝑖,𝑗 не встречается перемен-
ная 𝑥𝑘, где 𝑘 ∈ {𝑖, 𝑗}, то цепь 𝐶𝑖,𝑗 будет проводить как на наборе 𝛼𝑖,𝑗 ,
так и на наборе с одной единицей, который отличается от 𝛼𝑖,𝑗 в 𝑘-м
разряде и не может являться проводящей цепью схемы Σ.

Цепь 𝐶𝑖,𝑗 будем называть плохой, если в ней есть контакт, содержа-
щий как переменную 𝑥𝑖, так и переменную 𝑥𝑗 , иначе цепь 𝐶𝑖,𝑗 будем
называть хорошей. Заметим, что в любой плохой цепи 𝐶𝑖,𝑗 контакт,
содержащий как переменную 𝑥𝑖, так и переменную 𝑥𝑗 , является чет-
ным, а в любой хорошей цепи 𝐶𝑖,𝑗 есть нечетный контакт, содержащий
переменную 𝑥𝑖, и есть нечетный контакт, содержащий переменную 𝑥𝑗 ,
иначе цепь 𝐶𝑖,𝑗 не могла бы проводить на наборе 𝛼𝑖,𝑗 . Кроме того, если
цепь 𝐶𝑖,𝑗 хорошая, то каждый нечетный контакт этой цепи содержит
либо переменную 𝑥𝑖, либо переменную 𝑥𝑗 .

Лемма 3. Первый замыкающий контакт одной хорошей базовой цепи
сферической схемы Σ(𝑥1, ..., 𝑥𝑛), Σ ∈ ̃︀𝑈𝐾𝑙𝑟 , не может быть последним
замыкающим контактом другой хорошей базовой цепи схемы Σ.

Доказательство. Пусть контакт 𝑘 схемы Σ является первым замы-
кающим контактом хорошей базовой цепи 𝐶1 = 𝐶𝑖1,𝑗1 и последним
замыкающим контактом хорошей базовой цепи 𝐶2 = 𝐶𝑖2,𝑗2 схемы Σ.
Если, двигаясь от входа схемы Σ к её выходу, эти цепи проходят через
контакт 𝑘 в одном и том же направлении, то построим цепь ̃︀𝐶 = 𝐶

′
1𝑘𝐶

′′
2 ,

которая от входа Σ до контакта 𝑘 включительно идет по начальному
отрезку 𝐶

′
1𝑘 цепи 𝐶1, а затем переходит на заключительный отрезок

𝐶
′′
2 цепи 𝐶2 от контакта 𝑘, не включая его, до выхода Σ. В противном
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случае построим цепь ̂︀𝐶 = 𝐶
′
1𝐶

′′
2 , которая идет от входа Σ по цепи 𝐶1

до первой концевой вершины 𝑘, а затем переходит на цепь 𝐶2.
Докажем, что как цепь ̃︀𝐶, так и цепь ̂︀𝐶 при описанных выше усло-

виях проводят хотя бы на одном наборе из множества 𝐵𝑛 с одной
единицей, что противоречит сферичности схемы Σ. По определению хо-
роших базовых цепей в контакт 𝑘 входит одна переменная с номером из
множества {𝑖1, 𝑗1} и одна переменная с номером из множества {𝑖2, 𝑗2}.
Положим для определенности, что контакт 𝑘 содержит переменную 𝑥𝑖1
и переменную 𝑥𝑖2 . В силу того, что контакт 𝑘 является первым замы-
кающим контактом в цепи 𝐶1, её подцепь 𝐶 ′

1 состоит из размыкающих
контактов, не содержащих переменную 𝑥𝑖1 , так как в противном случае
цепь 𝐶1 не могла бы проводить на наборе 𝛼𝑖1,𝑗1 , с 2 единицами, разме-
щенными в разрядах с номерами 𝑖1 и 𝑗1. Значит, подцепь 𝐶 ′

1 проводит
на наборе с одной единицей, размещенной в разряде с номером 𝑖1.

Теперь докажем, что и подцепь 𝐶 ′′
2 цепи 𝐶2 состоит из размыкающих

контактов, не содержащих переменную 𝑥𝑖1 . Так как контакт 𝑘 являет-
ся последним замыкающим контактом в хорошей базовой цепи 𝐶2, её
подцепь 𝐶 ′′

2 состоит из размыкающих контактов, не содержащих пере-
менную 𝑥𝑖2 , так как в противном случае цепь 𝐶2 не могла бы проводить
на наборе 𝛼𝑖2,𝑗2 . Теперь если переменная 𝑥𝑖1 совпадает с переменной 𝑥𝑖2 ,
то 𝐶 ′′

2 состоит из размыкающих контактов, не содержащих переменную
𝑥𝑖1 . Если же переменная 𝑥𝑖1 не совпадает с переменной 𝑥𝑖2 , то в силу
раздельности множеств переменных, управляющих контактами цепи
𝐶2, переменная 𝑥𝑖1 , как и переменная 𝑥𝑖2 , не входит в контакты подцепи
𝐶

′′
2 , а значит, 𝐶 ′′

2 проводит на наборе с одной единицей, размещенной в
разряде с номером 𝑖1.

Таким образом, подцепи 𝐶
′
1 и 𝐶

′′
2 , а также замыкающий контакт

𝑘 проводят на наборе 𝛽 с одной единицей, размещенной в разряде с
номером 𝑖1. Тогда по построению цепи ̃︀𝐶 и ̂︀𝐶 проводят на наборе 𝛽, а
значит, в схеме Σ присутствует цепь, проводящая на наборе 𝛽.

Лемма 4. Для сферической схемы Σ(𝑥1, ..., 𝑥𝑛), где Σ ∈ ̃︀𝑈𝐾𝑙𝑟 , справед-
ливо неравенство

𝐿+(Σ) >
2𝑛

𝑟
−

1 +
√︀

2(𝑟 − 1)𝑟𝐿−(Σ) + 1

𝑟
(3.2)

Доказательство. Пусть 𝐾1 и 𝐾2 — множества первых и последних
замыкающих контактов хороших цепей из базового множества схемы
Σ соответственно. Обозначим через 𝑋1 и 𝑋2 объединение множеств
переменных всех контактов из 𝐾1 и 𝐾2 соответственно, а затем введем
множества

𝑍 = 𝑋(𝑛) ∖ (𝑋1 ∪𝑋2); ̂︀𝑋 = 𝑋1 ∩𝑋2;𝑌𝑖 = 𝑋𝑖 ∖ ̂︀𝑋, (3.3)
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где 𝑖 ∈ {1, 2}. Положим далее

|𝑍| = 𝑑; | ̂︀𝑋| = 𝑎; |𝑌𝑖| = 𝑏𝑖 ⇒ |𝑋𝑖| = 𝑎+ 𝑏𝑖, (3.4)
где 𝑖 ∈ {1, 2}, заметив, что при этом в силу (3.3) и (3.4) выполняются
равенства

|𝑋1|+ |𝑋2| = 2𝑎+ 𝑏1 + 𝑏2 = 2𝑛− 𝑏1 − 𝑏2 − 2𝑑. (3.5)
Используя введенные обозначения и соотношения (3.3), (3.4), полу-

чим нижние оценки сложностей 𝐿+(Σ) и 𝐿−(Σ). Заметим, что каждая
переменная из множества 𝑋𝑖, где 𝑖 ∈ {1, 2}, входит хотя бы в один
из контактов множества 𝐾𝑖, а каждая переменная из ̂︀𝑋 входит хотя
бы в один из контактов множества 𝐾1 и хотя бы в один из контактов
множества 𝐾2.

Так как согласно Лемме 3 𝐾1 ∩ 𝐾2 = ∅, а множество переменных
одного контакта содержит не более чем 𝑟 переменных, то с учетом (3.3)–
(3.5) будет выполняться неравенство

𝐿+(Σ) >
|𝑋1|+ |𝑋2|

𝑟
=

2𝑎+ 𝑏1 + 𝑏2
𝑟

=
2𝑛− 𝜙(𝑏1, 𝑏2, 𝑑)

𝑟
, (3.6)

где
𝜙(𝑏1, 𝑏2, 𝑑) = 𝑏1 + 𝑏2 + 2𝑑.

Переходя к нижней оценке 𝐿−(Σ), заметим, что в соответствии с
определением паре переменных 𝑥𝑖 и 𝑥𝑗 , которые принадлежат множесту
𝑌1 ∪ 𝑌2 ∪ 𝑍, но не входят при этом в различные множества 𝑌1 и 𝑌2, со-
ответствует плохая базовая цепь 𝐶𝑖,𝑗 , проходящая через размыкающий
контакт, содержащий как переменную 𝑥𝑖, так и переменную 𝑥𝑗 .

Так как при этом один контакт содержит не более чем 𝑟(𝑟−1)
2 неупо-

рядоченных пар различных переменных, то выполняется неравенство

𝐿−(Σ) >
𝐶2
𝑏1+𝑏2+𝑑

− 𝑏1𝑏2
𝑟(𝑟−1)

2

,

которое равносильно неравенству

𝑟(𝑟− 1)𝐿−(Σ) > 2𝐶2
𝑏1+𝑏2+𝑑− 2𝑏1𝑏2 = 𝑏21+ 𝑏

2
2+𝑑

2+2𝑑(𝑏1+ 𝑏2)− 𝑏1− 𝑏2−𝑑

и, следовательно,

𝑟(𝑟 − 1)𝐿−(Σ) > 𝑏21 + 𝑏22 + 𝑑2 + 2𝑑(𝑏1 + 𝑏2)− 𝑏1 − 𝑏2 − 2𝑑 = 𝜓(𝑏1, 𝑏2, 𝑑).

С помощью метода неопределенных коэффициентов Лагранжа мож-
но доказать, что максимум функции 𝜙(𝑏1, 𝑏2, 𝑑) = 𝑏1 + 𝑏2 + 2𝑑 от дей-
ствительных неотрицательных переменных 𝑏1, 𝑏2, 𝑑 при условии
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𝜓(𝑏1, 𝑏2, 𝑑) 6 𝑟(𝑟 − 1)𝐿−(Σ) = 𝐴

достигается при 𝑏1 = 𝑏2 = 𝑏, 𝑑 = 0 и равен 2𝑏, где 2𝑏2 + 2𝑏 = 𝐴, и,
следовательно,

𝑏=
1

2
+

√︂
2𝐴+ 1

4
;𝜙(𝑏1, 𝑏2, 𝑑) 6 2𝑏=1+

√
2𝐴+ 1=1+

√︀
2(𝑟 − 1)𝑟𝐿−(Σ) + 1,

из чего, в соответствии с (3.6), вытекает (3.2).

Замечание 1. В случае 𝑟 = 1, когда, как уже говорилось, классы ̂︀𝑈𝑘𝑙1
и ̃︀𝑈𝑘𝑙1 совпадают с классом «обычных» КС, неравенство (3.2) имеет вид

𝐿+(Σ) > 2𝑛− 2. (3.7)

Замечание 2. Неравенства (3.2) и (3.7) будут справедливы и для 𝛼-
сферической схемы Σ, при замене сложностей 𝐿+(Σ) и 𝐿−(Σ) числами
𝐿+(Σ, 𝛼) и 𝐿−(Σ, 𝛼), которые определяются, как число 𝛼-замыкающих
и число 𝛼-размыкающих контактов в схеме Σ соответственно.

Лемма 5. Для сферической схемы Σ(𝑥1, ..., 𝑥𝑛), где Σ ∈ ̃︀𝑈𝐾𝑙𝑟 , в случае
𝑟 > 1 имеет место следующее неравенство:

𝐿+(Σ) >
2𝑛

𝑟
− 5

2

√︀
𝐿−(Σ). (3.8)

Доказательство. Рассмотрим случай, когда 𝐿−(Σ) = 0, т. е. когда сфе-
рическая схема Σ не содержит размыкающих контактов. Тогда все цепи
𝐶𝑖,𝑗 из её базового множества 𝐶 — хорошие базовые. Докажем, что в
этом случае верно неравенство (3.8), т. е.

𝐿+(Σ) >
2𝑛

𝑟
. (3.9)

Если каждая переменная из 𝑋(𝑛) содержится хотя бы в 2 контак-
тах сферической схемы Σ, то неравенство (3.9) верно. Заметим, что
в случае, когда все цепи базового множества 𝐶 хорошие, множества
переменных 𝑋1 и 𝑋2, т. е. объединения множеств переменных первых
и последних замыкающих контактов соответственно, из Леммы 4 со-
держат не менее 𝑛 − 1 переменных. Действительно, пусть переменные
𝑥𝑖 и 𝑥𝑗 , где 1 6 𝑖 < 𝑗 6 𝑛, не входят в 𝑋1. Тогда хорошая базовая
цепь 𝐶𝑖,𝑗 должна содержать первый замыкающий контакт, содержащий
либо переменную 𝑥𝑖, либо переменную 𝑥𝑗 , что противоречит тому, что
обе переменные отсутствуют во множестве 𝑋1. Аналогично две разные
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переменные не могут отсутствовать во множестве 𝑋2, значит, множе-
ства переменных 𝑋1 и 𝑋2 содержат не менее 𝑛 − 1 переменных. Так
как 𝐾1 ∩𝐾2 = ∅, то все переменные, кроме, может быть, двух, содер-
жатся как в первом замыкающем контакте какой-то хорошей базовой
цепи множества 𝐶, так и в последнем замыкающем контакте какой-то
хорошей базовой цепи 𝐶, т. е. хотя бы в 2 контактах схемы Σ. Тогда
верно следующее неравенство:

𝐿+(Σ) > 2
𝑛− 2

𝑟
+ 2 =

2𝑛− 2𝑟 − 4

𝑟

что при 𝑟 > 1 соответствует неравенству (3.9).
Теперь рассмотрим случай, когда 𝐿−(Σ) > 0, т. е. 𝐿−(Σ) > 1. Тогда

выполняется неравенство

𝐴 = 𝑟(𝑟 − 1)𝐿−(Σ) > 2,

из которого, как легко убедиться, следует неравенство

1 +
√
2𝐴+ 1 <

5

2

√
𝐴,

дающее, с учетом (3.2), неравенство (3.8).

Замечание 3. Неравенство (3.8) будет справедливо и для 𝛼-сфериче-
ской схемы Σ, аналогично замечанию 2.

Для доказательства нижней оценки сложности линейной функции
𝑙
(𝜎)
𝑛 в классе ̃︀𝑈𝐾𝑙𝑟 , следуя [3], используем среднюю проводимость КС.

Определение 3. Для натурального 𝑟 будем называть множество
наборов 𝛿 ⊆ 𝐵𝑛 𝑟-равномерным, если для каждого 𝑡 ∈ [1, 𝑟] и любых
различных натуральных чисел 𝑖1, 𝑖2, ..., 𝑖𝑡 отрезка [1, 𝑛] число тех на-
боров 𝛼 = (𝛼1, 𝛼2, . . . , 𝛼𝑛) из 𝛿, для которых 𝛼𝑖1 ⊕ 𝛼𝑖2 ⊕ ... ⊕ 𝛼𝑖𝑡 = 0,
равно |𝛿|

2 .

Заметим, что множества 𝐵𝑛
чет и 𝐵𝑛

неч, состоящие из всех четных и
нечетных наборов куба 𝐵𝑛 соответственно, являются равномерными
при 𝑛 > 2. Заметим также, что при 𝑛 > 2 любой контакт схемы
Σ(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛) из 𝑈𝑘𝑙𝑟 проводит ровно на половине наборов из 𝑟-равно-
мерного множества 𝛿, и следовательно, выполнются следующие очевид-
ные равенства:

1

|𝛿|
∑︁
𝛼∈𝛿

𝐿+(Σ, 𝛼) =
1

|𝛿|
∑︁
𝛼∈𝛿

𝐿−(Σ, 𝛼) =
1

2
𝐿(Σ), (3.10)

где величины 𝐿+(Σ, 𝛼) и 𝐿−(Σ, 𝛼) определяются аналогично тому, как
это было сделано в Замечании 2.
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Лемма 6. При 𝑛 > 𝑟 и любом 𝜎 ∈ 𝐵 для сложности линейной функ-
ции 𝑙

(𝜎)
𝑛 из 𝑃2(𝑛) в классе ̃︀𝑈𝐾𝑙𝑟 верна следующая оценка:

̃︀𝐿𝐾𝑙𝑟 (𝑙(𝜎)𝑛 ) > 4
𝑛

𝑟
− 10

√︂
𝑛

𝑟
.

Доказательство. Пусть схема Σ ∈ ̃︀𝑈𝐾𝑙𝑟 реализует линейную функцию
𝑙
(𝜎)
𝑛 со сложностью ̃︀𝐿𝐾𝑙𝑟 (𝑙

(𝜎)
𝑛 ), которая, в силу Следствия 2 и Леммы

1, не больше чем 4𝑛
𝑟 . Выберем в качестве множества наборов 𝛿 мно-

жество 𝐵𝑛
неч, если 𝜎 = 1, и 𝐵𝑛

чет, если 𝜎 = 0. При этом схема Σ бу-
дет 𝛼-сферической по отношению к любому набору 𝛼 из 𝛿. Заметим,
что в случае 𝑟 = 1, в силу Замечания 1 и Замечания 2, выполняется
неравенство

𝐿+(Σ, 𝛼) >
2𝑛

𝑟
− 2

и, согласно (3.10), верно неравенство

𝐿(Σ) >
4𝑛

𝑟
− 4.

Если же 𝑟 > 1, то, в силу Леммы 5 и Замечания 3, будет выполняться
неравенство

𝐿+(Σ, 𝛼) >
2𝑛

𝑟
− 5

2

√︂
4𝑛

𝑟
,

так как при этом 𝐿(Σ) 6 4𝑛
𝑟 в силу минимальности схемы Σ.

Следовательно, согласно (3.10), справедливо неравенство

𝐿(Σ) >
4𝑛

𝑟
− 10

√︂
𝑛

𝑟
.

Из доказанных Леммы 1 и Леммы 6 вытекает справедливость Тео-
ремы 2.

4. Заключение

В работе исследована сложность реализации линейной функции в
классах ̂︀𝑈𝐾𝑙𝑟 и ̃︀𝑈𝐾𝑙𝑟 обобщенных контактных схем. Получена точная
оценка сложности линейной функции 𝑙𝑛 в классе ̂︀𝑈𝐾𝑙𝑟 и ее асимпто-
тически точная оценка сложности в классе ̃︀𝑈𝐾𝑙𝑟 .
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