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Аннотация: Предлагается операторный подход для решения вычислительных
задач на нерегулярных сетках в виде триангуляций. В основе предлагаемого метода
лежит организация вычислительного процесса как последовательности операций
над многомерными тензорами, которые представляют все обрабатываемые данные,
включая описание структуры триангуляции, вершины триангуляции, стороны тре-
угольников и нормали к ним, а также значения сеточных функций в вершинах
триангуляции. Для демонстрации эффективности предлагаемого метода проведен
ряд численных экспериментов по вычислению градиента кусочно-линейной функции
на триангуляциях. Сравнение времени приводилось с прямым методом вычисления,
который подразумевает выполнение вычислений для каждого отдельного треуголь-
ника. В качестве нетривиального примера применения указанного подхода рассмат-
ривается численное решение задачи Плато на поиск полигональной поверхности
минимальной площади в R3 с фиксированным граничным контуром в виде простран-
ственной ломаной. Решение этой задачи ищется методом градиентного спуска. Рас-
четная схема представлена в виде тензорных операций, список которых приводится.
Программная реализация выполнена с использованием языка программирования
Python и его библиотеки NumPy, предназначенной для работы с многомерными мас-
сивами. Приведены примеры расчета приближенных решений задачи на минимум
площади, моделирующие известные минимальные поверхности: геликоид, катеноид
и поверхность Шерка.
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Abstract: This paper proposes an operator approach for solving computational problems
on irregular meshes in the form of triangulations. The proposed method is based on
organizing the computational process as a sequence of operations on multidimensional
tensors that represent all the processed data, including a description of the triangulation
structure, triangulation vertices, triangle sides and normals to them, and the values of
mesh functions at the triangulation vertices. To demonstrate the effectiveness of the
proposed method, the author conducted a series of numerical experiments on calculating
the gradient of a piecewise linear function on triangulations. A comparison of the time
was given with the direct calculation method, which involves performing calculations for
each individual triangle. As a nontrivial example of the application of this approach,
this paper considers the numerical solution of the Plateau problem of finding a polygonal
surface of minimum area in R3 with a fixed boundary contour in the form of a spatial
polygonal line. The solution to this problem is sought using the gradient descent method.
The computational scheme is presented in the form of tensor operations, a list of which is
given in the paper. The software implementation is implemented using the Python pro-
gramming language and its NumPy library, designed for working with multidimensional
arrays. Examples of calculating approximate solutions to the area minimum problem
are provided, modeling well-known minimal surfaces: the helicoid, the catenoid, and the
Scherk surface.
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1. Введение

В работах [7; 8] предложена операторная форма представления раз-
ностных схем для решения задач математической физики. Такое пред-
ставление дано в терминах разностных (дискретных) аналогов диф-
ференциальных операторов div, grad, rot. При этом для аппроксима-
ций этих операторов требовалось условие выполнения соответствующих
аналогов физических законов сохранения, которые в непрерывном слу-
чае записываются в интегральной форме. В указанных статьях реше-
ние поставленной задачи дано на регулярных косоугольных простран-
ственных сетках, узлы которых индексируются тремя натуральными
числами. В работе [5] также решалась задача об операторном представ-
лении расчетных схем на основе некоторого набора сеточных операто-
ров. Там же была отмечена важность такого рода представлений для
упрощения записи разностных схем средствами языков программирова-
ния, ускорения вычислений, а также в связи с развитием параллельных
вычислений на базе технологии CUDA для графических процессоров
NVIDIA. Отметим, что в этой статье, так же как и в вышеупомянутых,
рассматриваются сеточные функции на регулярных пространственных
сетках.

Основываясь на идеях указанных выше работ, мы в настоящей ста-
тье описываем аналогичный подход для организации вычислений на
триангуляциях как примере нерегулярных сеток. При этом структура
триангуляции, ее вершины, ребра и треугольные грани, а также значе-
ния сеточных функций представлены в виде многомерных тензоров, а
вычислительный процесс может быть записан в виде последовательно-
сти операций над этими тензорами. В рамках данной вычислительной
модели мы рассматриваем численное решение задачи Плато [3] в классе
полигональных поверхностей. Задача заключается в поиске поверхно-
сти минимальной площади с заданным граничным контуром в виде про-
странственной ломаной [12]. Ускорение вычислений достигается за счет
того, что приводимые ниже в статье тензорные операции эффективно
реализованы, например, в библиотеке NumPy. Автором проведен ряд
численных экспериментов по вычислению градиента кусочно-линейной
функции на триангуляциях для сравнения прямого метода вычисления
с методом на основе тензорных операций. Результаты замеров времени
показывают, что в среднем вычисления градиента методом тензорных
операций быстрее прямого метода в 55 раз.
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2. Тензорные операции

Здесь мы описываем набор тензорных операций, в терминах кото-
рых планируется выражать численные расчеты вычислительной схемы.
Рассмотрим кортеж из 𝑛 натуральных чисел 𝑘1, 𝑘2, ..., 𝑘𝑛, 𝑛 > 0 и опре-
делим векторное пространство тензоров 𝑉 (𝑘1, 𝑘2, ..., 𝑘𝑛) как элементов
𝑇 = {𝑇𝑖1𝑖2...𝑖𝑛}, содержащих наборы чисел 𝑇𝑖1𝑖2...𝑖𝑛 1 ≤ 𝑖𝑗 ≤ 𝑘𝑗 , 𝑗 =
1, 2, ..., 𝑛. В этом пространстве естественным образом определены опе-
рации покомпонентного сложения и умножения на число.

Определим следующие операции над тензорами:
− Линейные операции — покомпонентные сложение тензоров и умно-

жение их на число (в том числе комплексное).
− Операция свертки *, включающая скалярное произведение векто-

ров и умножение матриц. Рассмотрим пример. Пусть 𝐴 ∈ 𝑉 (𝑘1, 𝑘2,
..., 𝑘𝑛) и 𝐵 ∈ 𝑉 (𝑙1, 𝑙2, ..., 𝑙𝑚), 𝑘𝑛 = 𝑙𝑚−1 — два тензора (две много-
мерные матрицы), тогда

(𝐴 *𝐵)𝑖1𝑖2...𝑖𝑛−1𝑗1𝑗2...𝑗𝑚−2𝑗𝑚 =
∑︁
𝑘

𝐴𝑖1𝑖2...𝑖𝑛−1𝑘𝐵𝑗1𝑗2...𝑗𝑚−2𝑘𝑗𝑚 , (2.1)

где индекс 𝑘 у матрицы берется по последней размерности, а у
𝐵 — по предпоследней. В результате получаем тензор 𝐴 * 𝐵 ∈
𝑉 (𝑘1, ..., 𝑘𝑛−1, 𝑙1, ..., 𝑙𝑚−2, 𝑙𝑚). Данная операция часто используется
в алгоритмах обучения нейронных сетей, алгоритмах компьютер-
ного зрения и др. При этом индекс 𝑘 у обоих тензоров должен
изменяться в одном диапазоне.

− Суммирование элементов вдоль заданной размерности

sum𝑗(𝐴) =

𝑘𝑗∑︁
𝑖=1

𝐴𝑖1𝑖2...𝑖...𝑗𝑛 . (2.2)

− Поэлементные арифметические операции: +, ·, /,− тензоров одина-
ковой размерности.

− Пусть 𝐴 ∈ 𝑉𝑘1,𝑘2,...,𝑘𝑛 , 𝑗∈{1, 2, ..., 𝑛} и 𝜎𝑗 : {1, 2, ..., 𝑘𝑗}→{1, 2, ..., 𝑘𝑗}
— некоторая перестановка. Определим операцию перестановки тен-
зора

𝜎𝑗(𝐴)𝑖1...𝑖𝑗 ...𝑖𝑛 = 𝐴𝑖1...𝜎𝑗(𝑖𝑗)...𝑖𝑛 . (2.3)

Отдельно рассмотрим операции индексирования. Пусть даны тензор
𝐴 ∈ 𝑉 (𝑘1, 𝑘2, ..., 𝑘𝑛) и 𝐼 = (𝑖1, 𝑖2, ..., 𝑖𝑁 ) — произвольный набор номеров
1 ≤ 𝑖𝑗 ≤ 𝑘1. Тогда сформируем новый тензор

𝐵 = 𝐴[𝐼], 𝐵 ∈ 𝑉 (𝑁, 𝑘2, ..., 𝑘𝑛),

полагая
𝐵𝑗1𝑗2...𝑗𝑛 = 𝐴𝐼[𝑗1]𝑗2...𝑗𝑛 , 𝑗1 = 𝑖1, 𝑖2, ..., 𝑖𝑁 . (2.4)
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Другими словами, выбираются компоненты тензора 𝐴, первый индекс
у которых берется равным значению из вектора 𝐼. Обобщенным ва-
риантом данной операции индексации является следующая. Рассмот-
рим произвольный целочисленный тензор 𝐼 ∈ 𝑉 (𝑙1, ...𝑙𝑚), причем 1 ≤
𝐼𝑗1𝑗2...𝑗𝑚 ≤ 𝑘1. Определим тензор 𝐵 = 𝐴[𝐼], 𝐵 ∈ 𝑉 (𝑙1, ..., 𝑙𝑚, 𝑘2, ...𝑘𝑛),
компоненты которого вычисляются по формуле

𝐵𝑗1𝑗2...𝑗𝑚,𝑖2,...,𝑖𝑛 = 𝐴𝐼𝑗1𝑗2...𝑗𝑚 𝑖2...𝑖𝑛 . (2.5)

Пусть тензор 𝐴 ∈ 𝑉 (𝑘1, 𝑘2, ..., 𝑘𝑛). Предположим, что некоторый но-
мер 𝑘𝑗 = 1. Тогда тензор 𝐴 включается в пространства

𝑉 (𝑘1, ..., 𝑘𝑗−1, 𝑘, 𝑘𝑗+1, ..., 𝑘𝑛)

для всякого натурального 𝑘 ≥ 1 с помощью операции наращивания, в
результате которой получается тензор 𝐴′ ∈ 𝑉 (𝑘1, ..., 𝑘𝑗−1, 𝑘, 𝑘𝑗+1, ..., 𝑘𝑛),
компоненты которого вычисляются по формуле

𝐴′
𝑖1𝑖2...𝑖𝑗−1𝑖𝑗𝑖𝑗+1...𝑖𝑛 = 𝐴𝑖1𝑖2...𝑖𝑗−11𝑖𝑗+1...𝑖𝑛 .

Такую операцию наращивания можно применить одновременно к нес-
кольким индексам, у которых диапазон ограничен одним значением 1.
Далее, если 𝐴 ∈ 𝑉 (𝑘1, 𝑘2, ..., 𝑘𝑛), то этот тензор включается в простран-
ство 𝑉 (𝑘1, ..., 𝑘𝑛, 1) с помощью аналогичной операции наращивания

𝐴′
𝑖1𝑖2...𝑖𝑛1 = 𝐴𝑖1𝑖2...𝑖𝑛 .

Тензорную бинарную операцию для двух тензоров 𝐴 ∈ 𝑉𝑘1,𝑘2,...,𝑘𝑛
и 𝐵 ∈ 𝑉 (𝑙1, 𝑙2, ..., 𝑙𝑚), 𝑚 ≤ 𝑛 назовем допустимой, если для всякого
𝑗 = 1, ...,𝑚 выполнено одно из трех равенств

𝑙𝑗 = 𝑘𝑗 , 𝑘𝑗 = 1, 𝑙𝑗 = 1,

а для 𝑗 = 𝑚+1, ..., 𝑛 выполнено 𝑘𝑗 = 1. Обозначим произвольно выбран-
ную бинарную тензорную операцию через }. При выполнении условия
допустимости этой операции полагаем

(𝐴}𝐵)𝑠1𝑠2...𝑠𝑛 = 𝐴′
𝑠1𝑠2...𝑠𝑛 }𝐵

′
𝑠1𝑠2...𝑠𝑛 .

Рассмотрим пример. Пусть матрица 𝑃 в каждой строке содержит коор-
динаты точек в пространстве R3 и пусть имеется некоторый вектор 𝑞 ∈
R3. Тогда операция 𝑃+𝑞 допустима и, согласно вышеприведенным фор-
мулам, вычисляет матрицу, строки которой являются суммами строк
матрицы 𝑃 и вектора 𝑞. Другими словами, эта операция производит
построчное суммирование матрицы 𝑃 с вектором 𝑞.

Наконец, рассмотрим следующие операторы проекции. Выберем не-
который номер 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛 и два натуральных числа 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑙 ≤ 𝑘𝑗 .
Рассмотрим оператор

𝑆𝑗𝑘,𝑙 : 𝑉 (𝑘1, ..., 𝑘𝑗 , ..., 𝑘𝑛) → 𝑉 (𝑘1, ..., 𝑙 − 𝑘 + 1, ..., 𝑘𝑛)
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Такой, что
(𝑆𝑗𝑘,𝑙(𝑇 ))𝑖1...𝑖𝑗 ...𝑖𝑛 = 𝑇𝑖1...𝑘+𝑖𝑗−1...𝑖𝑛 . (2.6)

Так что 𝑆𝑗1,𝑘𝑗 — тождественный оператор 𝑆𝑗1,𝑘𝑗 (𝑇 ) = 𝑇 . Заметим, что
вышеприведенные операции реализованы в пакете NumPy языка про-
граммирования Python. Мы используем этот пакет для демонстрации
результатов расчетов на основе тензорных операций.

3. Формулировка задачи на минимум функционала типа
площади

Равновесные поверхности как поверхности раздела двух сред, на-
ходящихся в механическом равновесии, играют важную роль в науке
и технике [9]. Одним из классов такого рода поверхностей является
класс капиллярных поверхностей. Математическая теория капилляр-
ных поверхностей подробно рассмотрена в [10]. Частным случаем ка-
пиллярных поверхностей является класс поверхностей, минимизирую-
щих функционал площади, — класс минимальных поверхностей. Для
моделирования таких поверхностей произвольной топологии мы обра-
тимся к общему случаю функционалов типа площади. Пусть Φ : R3 → R
— положительная однородная степени 1, выпуклая функция такая, что
Φ(𝜉) = Φ(−𝜉). Для гладкой поверхности ℳ ⊂ R3 рассмотрим величину

𝐹 (ℳ) =

∫︁
ℳ

Φ(𝜉)𝑑𝑆,

где 𝜉 — вектор единичной нормали к поверхности ℳ.
Будем говорить, что поверхность ℳ′ является кусочно-линейной ап-

проксимацией поверхности ℳ, если ℳ′ является полигональной по-
верхностью с треугольными гранями и ее вершины лежат на поверхно-
сти ℳ. Если ℳ′ — кусочно-линейная аппроксимация поверхности ℳ,
то приближенное значение введенного функционала будет вычисляться
согласно формуле

𝐹 (ℳ′) =

𝑀∑︁
𝑖=1

Φ(𝜉𝑖)|Δ𝑖|,

где ℳ′ представляет собой объединение треугольников Δ𝑖, 𝜉𝑖 — нор-
маль к плоскости этих треугольников, а |Δ𝑖| — площадь треугольни-
ков. Поверхность ℳ′ можно рассматривать как точку в пространстве
R3𝑁 размерности 3𝑁 , где 𝑁 — число вершин на ℳ′. Если задать в
каждой точке-вершине поверхности вектор ℎ, то этим векторам будет
соответствовать вектор в R3𝑁 . Тогда оказывается, если функционал 𝐹
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Серия «Математика». 2026. Т. 57. С. 3–18
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Рис. 1. Вычисление 𝜕𝐹
𝜕ℎ

(𝑝𝑖)

рассмотреть как числовую функцию 𝐹 : R3𝑁 → R, что имеет место
формула

𝜕𝐹

𝜕ℎ
(𝑝𝑖) =

1

2
⟨
𝑘∑︁
𝑗=1

(︂
∇Φ(𝜉𝑗)|𝜉𝑗 |+

𝜉𝑗
|𝜉𝑗 |

Φ(𝜉𝑗)

)︂
× 𝑙𝑗 , ℎ⟩, (3.1)

где сумма идет по всем треугольникам, имеющим вершиной точку 𝑝𝑖 ∈
ℳ′, 𝜉𝑗 обозначает нормаль к соответствующему треугольнику и 𝑙𝑗 —
вектор, соединяющий вершины треугольника, не совпадающие с 𝑝𝑖 та-
ким образом, что эта вершина остается слева (рис. 1). Рассмотрим слу-
чай Φ(𝜉) = |𝜉|. Тогда, как нетрудно посчитать, получим

𝜕𝐹

𝜕ℎ
(𝑝𝑖) = ⟨

𝑘∑︁
𝑗=1

𝜉𝑗 × 𝑙𝑗 , ℎ⟩. (3.2)

Если предположить, что поверхность ℳ′ минимизирует функционал
𝐹 (ℳ′), то

𝜕𝐹

𝜕ℎ
(𝑝𝑖) = ⟨

𝑘∑︁
𝑗=1

𝜉𝑗 × 𝑙𝑗 , ℎ⟩ = 0

для любой вершины 𝑝𝑖 ∈ ℳ′.
Для минимизации функционалов рассматриваемого вида применим

метод градиентного спуска. Рассмотрим некоторую кусочно-линейную
поверхность ℳ0. Метод градиентного спуска предполагает на каждом
шаге итерации получения очередной поверхности ℳ𝑘 согласно формуле

ℳ𝑘 = ℳ𝑘−1 − 𝜀𝑘∇𝐹,

где равенство рассматривается как векторное соотношение в простран-
стве R3𝑁 , а числа 𝜀𝑘 будем определять экспериментально. При этом
граничные точки остаются неподвижными. Это можно обеспечить, если
мы положим ∇𝐹 (𝑞) = 0 в каждой вершине полигональной поверхности
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ℳ′, являющейся граничной. Для вычисления градиента ∇𝐹 восполь-
зуемся матричными операциями, приведенными в предыдущем разделе
статьи.

4. Вычисление нормалей полигональной поверхности

Для организации вычисления градиента функционала площади в
соответствии с формулой (3.2) обратимся к задаче вычисления нор-
малей для полигональной поверхности. Пусть поверхность ℳ задана
треугольной сеткой, т. е. она представляет собой пространственную
многогранную поверхность с треугольными гранями. Пусть 𝑁 — чис-
ло ее вершин, а 𝑀 — число треугольников. Тогда ℳ задается парой
матриц 𝑃 и 𝑇 . В строках первой матрицы размещаются координаты
вершин так, что 𝑃 ∈ 𝑉 (𝑁, 3), а в строках матрицы 𝑇 расположены ин-
дексы вершин соответствующего треугольника. Поэтому 𝑇 ∈ 𝑉 (𝑀, 3).
Как было показано выше, вычисление градиента предполагает вычис-
ление вектора нормали к каждой грани поверхности. Представим это
вычисление в матричном виде. Именно, рассмотрим 3-мерный тензор
𝐽𝑖𝑗𝑘 такой, что

𝐽1𝑗𝑘 =

⎛⎝ 0 0 0
0 0 −1
0 1 0

⎞⎠ , 𝐽2𝑗𝑘 =

⎛⎝ 0 0 1
0 0 0
−1 0 0

⎞⎠ , 𝐽3𝑗𝑘 =

⎛⎝ 0 −1 0
1 0 0
0 0 0

⎞⎠ .

Несложно убедиться, что для всякой пары векторов 𝑎, 𝑏 ∈ R3, согласно
(2.1), выполнено 𝑎×𝑏 = (𝐽*𝑎)·𝑏. Если поверхность задана парой матриц
ℳ = (𝑃, 𝑇 ), как описано выше, то матрица 𝑉 с координатами нормалей
граней вычисляется следующим образом:

Шаг 1. Первое действие состоит в том, чтобы получить тензор
𝑄, содержащий для каждой грани поверхности координаты всех ее
трех вершин. Согласно правилам индексации (2.5), имеем 𝑄 = 𝑃 [𝑇 ].
Применяя операторы проекции (2.6), вычислим тензор, содержащий
пару векторов каждой грани 𝑅 = 𝑆2

2,3(𝑄) − 𝑆2
1,1(𝑄). Еще раз приме-

няя операторы проекции, выделим эти векторы в отдельные тензоры
𝐴 = 𝑆2

2,2(𝑅), 𝐵 = 𝑆2
1,1(𝑅).

Шаг 2. Далее, в соответствии с формулой (2.2), вычислим для каж-
дой грани векторное произведение этих векторов в два действия: 𝑈 =
sum3(𝐴 · 𝐽), 𝑉 = sum2(𝐵 · 𝑈). Для последующих вычислений введем
операцию

cross(𝐴,𝐵) = sum2(𝐵 · sum3(𝐴 · 𝐽))
для двух матриц 𝐴,𝐵 ∈ 𝑉 (𝑁, 3). Можно проверить выполнение ра-
венства sum3(𝑉 · 𝑅) = 0. Здесь справа стоит 0 как тензор простран-
ства 𝑉 (𝑀, 2). Это равенство означает ортогональность векторов из 𝑉
векторам из 𝑅.

Известия Иркутского государственного университета.
Серия «Математика». 2026. Т. 57. С. 3–18
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Рис. 2. Иллюстрация к описанию строки матрицы 𝐻

Шаг 3. Теперь нормируем векторы из тензора 𝑉 , применяя (2.2):

𝐿 =
√︀

sum2(𝑉 · 𝑉 ), 𝑉 = 𝑉/𝐿.

5. Матрицы, описывающие структуру триангуляции

Для векторного представления схемы вычисления градиента функ-
ционала площади нам понадобятся вспомогательные матрицы. Прону-
меруем все стороны всех треугольников граней поверхности. Первая
матрица — матрица инцидентности реберного графа несущей сетки
триангуляции поверхности

𝐼𝑖𝑗 =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
1, если вершина с номером i и j-я сторона

инцидентны, т. е. i-я вершина
является концом отрезка j-й стороны

0 в противном случае.

Следующая матрица будет содержать описание соседних связей тре-
угольников и ребер. Обозначим эту матрицу через 𝐻. Каждая ее строка
содержит 10 неотрицательных целых чисел 𝑘1, 𝑘2, 𝑛1, 𝑛2, 𝑏1, 𝑏2, 𝑏3 , 𝑐1, 𝑐2,
𝑐3 и соответствует одному ребру какой-либо треугольной грани (рис.
2). Первые два ее элемента 𝑘1, 𝑘2 равны номерам вершин, являющихся
концами соответствующего ребра. Следующие два числа 𝑛1, 𝑛2 рав-
ны номерам треугольников, лежащих по разные стороны от прямой
отрезка этого ребра.

Следующие две группы троек из нулей и единиц 𝑏𝑖, 𝑐𝑖 ∈ {0, 1} ука-
зывают, напротив какой вершины лежит общая сторона этих двух тре-
угольников. Например, если (𝑏1, 𝑏2, 𝑏3) = (0, 1, 0), то это значит, что
ребро 𝑘1, 𝑘2 в треугольнике с номером 𝑛1 лежит напротив вершины с
номером 2 этого треугольника, а если (𝑐1, 𝑐2, 𝑐3) = (0, 0, 1), то это значит,
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что ребро 𝑘1, 𝑘2 в треугольнике с номером 𝑛2 лежит напротив верши-
ны с номером 3 этого треугольника. Для граничных ребер все числа
равны 0 — для отсутствующего треугольника. Указанные две матрицы
вычисляются один раз и не требуют обновлений на каждой итерации
градиентного спуска для минимизации функционала площади.

6. Вычисление градиента функционала площади

Мы опишем схему вычисления градиента по формуле (3.2). Общий
случай (3.1) немногим отличается от рассматриваемого. Итак, предпо-
ложим, что вычислен тензор 𝑈𝑗𝑠𝑘, элементы которого равны 𝑘-й коорди-
нате вектора, лежащего в 𝑗-й грани и ортогональной стороне, лежащей
напротив 𝑠-й вершины грани (рис. 3). Тогда можно вычислить матри-
цу 𝑊𝑖𝑘 ∈ 𝑉 (𝐾, 3), где 𝐾 — число ребер полигональной поверхности.
Значение 𝑊𝑖𝑘 равно 𝑘-й координате суммы двух векторов из 𝑈 , орто-
гональных общей стороне. Тогда матрица 𝐺 градиента площади легко
вычисляется по формуле

𝐺 = 𝐼 · 𝑈. (6.1)

Теперь представим весь процесс вычисления по шагам.
Шаг 1. Рассмотрим перестановку 𝜎2 : {1, 2, 3} ↦→ {2, 3, 1}. Пусть

𝑇 1 = 𝜎2(𝑇 ), 𝑇 2 = 𝜎2(𝑇
1). Тогда тензор 𝑅 = 𝑃 [𝑇 2] − 𝑃 [𝑇 1] принадле-

жит 𝑉 (𝑀, 3, 3) и содержит координаты векторов, направленных вдоль
сторон каждой грани так, что 𝑅𝑗𝑠𝑘 есть 𝑘-я координата вектора, со-
единяющего вершины 𝑗-й грани, номера которых не равны номеру 𝑠
(рис. 3). Теперь тензор 𝑈 ∈ 𝑉 (𝑀, 3, 3) может быть вычислен по фор-
муле 𝑈 = cross(𝑅, 𝑉 ), где тензор 𝑉 содержит нормали к каждой грани
полигональной поверхности.

Рис. 3. Иллюстрация к вычислению тензора 𝑈

Таким образом мы вычисляем матрицу, состоящую из векторов, ор-
тогональных сторонам треугольных граней.

Известия Иркутского государственного университета.
Серия «Математика». 2026. Т. 57. С. 3–18
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Рис. 4. Иллюстрация к вычислению тензора 𝑋

Шаг 2. После этого, используя матрицы 𝐻, 𝐼, описывающие струк-
туру триангуляции поверхности, вычисляем векторы, ортогональные
сторонам смежных граней, т. е. граней, имеющих общее ребро. Для
этого используем оператор проекции (2.6) и правило индексирования
(2.5):

𝑍 = 𝑆2
3,4(𝐻), 𝑍1 = 𝑆2

5,7(𝐻), 𝑍2 = 𝑆2
8,10(𝐻), 𝑋 = 𝑈 [𝑍].

Теперь тензор 𝑋 содержит для каждой пары смежных граней наборы
векторов, ортогональных сторонам, длины которых равны длинам соот-
ветствующих сторон, направленных внутрь треугольной грани. Исполь-
зуя проекцию тензора 𝐻, мы вычислим два новых тензора 𝑋𝐻1, 𝑋𝐻2,
компоненты которых будут совпадать с векторами, ортогональными
общей стороне каждой пары двух смежных граней (см. рис. 4).

𝑋1 = 𝑆2
1,1(𝑋), 𝑋2 = 𝑆2

2,2(𝑋),

𝑋𝐻1 = sum2(𝑋
1 · 𝑍1), 𝑋𝐻2 = sum2(𝑋

2 · 𝑍2).

Шаг 3. Теперь требуемый тензор получается вычислением 𝑊 =
−(𝑋𝐻1 + 𝑋𝐻2). Это равенство является следствием простого утвер-
ждения о том, что сумма внутренних нормалей треугольника, умно-
женных на длину соответствующей стороны, равна нулю. Теперь тензор
𝐺, содержащий градиент функции площади, может быть вычислен по
формуле (6.1).

Введем в рассмотрение целочисленный вектор boundary. Его компо-
ненты равны номерам тех вершин полигональной поверхности из мат-
рицы 𝑃 , которые мы задаем как граничные. Поскольку решение задачи
Плато предполагает, что граница фиксирована, то в процессе алгоритма
градиентного спуска это можно обеспечить задав в каждой граничной
точке значение градиента площади равным нулю. Используя правила
индексации (2.4), мы можем занулить градиент в каждой граничной
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точке операцией 𝐺[boundary] = 0. Отметим, что для заданной полиго-
нальной поверхности ее граничные вершины могут быть вычислены с
помощью одного из алгоритмов, которые описаны в работе [2].

7. Тестирование

Минимальные поверхности являются экстремалями функционала
площади. Поэтому в качестве первого этапа тестирования осуществ-
лялась проверка градиента в точках минимума — на минимальных
поверхностях. Для оценки погрешности мы использовали следующую
норму градиента:

||𝐺||1 =
𝑁∑︁
𝑖=1

3∑︁
𝑘=1

|𝐺𝑖𝑘|.

Тестирование проводилось на следующих поверхностях:
1. Плоскость 𝑧 = 𝑎𝑥+ 𝑏𝑦.
2. Геликоид 𝑧 = arctg 𝑦𝑥 .
3. Поверхность Шерка 𝑧 = ln cos𝑥− ln cos 𝑦.
4. Поверхность вращения, катеноид 𝑥2 + 𝑦2 = cosh 𝑧.
5. Поверхность вращения, параболоид 𝑧 = 𝑥2 + 𝑦2 — для сравнения

с расчетными данными для минимальных поверхностей, являющихся
экстремальными точками функционала площади. Результаты расчетов
приведены в табл. 1. Вычисления проводились на триангуляции точек
равномерной сетки 100× 100 узлов в квадратной области.

Таблица 1. Проверка градиента на минимальных поверхностях

Поверхность Норма градиента ||𝐺||1
Плоскость 5, 983341426485378 · 10−12

Геликоид 2, 198778895927487 · 10−6

Поверхность Шерка 1, 011004799589836 · 10−3

Катеноид 9, 899704132934952 · 10−3

Параболоид 33,8248996514877

Малые значения нормы градиента соответствуют экстремалям функ-
ционала площади.

На следующем этапе тестирования проведены эксперименты по мо-
делированию различных минимальных поверхностей. Рассмотрены сле-
дующие варианты:

Поверхность катеноида — минимальная поверхность вращения, за-
даваемая радиус-вектором

Известия Иркутского государственного университета.
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𝑅(𝑢, 𝑣) =
(︁
𝑎 cosh

𝑢

𝑎
cos 𝑣, 𝑎 cosh

𝑢

𝑎
sin 𝑣, 𝑣

)︁
, 0 < 𝑣 ≤ 2𝜋,−ℎ < 𝑢 < ℎ.

Минимальная поверхность Шерка, которую можно задать парамет-
рически
следующим образом:

𝑅(𝑢, 𝑣) =
(︁
𝑢, 𝑣, log

cos𝑢

cos 𝑣

)︁
, −𝑎 ≤ 𝑢, 𝑣 ≤ 𝑎, 𝑎 < 𝜋/2.

Наконец, рассмотрено моделирование поверхности геликоида

𝑅(𝑢, 𝑣) = (𝑢 cos 𝑣, 𝑢 sin 𝑣, 𝑣) , 1 ≤ 𝑢 ≤ 2, 0 ≤ 𝑣 ≤ 𝜋/2.

В качестве погрешности приближения рассмотрена абсолютная ве-
личина 𝛿𝑆 разности площадей расчетной поверхности и моделируемой
поверхности. В табл. 2 приведены результаты численного эксперимента.

Таблица 2. Результаты эксперимента

Поверхность Величина 𝛿𝑆

Катеноид 5, 71 · 10−4

Поверхность Шерка 2, 27 · 10−3

Геликоид 8, 61 · 10−6

Площади моделируемых полигональных поверхностей можно вычис-
лить используя также тензорные операции (2.5), (2.6). Ниже приведены
соответствующие формулы:

𝑄 = 𝑃 [𝑇 ], 𝑅 = 𝑆2
2,3(𝑄)− 𝑆2

1,1(𝑄), 𝑍 = cross(𝑆2
1,1(𝑅), 𝑆

2
2,2(𝑅)),

𝑆 = 0, 5 · sum1

(︁√︀
sum2(𝑍 · 𝑍)

)︁
.

Приведем табл. 3 для сравнения с алгоритмом численного решения
задачи Плато, построенного ранее в работе [2]. Показано время вычис-
ления приближенной поверхности катеноида. В первом столбце указано
время в секундах для алгоритма A, взятого из [2], а во втором столб-
це указано время алгоритма B, описанного в настоящей статье. Число
итераций градиентного спуска в экспериментах было равно 1000.
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Таблица 3. Время вычисления приближенной поверхности катеноида

Алгоритм А Алгоритм B Число вершин поверхности
18, 19 0, 23 121
90, 47 0, 53 441
339, 70 2, 06 1681

8. Заключение

Проведенные эксперименты показывают высокую эффективность
использования тензорного представления расчетных схем. Сложность
может заключаться в поиске такого рода представления. Алгоритмы
вычисления полигональной поверхности, представленные выше, реали-
зованы с использованием пакета NumPy для языка программирования
Python. Исходный текст программ размещен в свободном доступе в
репозитории автора статьи на ресурсе GitHub по адресу

https://github.com/KlyachinVA/TensorOperations/tree/master.
В дальнейшем предполагается применить приведенный подход для

численного решения краевых задач нелинейной теории упругости. Обо-
снование существования точного решения таких задач дано в рабо-
тах Дж. Болла [11], С. К. Водопьянова и А. О. Молчановой [1], а в
работах В. В. Кузьмина и автора [4; 6] дано обоснование существова-
ния приближенного решения соответствующих вариационных задач и
представлены алгоритмы их поиска.
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