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Аннотация: Исследуется число вещественных корней общих систем трансцендент-
ных уравнений с вещественными коэффициентами Тейлора в некоторой области 𝐷
многомерного вещественного пространства. Для заданной целой функции 𝜙 вводит-
ся понятие результанта 𝑅𝜙, построенного по степенным суммам корней системы в
отрицательной степени и коэффициентам Тейлора функции 𝜙. Для таких степенных
сумм получены формулы их вычисления с помощью вычетных интегралов. Пока-
зано, что если результант 𝑅𝜙 имеет простые корни, то число вещественных корней
системы в 𝐷 совпадает с числом вещественных корней результанта 𝑅𝜙 в некотором
интервале.
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Abstract: The paper is devoted to the study of the number of real roots of general
systems of transcendental equations with real Taylor coefficients in some domain 𝐷 of
multidimensional real space. For a given entire function 𝜙 we introduce the notion of a
resultant 𝑅𝜙 constructed by the power sums of the roots of the system in the negative
degree and the Taylor coefficients of the function 𝜙. For such power sums we obtain
formulas for their computation by means of residue integrals. It is shown that if the
resultant 𝑅𝜙 has simple roots, then the number of real roots of the system in 𝐷 coincides
with the number of real roots of the resultant 𝑅𝜙 in some interval.
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1. Введение

В предыдущей работе авторов [13] была рассмотрена задача о на-
хождении числа вещественных корней простейших систем трансцен-
дентных уравнений в заданной области 𝐷 многомерного вещественно-
го пространства. Предполагая, что число корней системы дискретно,
для заданной целой функции 𝜙 и системы уравнений вводилось по-
нятие результанта 𝑅𝜙, используя степенные суммы корней системы в
отрицательной степени, найденных с помощью вычетных интегралов и
коэффициентов Тейлора функции 𝜙. Если результант не имеет крат-
ных нулей, то было показано, что число вещественных корней системы
в 𝐷 равно числу вещественных нулей этого результанта в некотором
интервале. В данной работе мы продолжаем это исследование, рас-
сматривая общие системы трансцендентных уравнений. Это предполо-
жение усложняет исследование, поскольку рассматриваемые вычетные
интегралы гораздо сложнее таких интегралов в предыдущей работе
авторов.

Нахождение числа вещественных корней многочленов с веществен-
ными коэффициентами является классической задачей алгебры. Ей по-
священы метод Эрмита квадратичных форм [4, гл. 16, §9], [5, Допол-
нение I], теорема Штурма, правило знаков Декарта, теорема Бюдана
– Фурье (см., например, учебник [7, гл. 9]). Дальнейшее развитие этих
методов для многочленов можно найти в обзоре Крейна и Наймарка [20]
и монографии Джури [19]. Для целых функций вопрос о локализации
вещественных положительных корней рассматривался в классических
работах Н. Г.Чеботарёва [15, с. 3–18, 29–56].
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Для систем уравнений число вещественных корней исследовалось в
статьях [1; 9] без конкретных вычислений.

В монографии [18] рассмотрены алгебраические системы уравнений
различного вида.

Системы трансцендентных уравнений возникают, например, при изу-
чении уравнений химической кинетики [3]. Одна из возникающих там
задач — это задача о числе вещественных положительных корней си-
стемы уравнений в многограннике реакции.

2. Предварительные сведения

Рассмотрим систему трансцендентных уравнений вида⎧⎨⎩ 𝑓1(𝑧) = 0,
. . .
𝑓𝑛(𝑧) = 0,

(2.1)

где 𝑓1(𝑧), . . . , 𝑓𝑛(𝑧) являются целыми функциями от комплексных пе-
ременных 𝑧 = (𝑧1, . . . , 𝑧𝑛) в C𝑛.

Для алгебраических систем уравнений существуют процедуры (на-
пример, метод базисов Гребнера – Ширшова), позволяющие определять
дискретность множества корней. Для трансцендентных систем уравне-
ний этот вопрос открытый. Здесь можно только привести утверждение
из [16, §18, следствие].

Следствие 1. Пусть 𝐴 — аналитическое множество в поликруге
𝑈 , такое, что 𝐴 входит в 𝑈 ∪ Γ (Γ — остов поликруга), и 𝐴 не
пересекается с осями координат, тогда 𝐴 не более чем счетно.

В дальнейшем будем считать, что множество корней системы дис-
кретно, тогда оно не более чем счетно.

Обозначим через ℰ множество корней с ненулевыми координатами
𝑤(𝜈) =

(︀
𝑤1(𝜈), . . . , 𝑤𝑛(𝜈)

)︀
, 𝜈 = 1, 2, . . ., занумерованных в порядке воз-

растания модулей:
⃒⃒
𝑤(1)

⃒⃒
6
⃒⃒
𝑤(2)

⃒⃒
6 . . . 6

⃒⃒
𝑤(𝜈)

⃒⃒
6 . . . .

Рассмотрим степенные суммы корней 𝑆𝛼 из ℰ , где 𝛼 = (𝛼1, . . . , 𝛼𝑛)
— неотрицательный мультииндекс (все компоненты неотрицательные и
целые числа) и ‖𝛼‖ = 𝛼1 + . . .+ 𝛼𝑛 > 0, вида

𝑆𝛼 =
∞∑︁
𝜈=1

1

𝑤𝛼1

1(𝜈) · 𝑤
𝛼2

2(𝜈) · · ·𝑤
𝛼𝑛

𝑛(𝜈)

.

Будем считать, что ряды 𝑆𝛼 абсолютно сходятся для любых мульти-
индексов 𝛼, ‖𝛼‖ > 0.

Понятие степенных сумм для различных типов трансцендентных си-
стем уравнений было рассмотрено в работах [11–13]. Результаты этих
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статей были основаны на представлении степенных сумм через так на-
зываемые вычетные интегралы [24].

В статье [12] доказано утверждение.

Лемма 1. Ряды 𝑆𝛼 абсолютно сходятся для любых мультииндексов

𝛼, ‖𝛼‖ > 0, тогда и только тогда, когда ряды
∞∑︀
𝜈=1

1
𝑤1(𝜈)

, . . . ,
∞∑︀
𝜈=1

1
𝑤𝑛(𝜈)

абсолютно сходятся.

Эта лемма позволяет определить понятие результанта системы (2.1)
(см. [13]), а именно введем целую функцию нулевого рода ( [14], глава 7):

𝑅 (𝑧1) = 𝑧𝑠1 ·
∞∏︁
𝜂=1

(︂
1− 𝑧1

𝑤1(𝜂)

)︂
, (2.2)

где 𝑠 — кратность нуля системы (2.1) в точке ноль, 𝑠 > 0.
В формуле (2.2) бесконечное призведение абсолютно и равномерно

сходится на комплексной плоскости C, если выполнена лемма 1.
Функцию 𝑅(𝑧1) будем называть результантом системы (2.1) по пе-

ременной 𝑧1. Понятие результанта для систем трансцендентных урав-
нений не является общепринятым. Для случая двух уравнений похожее
определение было введено Н. Г. Чеботарёвым [15, с. 18–27]. В последние
годы оно рассматривалось с различных точек зрения в работах [21;22].

Пусть все коэффициенты разложения Тейлора в точке 0 функций
системы (2.1) — вещественные.

Теорема 1 ( [12]). Если система (2.1) с вещественными коэффици-
ентами такова, что все нули 𝑅(𝑧1) простые, кроме точки 𝑧1 = 0,
то число вещественных корней системы (2.1) в ℰ совпадает с числом
вещественных корней функции 𝑅(𝑧1).

В статье [13] была рассмотрена более общая ситуация. Пусть 𝜙(𝑧) —
целая функция с вещественными коэффициентами разложения Тейлора
в точке 𝑧 = 0. Если 𝑧 ∈ C𝑛 и Im z = 0, то 𝑧 = 𝑥 = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ∈ R𝑛.
Обозначим через 𝐷𝑎,𝑏 = {𝑥 ∈ R𝑛 : 𝑎 < 𝜙(𝑥) < 𝑏}.

Как определить число вещественных корней системы (2.1), лежащих
в 𝐷𝑎,𝑏?

Данная задача была поставлена в работе [13].

Введем числа 𝜙
(︂

1

𝑤1(𝜈)
, . . . ,

1

𝑤𝑛(𝜈)

)︂
, 𝑤(𝜈) ∈ ℰ , 𝜈 = 1, 2, . . . .

Нам нужно найти степенные суммы вида

𝑆𝑗𝜙 =

∞∑︁
𝜈=1

𝜙𝑗
(︂

1

𝑤1(𝜈)
, . . . ,

1

𝑤𝑛(𝜈)

)︂
, 𝑗 > 1, (2.3)

и проверить эти ряды на сходимость. Справедливо утверждение (см. [13]).
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Лемма 2. Ряды (2.3) абсолютно сходятся для всех 𝑗 > 1.

Предположим, что 𝑆𝑗𝜙 найдены. Тогда мы можем применить к ним
рекуррентные формулы Ньютона для целых функций одного комплекс-
ного переменного (см. [18, Ch. 1]).

Таким образом мы найдем целую функцию 𝑅𝜙(𝑢) = 𝑓(𝑢) одного ком-

плексного переменного 𝑢, имеющую корни 𝜙

(︂
1

𝑤1(𝜈)
, . . . ,

1

𝑤𝑛(𝜈)

)︂
, где

𝜈 = 1, 2, . . . .

3. Вспомогательные утверждения

Нашей основной целью является нахождение степенных сумм 𝜎𝑗 =

𝑆𝑗𝜙 для общих систем уравнений. Для простейших систем уравнений это
было сделано в статье [13].

Мы рассмотрим (см. [10]) систему уравнений

𝑓𝑗(𝑧) = 𝑃𝑗(𝑧) +𝑄𝑗(𝑧) = 0, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛, (3.1)

состоящую из целых функций, где 𝑃𝑗 — младшая однородная часть
разложения Тейлора функции 𝑓𝑗(𝑧) в точке 0. Степень всех ненулевых
мономов (по совокупности переменных), входящих в 𝑃𝑗 , равна 𝑚𝑗 , 𝑗 =
1, . . . , 𝑛. В функциях 𝑄𝑗 степени всех ненулевых мономов строго больше
чем𝑚𝑗 . Обозначим степень наименьшего монома в𝑄𝑗 через ord𝑄𝑗 = 𝑠𝑗 .
Тогда 𝑚𝑗 < 𝑠𝑗 , 𝑗 = 1, . . . , 𝑛.

Разложение функций 𝑄𝑗 , 𝑃𝑗 , 𝑗 = 1, . . . , 𝑛, в окрестности нуля в ря-
ды Тейлора, сходящиеся абсолютно и равномерно в этой окрестности,
имеют вид

𝑄𝑗(𝑧) =
∑︁

‖𝛼‖>𝑚𝑗

𝑎𝑗𝛼𝑧
𝛼, (3.2)

𝑃𝑗(𝑧) =
∑︁

‖𝛽‖=𝑚𝑗

𝑏𝑗𝛽𝑧
𝛽, (3.3)

𝑗 = 1, . . . , 𝑛,

где 𝛼 = (𝛼1, . . . , 𝛼𝑛), 𝛽 = (𝛽1, . . . , 𝛽𝑛) — мультииндексы, т. е. 𝛼𝑗 и 𝛽𝑗
— неотрицательные целые числа, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛, ‖𝛼‖ = 𝛼1 + . . . + 𝛼𝑛,
‖𝛽‖ = 𝛽1 + . . .+ 𝛽𝑛, мономы 𝑧𝛼 = 𝑧𝛼1

1 · 𝑧
𝛼2
2 · · · 𝑧𝛼𝑛

𝑛 , 𝑧𝛽 = 𝑧𝛽11 · 𝑧
𝛽2
2 · · · 𝑧

𝛽𝑛
𝑛 .

В дальнейшем будем предполагать, что система многочленов
𝑃1(𝑧), . . . , 𝑃𝑛(𝑧) невырождена, т. е. ее общим нулем служит только точка
0 — начало координат.

Рассмотрим компактный цикл Γ𝑃 (остов специального аналитиче-
ского полиэдра [2, гл. 2]) вида

Γ𝑃 (𝑟1, . . . , 𝑟𝑛) = Γ𝑃 (𝑟) = {𝑧 : |𝑃𝑗(𝑧)| = 𝑟𝑗 , 𝑗 = 1, . . . , 𝑛}.
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В работе [10] показано, что степенные суммы 𝑆𝛼 равны некоторым
вычетным интегралам при ряде дополнительных предположений на
систему.

Рассмотрим эти предположения. Сначала возьмем случай, когда все
𝑄𝑗(𝑧) — многочлены.

Предположим, что для каждого 𝑗-го уравнения из (3.1) выполнены
условия

deg𝑧𝑗 𝑃𝑗 < ord𝑧𝑗𝑄𝑗 , deg𝑧𝑘𝑃𝑗 > ord𝑧𝑘𝑄𝑗 , 𝑘 ̸= 𝑗. (3.4)

Здесь deg𝑧𝑗 𝑃 (𝑧) степень многочлена 𝑃 по переменной 𝑧𝑗 при фиксиро-
ванных остальных переменных, а ord𝑧𝑗𝑄 — порядок (т. е. степень наи-
меньшего монома) многочлена 𝑄 по переменной 𝑧𝑗 при фиксированных
остальных переменных.

Имеем deg𝑃𝑘=𝑚𝑘, ord𝑄𝑘=𝑠𝑘. Обозначим deg𝑧𝑗𝑃𝑘=𝑚
𝑗
𝑘, ord𝑧𝑗𝑄𝑘=𝑠

𝑗
𝑘.

Тогда 𝑚𝑘 < 𝑠𝑘, 𝑚𝑘
𝑘 < 𝑠𝑘𝑘, 𝑘 = 1, . . . , 𝑛. Кроме того, 𝑚𝑗

𝑘 > 𝑠𝑗𝑘 при 𝑗 ̸= 𝑘.

Не исключены случаи, когда
𝑛∑︀
𝑗=1

𝑚𝑗
𝑘 > 𝑚𝑘.

Сделаем во всех функциях 𝑓𝑗(𝑧) = 𝑃𝑗(𝑧) + 𝑄𝑗(𝑧), 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛,

замену 𝑧𝑘 =
1

𝑢𝑘
, предполагая, что все 𝑢𝑘 ̸= 0. Получим

𝑃𝑘

(︂
1

𝑢1
, . . . ,

1

𝑢𝑛

)︂
=

1

𝑢
𝑚1

𝑘
1

· · · 1

𝑢
𝑚𝑛

𝑘
𝑛

∑︁
‖𝛽|=𝑚𝑘

𝑏𝑘𝛽𝑢
𝑚1

𝑘−𝛽1
1 · · ·𝑢𝑚

𝑛
𝑘−𝛽𝑛

𝑛 ,

а
𝑄𝑘

(︂
1

𝑢1
, . . . ,

1

𝑢𝑛

)︂
=

1

𝑢
𝑠1𝑘
1

· · · 1

𝑢
𝑠𝑛𝑘
𝑛

∑︁
‖𝛼‖>𝑚𝑘

𝑎𝑘𝛼𝑢
𝑠1𝑘−𝛼1

1 · · ·𝑢𝑠
𝑛
𝑘−𝛼𝑛
𝑛 .

Многочлен

̃︀𝑄𝑗(𝑢1, 𝑢2, . . . , 𝑢𝑛) = ̃︀𝑄𝑗(𝑢) = 𝑢𝛽
𝑗+𝑠𝑗𝑒

𝑗 ·𝑄𝑗
(︂

1

𝑢1
,
1

𝑢2
, . . . ,

1

𝑢𝑛

)︂
имеет степень (по совокупности переменных) строго меньшую, чем 𝑠𝑗
(в силу условий, наложенных на многочлены 𝑄𝑗(𝑧)).

Имеем

𝑓𝑘

(︂
1

𝑢1
, . . . ,

1

𝑢𝑛

)︂
= 𝑃𝑘

(︂
1

𝑢1
, . . . ,

1

𝑢𝑛

)︂
+𝑄𝑘

(︂
1

𝑢1
, . . . ,

1

𝑢𝑛

)︂
= (3.5)

=
1

𝑢
𝑚1

𝑘
1 · · ·𝑢

𝑠𝑘𝑘
𝑘 · · ·𝑢

𝑚𝑛
𝑘

𝑛

·
(︁
𝑃𝑘(𝑢) + 𝑄̃𝑘(𝑢)

)︁
,

где 𝑃𝑘 — однородные многочлены

𝑃𝑘(𝑢1, . . . , 𝑢𝑛) = 𝑢
𝑚1

𝑘
1 · · ·𝑢

𝑠𝑘𝑘
𝑘 · · ·𝑢

𝑚𝑛
𝑘

𝑛 · 𝑃𝑘
(︂

1

𝑢1
, . . . ,

1

𝑢𝑛

)︂
=
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= 𝑢
𝑠𝑘𝑘−𝑚

𝑘
𝑘

𝑘

∑︁
‖𝛽‖=𝑚𝑘

𝑏𝑘𝛽𝑢
𝑚1

𝑘−𝛽1
1 · · ·𝑢𝑚

𝑛
𝑘−𝛽𝑛

𝑛 = 𝑢
𝑠𝑘𝑘−𝑚

𝑘
𝑘

𝑘 · ˜̃𝑃𝑘,

а ˜̃𝑃𝑘 — однородные многочлены

˜̃𝑃𝑘 =
∑︁

‖𝛽‖=𝑚𝑘

𝑏𝑘𝛽𝑢
𝑚1

𝑘−𝛽1
1 · . . . · 𝑢𝑚𝑘𝑛−𝛽𝑛𝑛 .

В ˜̃𝑃𝑘 за знак суммы не выносится ни 𝑢1, . . . , ни 𝑢𝑛.
Многочлены 𝑄̃𝑘 имеют вид

𝑄̃𝑘(𝑢1, . . . , 𝑢𝑛) = 𝑢
𝑚1

𝑘
1 · · ·𝑢

𝑠𝑘𝑘
𝑘 · · ·𝑢

𝑚𝑛
𝑖

𝑛 ·𝑄𝑘
(︂

1

𝑢1
, . . . ,

1

𝑢𝑛

)︂
=

= 𝑢
𝑚1

𝑘−𝑠
1
𝑘

1 · · · [𝑢𝑘] · · ·𝑢
𝑚𝑛

𝑘−𝑠
𝑛
𝑖

𝑛 ·
∑︁

‖𝛼‖>𝑚𝑘

𝑎𝑘𝛼𝑤
𝑚1

𝑘−𝛼1

1 · · ·𝑤𝑚
𝑛
𝑘−𝛼𝑛

𝑛 .

Обозначим через 𝑓𝑘 функции

𝑓𝑘(𝑢) = 𝑃𝑘(𝑢) + 𝑄̃𝑘(𝑢) = 𝑢
𝑠𝑘𝑘−𝑚

𝑘
𝑘

𝑘 · ˜̃𝑃𝑘 + 𝑄̃𝑘(𝑢), 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑛. (3.6)

Имеем deg𝑃𝑘 = 𝑠𝑘𝑘 −𝑚𝑘
𝑘 +𝑚𝑘 6 𝑠𝑘, а

deg𝑃𝑘 > deg 𝑄̃𝑘, 𝑘 = 1, . . . , 𝑛. (3.7)

Справедливы утверждения из [10].

Лемма 3. Система

˜̃𝑃𝑗(𝑢) = 0, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛, (3.8)

имеет только одно решение начало координат, т. е. она невырожден-
ная.

Лемма 4. Рассмотрим систему

𝑃𝑗(𝑢) = 0, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛. (3.9)

Если для любого набора индексов 𝑖1, . . . , 𝑖𝑘, 𝑖1 < 𝑖2 < . . . < 𝑖𝑘, 𝑘 =
1, . . . , 𝑛, системы уравнений

˜̃𝑃𝑗1(𝑢) = 0, . . . ˜̃𝑃𝑗𝑛−𝑘
= 0

при 𝑢𝑖1 = 0, . . . , 𝑢𝑖𝑘 = 0 и при 𝑗𝑝 ̸= 𝑖𝑞 являются невырожденными, то
система (3.9) также невырождена.

Известия Иркутского государственного университета.
Серия «Математика». 2026. Т. 56. С. 64–80
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Будем в дальнейшем считать, что для функций 𝑓𝑗(𝑧) выполнены
условия лемм 3, 4.

Поскольку система функций 𝑃1(𝑢), . . . , 𝑃𝑛(𝑢) невырождена, то хоро-
шо известна теорема Безу (см., например, [16, §10]), говорящая о том,
что система уравнений

𝑓𝑗(𝑢) = 0, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛, (3.10)

имеет конечное число корней (считая каждый корень столько раз, ка-
кова его кратность), и это число равно произведению степеней много-
членов 𝑃𝑗(𝑢).

Обозначим корни системы (3.10) с учетом их кратностей, не лежащие
на координатных плоскостях, через 𝑢(𝑘) = (𝑢1(𝑘), 𝑢2(𝑘), . . . , 𝑢𝑛(𝑘)), 𝑘 =

1, 2, . . . ,𝑀 ,𝑀 6 𝑠1 ·𝑠2 · · · 𝑠𝑛. Тогда точки 𝑤(𝑘)=

(︂
1

𝑢1(𝑘)
,

1

𝑢2(𝑘)
, . . . ,

1

𝑢𝑛(𝑘)

)︂
и только они являются корнями системы (3.1), не лежащими на коорди-
натных плоскостях (т. е. 𝑤(𝑘) ∈ ℰ). Отсюда справедливо утверждение.

Лемма 5. Система (3.1) с функциями 𝑓𝑗 и многочленами 𝑄𝑗 вида
(3.2), (3.4) имеет конечное число корней (с учетом их кратностей)
𝑤(1), 𝑤(2), . . . , 𝑤(𝑀), не лежащих на координатных плоскостях {𝑧𝑠=0},
𝑠 = 1, 2, . . . , 𝑛.

Пусть

𝜎𝛽 = 𝜎(𝛽1,𝛽2,...,𝛽𝑛) =
𝑀∑︁
𝑘=1

1

𝑢𝛽11(𝑘) · 𝑢
𝛽2
2(𝑘) · · ·𝑢

𝛽𝑛
𝑛(𝑘)

,

где 𝛽 = (𝛽1, . . . , 𝛽𝑛) — некоторый мультииндекс.
Данное выражение является степенной суммой корней, не лежащих

на координатных плоскостях, системы (3.1), но в отрицательной степени
(т. е. степенной суммой от обратных величин корней).

Обозначим через Γ𝑃 = Γ𝑃 (𝜀) цикл

Γ𝑃 = {𝑢 ∈ C𝑛 : |𝑃𝑘| = 𝜀𝑘, 𝜀𝑘 > 0, 𝑘 = 1, . . . , 𝑛}. (3.11)

Этот цикл, в силу следствия из [10], не пересекается с координатными
плоскостями при почти всех 𝜀𝑘, 𝑘 = 1, . . . , 𝑛.

Рассмотрим вычетные интегралы вида

𝐽𝛾 =
1

(2𝜋𝑖)𝑛

∫︁
Γ𝑃

1

𝑧𝛾
· 𝑑𝑓(𝑧)
𝑓(𝑧)

, 𝐽𝛾 =
1

(2𝜋𝑖)𝑛

∫︁
Γ𝑃

𝑢𝛾
𝑑𝑓(1/𝑢)

𝑓(1/𝑢)
, (3.12)

где
1

𝑧𝛾
=

1

𝑧𝛾11
· · · 1

𝑧𝛾𝑛𝑛
, 𝑢𝛾 = 𝑢𝛾11 · · ·𝑢

𝛾𝑛
𝑛 , 𝑓(𝑧) = 𝑓1 · · · 𝑓𝑛,
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𝑑𝑓(𝑧) = 𝑑𝑓1(𝑧1, . . . , 𝑧𝑛) ∧ . . . ∧ 𝑑𝑓𝑛(𝑧1, . . . , 𝑧𝑛),
𝑓(1/𝑢) = 𝑓1(1/𝑢1, . . . , 1/𝑢𝑛) · · · 𝑓𝑛(1/𝑢1, . . . , 1/𝑢𝑛),

𝑑𝑓(1/𝑢) = 𝑑𝑓1(1/𝑢1, . . . , 1/𝑢𝑛) ∧ . . . ∧ 𝑑𝑓𝑛(1/𝑢1, . . . , 1/𝑢𝑛).
Фактически 𝐽𝛾 получается из интеграла 𝐽𝛾 (3.12) с помощью замены

в подынтегральном выражении 𝑧𝑗 = 1/𝑢𝑗 , 𝑗 = 1, . . . , 𝑛, и замены цикла
интегрирования Γ𝑃 на цикл Γ𝑃 . Следующая лемма приведена в [10].

Лемма 6. Выполняется равенство

𝐽𝛾 = (−1)𝑛𝐽𝛾
для неотрицательных мультииндексов 𝛾 с условием ‖𝛾‖ > 0.

В качестве функции 𝜙 рассмотрим многочлен степени𝑁 с веществен-
ными коэффициентами.

В этом случае степенные суммы 𝑆𝑗𝜙 примут вид

𝑆𝑗𝜙 =
∑︁
𝜈>1

𝜙𝑗
(︂

1

𝑤1(𝜈)
, . . . ,

1

𝑤𝑛(𝜈)

)︂
=
∑︁
𝜈>1

𝜙𝑗(𝑢1(𝜈), . . . , 𝑢𝑛(𝜈)), 𝑗 > 1,

Для дальнейшего нам нужна обобщенная формула преобразования
вычета Гротендика (см. [8]), ее алгебраическое доказательство было
дано в [17], форма преобразования, приведенная здесь, взята из [18, Ch.
2]).

Теорема 2 ( [8]). Пусть ℎ(𝑢) — многочлен, а многочлены 𝑓𝑘(𝑢) и
𝑔𝑚(𝑢), 𝑚, 𝑘 = 1, . . . , 𝑛, связаны соотношениями

𝑔𝑚 =
𝑛∑︁
𝑘=1

𝑎𝑚𝑘𝑓𝑘, 𝑚 = 1, 2, . . . , 𝑛,

где матрица 𝐴 = ‖𝑎𝑚𝑘‖𝑛𝑚,𝑘=1 состоит из многочленов. Системы функ-
ций 𝑓 и 𝑔 имеют дискретное число нулей. Рассмотрим циклы

Γ𝑓 ={𝑢 : |𝑓𝑚(𝑢)|=𝑟𝑚, 𝑚=1, . . . , 𝑛},Γ𝑔={𝑢 : |𝑔𝑚(𝑢)|=𝑟𝑚, 𝑚=1, . . . , 𝑛},

где все 𝑟𝑚 > 0.
Тогда справедливо равенство

∫︁
Γ𝑓

ℎ(𝑢)
𝑑𝑢

𝑓𝛼+𝐼
=
∑︁
𝐾

𝛽!
𝑛∏︀

𝑠,𝑚=1
(𝑘𝑠𝑚)!

∫︁
Γ𝑔

ℎ(𝑢)

det𝐴
𝑛∏︀

𝑠,𝑚=1
𝑎𝑘𝑠𝑚𝑠𝑚 𝑑𝑢

𝑔𝛽+𝐼
, (3.13)

где 𝛽! = 𝛽1!𝛽2! . . . 𝛽𝑛, 𝛽 = (𝛽1, 𝛽2, . . . , 𝛽𝑛), суммирование в формуле
ведется по всем целочисленным неотрицательным матрицам 𝐾 =

‖𝑘𝑠𝑚‖𝑛𝑠,𝑚=1 с условиями, что сумма
𝑛∑︀
𝑠=1

𝑘𝑠𝑚 = 𝛼𝑚, а 𝛽𝑠 =
𝑛∑︀

𝑚=1
𝑘𝑚𝑠.

Здесь 𝑓𝛼+𝐼 = 𝑓𝛼1+1
1 · · · 𝑓𝛼𝑛+1

𝑛 , 𝑔𝛽+𝐼 = 𝑔𝛽1+1
1 · · · 𝑔𝛽𝑛+1

𝑛 , 𝐼 = (1, . . . , 1).

Известия Иркутского государственного университета.
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4. Основные результаты

Поскольку система однородных многочленов 𝑃1, . . . , 𝑃𝑛 имеет только
один общий ноль — начало координат, то по теореме Гильберта о нулях
(см., например, [25]) существуют такие натуральные числа 𝑁1, . . . , 𝑁𝑛,
что

𝑢
𝑁𝑗+1
𝑗 =

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑎𝑚𝑘𝑃𝑘, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛,

где 𝑎𝑚𝑘(𝑢) — некоторые многочлены. Так что в качестве функций 𝑔𝑚(𝑢)
можно взять мономы 𝑢𝑁𝑚+1

𝑚 . По теореме Маколея (см. [23]) эти числа
𝑁𝑚 можно выбрать с условием 𝑁𝑚 6 deg𝑃1 + . . .+ deg𝑃𝑛 − 𝑛.

Отсюда из теоремы 2 и теоремы 6 ( [10]) получаем утверждение.

Теорема 3. Верны формулы
𝑝∑︁
𝑗=1

1

𝑧𝛾1𝑗1 · 𝑧
𝛾2
𝑗2 · · · 𝑧

𝛾𝑛
𝑗𝑛

=

𝑝∑︁
𝑗=1

𝑢𝛾11(𝑗) · 𝑢
𝛾2
2(𝑗) · . . . · 𝑢

𝛾𝑛
𝑛(𝑗) =

=
∑︁

‖𝛼‖6‖𝛾‖

(−1)𝑛+‖𝛼‖

(2𝜋𝑖)𝑛

∫︁
Γ𝑃

𝑢𝛾11 · 𝑢
𝛾2
2 · · ·𝑢

𝛾𝑛
𝑛 ·

Δ̃ · 𝑄̃𝛼1
1 · · · 𝑄̃𝛼𝑛

𝑛 𝑑𝑢

𝑃𝛼1+1
1 · · ·𝑃𝛼𝑛+1

𝑛

=

=
∑︁

‖𝐾‖6‖𝛾‖

(−1)‖𝐾‖+𝑛
𝑛∏︀
𝑠=1

(︂
𝑛∑︀

𝑚=1
𝑘𝑠𝑚

)︂
!

𝑛∏︀
𝑠,𝑚=1

(𝑘𝑠𝑚)!

M

⎡⎢⎢⎢⎣
𝑢𝛾Δ̃ det𝐴𝑄̃𝛼

𝑛∏︀
𝑠,𝑚=1

𝑎𝑘𝑠𝑚𝑠𝑚

𝑛∏︀
𝑚=1

𝑢𝛽𝑚𝑁𝑚+𝛽𝑚+𝑁𝑚
𝑚

⎤⎥⎥⎥⎦ ,
(4.1)

где ‖𝐾‖ =
𝑛∑︀

𝑠,𝑚=1
𝑘𝑠𝑚, Δ̃ — якобиан системы (3.10), а функционал M

сопоставляет многочлену Лорана его свободный член.

Тогда

Следствие 2. Степенная сумма 𝑆𝑗𝜙 =

=
∑︁

‖𝐾‖6𝑁 ·𝑗

(−1)‖𝐾‖+𝑛
𝑛∏︀
𝑠=1

(︂
𝑛∑︀

𝑚=1
𝑘𝑠𝑚

)︂
!

𝑛∏︀
𝑠,𝑚=1

(𝑘𝑠𝑚)!

M

⎡⎢⎢⎢⎣
𝜙𝑗Δ̃ det𝐴𝑄̃𝛼

𝑛∏︀
𝑠,𝑚=1

𝑎𝑘𝑠𝑚𝑠𝑚

𝑛∏︀
𝑚=1

𝑢𝛽𝑚𝑁𝑚+𝛽𝑚+𝑁𝑚
𝑚

⎤⎥⎥⎥⎦ ,
(4.2)

𝑁 · 𝑗 — степень многочлена 𝜙𝑗.

Если 𝑢(𝑗) — корень системы (3.10) из ℰ , не все координаты которого
вещественные, то 𝑢̄(𝑗) также корень системы (3.10). Если

𝜙
(︀
𝑢1(𝜈), . . . , 𝑢𝑛(𝜈)

)︀
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— вещественное число, то то же самое можно сказать о равном ему
числе

𝜙
(︀
𝑢̄1(𝜈), . . . , 𝑢̄𝑛(𝜈)

)︀
.

Таким образом, число
𝜙
(︀
𝑢1(𝜈), . . . , 𝑢𝑛(𝜈)

)︀
является кратным нулем функции 𝑅𝜙(𝑢).

Таким образом, справедливо утверждение.

Теорема 4. Если система (3.1) имеет вещественные коэффициенты
и если функция 𝑅𝜙(𝑢) имеет только простые нули, то число веще-
ственных корней системы (3.1) в области 𝐷𝑎,𝑏 совпадает с числом
вещественных нулей функции 𝑅𝜙(𝑢) на интервале (𝑎, 𝑏).

Данная теорема является естественным обобщением теоремы 1. Для
случая простейших систем уравнений она была приведена в [13].

Рассмотрим для системы (3.1) в качестве функции 𝜙 функцию

𝑃 2𝑘1
1 (𝑧) + . . .+ 𝑃 2𝑘𝑛

𝑛 (𝑧).

Тогда 𝐷𝑎,𝑏 примет вид

𝐷𝑎,𝑏 = {𝑥 : 𝑎 < 𝑃 2𝑘1
1 (𝑥) + . . .+ 𝑃 2𝑘𝑛

𝑛 (𝑥) < 𝑏}.

Поскольку у нас справедливы равенства в корнях системы (3.10)

𝑃
2𝑘𝑗
𝑗 (𝑧) = 𝑄̃

2𝑘𝑗(𝑧)
𝑗 , 𝑗 = 1, . . . , 𝑛,

то в силу следствия 2 имеем утверждение

Теорема 5. Верна формула

𝑆𝑗𝜙 =
∑︁

‖𝐾‖6𝑀

(−1)‖𝐾‖+𝑛
𝑛∏︀
𝑠=1

(︂
𝑛∑︀

𝑚=1
𝑘𝑠𝑚

)︂
!

𝑛∏︀
𝑠,𝑚=1

(𝑘𝑠𝑚)!

×

×M

⎡⎢⎢⎢⎣
(𝑃 2𝑘1

1 (𝑢) + . . .+ 𝑃 2𝑘𝑛
𝑛 (𝑢))𝑗 · Δ̃ · det𝐴 · 𝑄̃𝛼

𝑛∏︀
𝑠,𝑚=1

𝑎𝑘𝑠𝑚𝑠𝑚

𝑛∏︀
𝑚=1

𝑢𝛽𝑚𝑁𝑚+𝛽𝑚+𝑁𝑚
𝑚

⎤⎥⎥⎥⎦ = (4.3)

=
∑︁

‖𝐾‖6𝑀

(−1)‖𝐾‖+𝑛
𝑛∏︀
𝑠=1

(︂
𝑛∑︀

𝑚=1
𝑘𝑠𝑚

)︂
!

𝑛∏︀
𝑠,𝑚=1

(𝑘𝑠𝑚)!

×
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×M

⎡⎢⎢⎢⎣
(𝑄̃2𝑘1

1 (𝑢) + . . .+ 𝑄̃2𝑘𝑛
𝑛 (𝑢))𝑗 · Δ̃ · det𝐴 · 𝑄̃𝛼

𝑛∏︀
𝑠,𝑚=1

𝑎𝑘𝑠𝑚𝑠𝑚

𝑛∏︀
𝑚=1

𝑢𝛽𝑚𝑁𝑚+𝛽𝑚+𝑁𝑚
𝑚

⎤⎥⎥⎥⎦ ,
где суммирование ведется по всем матрицам 𝐾, у которых ‖𝛼‖ не
превосходит максимальной степени многочленов 𝑄̃𝑗 умноженной на
𝑗, 𝑀 = max

16𝑗6𝑛
2𝑘𝑗𝑚𝑗.

В последней формуле гораздо меньше слагаемых, чем в предыдущей.
Пусть теперь 𝜙(𝑧) — целая функция с вещественными коэффициен-

тами Тейлора в точке 0. Разложим ее в ряд Тейлора по многочленам

𝜙𝑁 (𝑧) степени 𝑁 𝜙(𝑧) =
∞∑︀
𝑁=0

𝜙𝑁 (𝑧). Поскольку по лемме 2 ряды для 𝑆𝑗𝜙

сходятся, то применяя для 𝑆𝑗𝜙𝑁 следствие 2, получим

Теорема 6. Справедлива формула

𝑆𝑗𝜙 =

∞∑︁
𝑁=0

𝑆𝑗𝜙𝑁
,

где 𝑆𝑗𝜙𝑁 определяются формулами (4.2).

Рассмотрим теперь случай, когда 𝑄𝑗(𝑧) не многочлены. Пусть

𝑓𝑗(𝑧) =
𝑓
(1)
𝑗 (𝑧)

𝑓
(2)
𝑗 (𝑧)

, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛, (4.4)

где 𝑓 (1)𝑗 (𝑧), 𝑓 (2)𝑗 (𝑧)— целые функции в C𝑛, разлагающиеся в бесконечные
произведения, равномерно и абсолютно сходящиеся в C𝑛

𝑓
(1)
𝑗 (𝑧) =

∞∏︁
𝑠=1

𝑓
(1)
𝑗𝑠 (𝑧), 𝑓

(2)
𝑗 (𝑧) =

∞∏︁
𝑠=1

𝑓
(2)
𝑗𝑠 (𝑧),

причем каждый из сомножителей имеет форму 𝑃𝑗(𝑧) + 𝑄𝑗(𝑧), а 𝑃𝑗(𝑧),
𝑄𝑗(𝑧) — функции вида (3.4).

Для всякого набора индексов 𝑗1, . . . , 𝑗𝑛 ∈ N и всякого набора чисел
𝑖1, . . . , 𝑖𝑛, равных 1 или 2, системы нелинейных алгебраических уравне-
ний

𝑓
(𝑖1)
1𝑗1

= 0, 𝑓
(𝑖2)
2𝑗2

= 0, . . . , 𝑓
(𝑖𝑛)
𝑛𝑗𝑛

= 0 (4.5)

имеют согласно лемме 5 конечное число корней, не лежащих на коор-
динатных плоскостях.
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Корни всех таких систем, не лежащие на координатных плоскостях,
составляют не более чем счетное множество. Перенумеруем их с учетом
кратностей 𝑧(1), . . . , 𝑧(𝑙), . . . . Будем предполагать, что ряд

∞∑︁
𝑙=1

1

|𝑧1(𝑙) · |𝑧2(𝑙)| · · · |𝑧𝑛(𝑙)|
(4.6)

сходится. Обозначим

𝜎𝛽+𝐼 = 𝜎(𝛽1+1,𝛽2+1,...,𝛽𝑛+1) =
∞∑︁
𝑘=1

𝜀𝑗

𝑧𝛽1+1
1(𝑘) · 𝑧

𝛽2+1
2(𝑘) · · · 𝑧

𝛽𝑛+1
𝑛(𝑘)

. (4.7)

Здесь 𝛽1, . . . , 𝛽𝑛, как и прежде, неотрицательные целые числа, а знак
𝜀𝑗 равен +1, если в систему (4.5), корнем которой является 𝑧(𝑙), входит
четное число функций 𝑓

(2)
𝑗𝑠 , и равен −1, если входит нечетное число

функций 𝑓 (2)𝑗𝑠 .
Ряды (4.7) сходятся в силу условия, наложенного на ряд (4.6).
Справедливо утверждение

Теорема 7. Верно равенство 𝐽𝛽 = (−1)𝑛𝜎𝛽+𝐼 .

5. Пример

Рассмотрим систему{︂
𝑓1(𝑧1, 𝑧2) = 𝑎1𝑧1 − 𝑎2𝑧2 + 𝑧21 = 0,
𝑓2(𝑧1, 𝑧2) = 𝑏1𝑧1 + 𝑏2𝑧2 + 𝑧22 = 0.

(5.1)

Все коэффициенты предполагаются вещественными.
Она удовлетворяет условиям на 𝑃𝑗(𝑧), 𝑄𝑗(𝑧) вида (3.4). Будем счи-

тать, что 𝑎1𝑏2+𝑎2𝑏1 ̸= 0, т. е. система младших однородных многочленов
невырожденная.

Функция 𝜙 = (𝑎1𝑧1 − 𝑎2𝑧2)2 + (𝑏1𝑧1 + 𝑏2𝑧2)
2.

Сделаем замену переменных 𝑧1 = 1/𝑢1, 𝑧2 = 1/𝑢2. Система (5.1)
примет вид {︂

𝑓1(𝑢) = −𝑎2𝑢21 + 𝑎1𝑢1𝑢2 + 𝑢2 = 0,

𝑓2(𝑢) = 𝑏2𝑢1𝑢2 + 𝑏1𝑢
2
2 + 𝑢1 = 0.

(5.2)

Эта система имеет 4 корня, на координатных плоскостях лежит 1
корень — (0,0).

Якобиан системы (5.2) равен

Δ̃ = −2𝑎2𝑏2𝑢21 − 4𝑎2𝑏1𝑢1𝑢2 + 2𝑎1𝑏1𝑢
2
2 − 𝑎1𝑢1 − 𝑏2𝑢2 − 1.

Известия Иркутского государственного университета.
Серия «Математика». 2026. Т. 56. С. 64–80



О ЧИСЛЕ ВЕЩЕСТВЕННЫХ КОРНЕЙ СИСТЕМЫ УРАВНЕНИЙ 77

Заметим, что 𝑄̃1 = 𝑢2, 𝑄̃2 = 𝑢1, 𝑃1 = −𝑎2𝑢21 + 𝑎1𝑢1𝑢2, 𝑃2 = 𝑏2𝑢1𝑢2 +
𝑏1𝑢

2
2.
Для нахождения матрицы 𝐴 используем пример 8.3 из [18]. Согласно

ему получаем, что матрица 𝐴 равна

𝐴 =
1

Δ

(︂
(−𝑎2𝑏21 − 𝑎1𝑏1𝑏2)𝑢1 − 𝑎1𝑏21𝑢2 𝑎21𝑏1𝑢1

−𝑎2𝑏22𝑢2 −𝑎22𝑏2𝑢1 + (𝑎22𝑏1 + 𝑎1𝑎2𝑏2)𝑢2

)︂
.

Тогда, как нетрудно проверить, 𝑢31 = 𝑎11𝑃1 + 𝑎12𝑃2, 𝑢
3
2 = 𝑎21𝑃1 +

𝑎22𝑃2. Числа 𝑁𝑚 = 2, 𝑚 = 1, 2.

Вычислим det𝐴 : det𝐴 =
1

Δ

(︀
𝑎2𝑏2𝑢

2
1 − 𝑎2𝑏1𝑢1𝑢2 − 𝑎1𝑏1𝑢22

)︀
.

По теореме 3

𝑆0
𝜙 =

∑︁
‖𝐾‖60

(−1)‖𝐾‖ · (𝑘11 + 𝑘12)! · (𝑘21 + 𝑘22)!

𝑘11! · 𝑘12! · 𝑘21! · 𝑘22!
×

×M

[︃
Δ̃ · det𝐴 · 𝑄̃𝑘11+𝑘211 · 𝑄̃𝑘12+𝑘222 · 𝑎𝑘1111 · 𝑎

𝑘12
12 · 𝑎

𝑘21
21 · 𝑎

𝑘22
22

𝑢
3(𝑘11+𝑘12)+2
1 · 𝑢3(𝑘21+𝑘22)+2

2

]︃
.

Несложные вычисления (использующие определение функционала
M) дают, что 𝑆0

𝜙 = 4, т. е.числу корней системы.
В силу теоремы 5 имеем

𝑆𝑗𝜙 =
∑︁

‖𝐾‖62𝑗

(−1)‖𝐾‖
2∏︀
𝑠=1

(︂
2∑︀

𝑚=1
𝑘𝑠𝑚

)︂
!

2∏︀
𝑠,𝑚=1

(𝑘𝑠𝑚)!

M

⎡⎢⎢⎢⎣
(𝑢21 + 𝑢22)

𝑗 · Δ̃ · det𝐴 ·
2∏︀

𝑠,𝑚=1
𝑎𝑘𝑠𝑚𝑠𝑚

𝑢3𝑘11+3𝑘12−𝑘22−𝑘21+2
1 · 𝑢3𝑘22+3𝑘21−𝑘11−𝑘12+2

2

⎤⎥⎥⎥⎦ , (5.3)

где 𝐾 — матрица с неотрицательными целыми элементами
(︂
𝑘11 𝑘12
𝑘21 𝑘22

)︂
.

Найдем 𝑆1
𝜙. Вычисления дают

𝑆1
𝜙 =

1

𝑎2𝑏1(𝑎2𝑏1 + 𝑎1𝑏2)3
·
(︀
3𝑎41𝑏1𝑏2 − 5𝑎41𝑏

2
2 + 𝑎31𝑎2𝑏

2
1 − 6𝑎31𝑎2𝑏1𝑏2−

− 6𝑎31𝑎2𝑏
2
2 − 9𝑎21𝑏1𝑏

2
2 ++10𝑎31𝑏

3
2 − 3𝑎21𝑎

2
2𝑏1𝑏2 − 9𝑎21𝑎2𝑏

2
1𝑏2 + 10𝑎21𝑎2𝑏1𝑏

2
2+

+9𝑎21𝑎2𝑏
3
2+6𝑎21𝑏1𝑏

3
2−5𝑎21𝑏

4
2−4𝑎1𝑎

2
2𝑏

3
1+9𝑎1𝑎

2
2𝑏1𝑏

2
2+6𝑎1𝑎2𝑏

2
1𝑏

2
2−6𝑎1𝑎2𝑏1𝑏

3
2−

− 3𝑎1𝑎2𝑏
4
2 + 4𝑎32𝑏

2
1𝑏2 − 3𝑎22𝑏

2
1𝑏

2
2

)︀
. (5.4)
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Для вычисления остальных степенных сумм нужно пользоваться си-
стемами компьютерной алгебры. После этого строится многочлен 𝑅𝜙,
вещественные корни которого лежат в интервале, а следовательно, ве-
щественные корни системы (5.1) лежат в эллипсе, определяемом функ-
цией 𝜙.
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