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Аннотация: Рассматривается задача построения в параллелепипеде решений си-
стемы линейных уравнений, зависящих от параметра, заданного в прямоугольнике.
Сначала определяется, существуют ли решения системы линейных уравнений в па-
раллелепипеде при некотором значении параметра в прямоугольнике. Если такое
значение параметра существует, то для этого значения решается задача линейного
программирования. С помощью опоры, идентифицирующей это решение, опреде-
ляется область, при параметрах из которой система линейных уравнений имеет
решения в параллелепипеде. Определяются области, соседние к границам этой об-
ласти (многоугольника), при параметрах из которых система линейных уравнений
имеет решения в параллелепипеде. Рассматриваемая задача решается в результате
конечного числа повторений этого процесса.
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Abstract: The problem under consideration involves constructing solutions within a
parallelepiped for a system of linear equations that depends on a parameter defined
within a rectangle. First, it is determined whether the system of linear equations has a
solution in the parallelepiped for some value of the parameter within the rectangle. If such
a parameter value is found, a linear programming problem is solved for that parameter.
Using the basis that identifies this solution, the region of parameter values for which
the system of linear equations has solutions in the parallelepiped is determined. The
neighboring regions along the boundaries of this region (a polygon) are then identified,
where the system also has solutions within the parallelepiped. By repeating this process
a finite number of times, the problem under consideration is solved.

Keywords: systems of linear equations, parallelepiped, parameter, linear programming

For citation: Mamatov A.R. Algorithm for constructing a solution in a paralleleped

of systems of linear equations with parameters from a rectangle. The Bulletin of Irkutsk

State University. Series Mathematics, 2026, vol. 56, pp. 33–46. (in Russian)

https://doi.org/10.26516/1997-7670.2026.56.33

1. Введение

Как отмечается в [10], теория, методы и практические приложения
линейного программирования, начатые в новаторских работах Л. В. Ка-
нторовича, не остались в прошлом, они развиваются в наши дни, когда
к многочисленным экономическим, техническим и военным приложе-
ниям присоединились задачи, связанные с проблемами создания си-
стем искусственного интеллекта и обработки больших объемов данных.
Важной частью задачи линейного программирования является задача
построения начального плана — неотрицательного решения системы
линейных алгебраических уравнений или решения системы линейных
алгебраических уравнений из параллелепипеда. Общая теория систем
линейных равенств приведена в учебниках по алгебре, например в [11],
алгоритм для нахождения общей формулы неотрицательных решений
систем линейных уравнений приведен в [20], алгоритм для нахождения
общей формулы неотрицательных решений системы линейных нера-
венств приведен в [21], общая теория систем линейных неравенств при-
ведена в [19], методы решения систем линейных неравенств приведены
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в [19; 22; 23]. Методы нахождения неотрицательных решений системы
линейных уравнений приведены в [4; 9; 10; 17]. Методы нахождения ре-
шений систем линейных уравнений из параллелепипеда приведены в
[6;8].

Задача определения непустоты множества решений систем линейных
уравнений с параметрами из параллелепипеда рассмотрена в [13; 14].
Методы построения ортогональной проекции многогранного множества
в пространство меньшей размерности приведены в [2;3; 12;18].

В данной работе предлагается алгоритм построения решения в па-
раллелепипеде системы линейных уравнений с параметром из прямо-
угольника.

2. Постановка задачи

Рассмотрим множества

𝑋 = {𝑥 | 𝑓* ≤ 𝑥 ≤ 𝑓*} и 𝑌 (𝑥) = {𝑦 | 𝑔* ≤ 𝑦 ≤ 𝑔*, 𝐴𝑥+𝐵𝑦 = 𝑏},

где 𝑥 = 𝑥(𝐽), 𝑓* = 𝑓*(𝐽), 𝑓
* = 𝑓*(𝐽) ∈ R2, 𝑦 = 𝑦(𝐾), 𝑔* = 𝑔*(𝐾), 𝑔* =

= 𝑔*(𝐾) ∈ R𝑙, 𝑏 = 𝑏(𝐼) ∈ R𝑚, 𝐵 = 𝐵(𝐼,𝐾) ∈ R𝑚×𝑙, 𝑟𝑎𝑛𝑘𝐵 = 𝑚 < 𝑙,𝐴 =
= 𝐴(𝐼, 𝐽) ∈ R𝑚×2, 𝐼 = {1, 2, ...,𝑚}, 𝐽 = {1, 2},𝐾 = {1, 2, ..., 𝑙}.

Требуется для каждого параметра 𝑥 ∈ 𝑋, при котором 𝑌 (𝑥) ̸= ∅,
построить 𝑌 (𝑥), т. е. решить систему линейных уравнений 𝐴𝑥+𝐵𝑦 = 𝑏
в параллелепипеде 𝑔* ≤ 𝑦 ≤ 𝑔*.

3. Алгоритм решения систем линейных неравенств с
параметрами

3.1. Описание алгоритма

Алгоритм основан на использовании адаптивного метода решения
задачи линейного программирования, в котором основным инструмен-
том является понятие опоры. Вначале, используя задачи первой фазы
линейного программирования, определяется, существуют ли решения
системы линейных неравенств

𝐴𝑥+𝐵𝑦 = 𝑏, 𝑔* ≤ 𝑦 ≤ 𝑔* (3.1)

при некотором значении параметра 𝑥 ∈ 𝑋. Если такое значение па-
раметра существует, то для этого значения параметра решается задача
линейного программирования. С помощью опоры𝐾𝑜𝑝, идентифицирую-
щей это решение (𝑦(𝐾𝑜𝑝), 𝑦(𝐾𝑛)), определяется область 𝑆𝐾𝑜𝑝 , при пара-
метрах 𝑥 ∈ 𝑆𝐾𝑜𝑝 , из которой система линейных неравенств (3.1) имеет
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решения. Используя теорию двойственности линейного программиро-
вания определяются области 𝑆𝐾𝑜𝑝

, соседние к границам этой области
(многоугольника) 𝑆𝐾𝑜𝑝 , при параметрах 𝑥 ∈ 𝑆𝐾𝑜𝑝

, из которых систе-
ма линейных неравенств (3.1) имеет решения. С этой целью состав-
ляется множество «критических» индексов 𝐾𝑘𝑟, множество индексов
𝐾*, соответствующих максимально допустимому двойственному шагу
𝜎𝑘* , множество индексов 𝐾+

𝑛 (𝐾−
𝑛 ), соответствующих неотрицательным

(неположительным) компонентам вектора оценок 𝛿(𝐾) соответствую-
щих задач линейного программирования. Повторяя этот процесс конеч-
ное число раз, определяются опоры 𝐾𝛼

𝑜𝑝, соответствующие им области
𝑆𝐾𝛼

𝑜𝑝
, а также решения систем линейных неравенств (3.1) при значениях

параметров из 𝑆𝐾𝛼
𝑜𝑝
, 𝛼 = 1, 𝜏 .

Приведем необходимые сведения, используемые при описании алго-
ритма.

Пусть 𝑥 ∈ 𝑋, 𝑑 = (−1, 0, ..., 0)′ ∈ R𝑙.

Определение 1. Совокупность 𝐾𝑜𝑝 = {𝑘1, 𝑘2, ..., 𝑘𝑚} ⊂ 𝐾 называет-
ся опорой [5] задачи ⎧⎪⎨⎪⎩

𝑑′𝑦 → max,

𝐵𝑦 = 𝑏−𝐴𝑥,
𝑔* ≤ 𝑦 ≤ 𝑔*,

(3.2)

если 𝑑𝑒𝑡𝐵(𝐼,𝐾𝑜𝑝) ̸= 0.

По опоре 𝐾𝑜𝑝 построим векторы 𝜇(𝐼),Δ(𝐾) следующим образом:

𝜇′(𝐼) = 𝑑′(𝐾𝑜𝑝)[𝐵(𝐼,𝐾𝑜𝑝)]
−1, 𝛿′(𝐾) = 𝜇′(𝐼)𝐵(𝐼,𝐾)− 𝑑′(𝐾). (3.3)

Согласно [5], справедлива

Теорема 1. Вектор 𝑦 ∈ 𝑌 (𝑥) является оптимальным в задаче (3.2)
тогда и только тогда, когда существует такая опора 𝐾𝑜𝑝, что для
вектора 𝛿′(𝐾), построенного по формуле (3.3), выполняются соотно-
шения:

𝛿𝑘 ≥ 0 при 𝑦𝑘 = 𝑔*𝑘; 𝛿𝑘 ≤ 0 при 𝑦𝑘 = 𝑔*𝑘;

𝛿𝑘 = 0 при 𝑔*𝑘 < 𝑦𝑘 < 𝑔*𝑘, 𝑘 ∈ 𝐾𝑛 = 𝐾∖𝐾𝑜𝑝.
(3.4)

Определение 2. Опора 𝐾𝑜𝑝 называется оптимальной опорой в за-
даче (3.2), если на паре {𝑦,𝐾𝑜𝑝} справедливы соотношения (3.3).

Пусть 𝐾0
𝑜𝑝 — опора задачи (3.2).

Шаг 1. Для определения непустоты множества

𝑌 (𝑥) = {𝑦 | 𝑔* ≤ 𝑦 ≤ 𝑔*, 𝐴𝑥+𝐵𝑦 = 𝑏}
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при некотором 𝑥 ∈ 𝑋 положим 𝑦0 := 𝑔*, 𝑥
0 := 𝑓*, вычислим: 𝜔 = 𝑏−

− 𝐴𝑥0 − 𝐵𝑦0 и решим задачу линейного программирования (задачу
первой фазы задачи линейного программирования) [8]⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

−
∑︀𝑚

𝑖=1 𝑦𝑙+𝑖 → max,

𝐴(𝑖, 𝐽)𝑥(𝐽) +𝐵(𝑖,𝐾)𝑦 + 𝑐𝑖𝑙+𝑖𝑦𝑙+𝑖 = 𝑏𝑖, 𝑖 = 1,𝑚

𝑔* ≤ 𝑦 ≤ 𝑔*, 0 ≤ 𝑦𝑙+𝑖 ≤| 𝜔𝑖 |, 𝑖 = 1,𝑚, 𝑒′ = (1, 1, ..., 1),

(𝑐𝑖𝑙+𝑖 = 1 если 𝜔𝑖 ≥ 0, 𝑐𝑖𝑙+𝑖 = −1 если 𝜔𝑖 < 0, 𝑖 = 1,𝑚)

(3.5)

конечной модификацией адаптивного метода [5] с начальным опорным
планом {(𝑦0, 𝑥0, 𝑦𝑙+𝑖 =| 𝜔𝑖 |, 𝑖 = 1,𝑚),𝐾𝑜𝑝},𝐾𝑜𝑝 = {𝑙 + 1, 𝑙 + 2, ..., 𝑙 +𝑚}.
Если в решении задачи (2.1) 𝑦0, 𝑥0, 𝑦0𝑠𝑣, (𝑦0𝑠𝑣 = (𝑦0𝑙+𝑖, 𝑖 = 1,𝑚))′ отлично
от нуля, то ∀𝑥 ∈ 𝑋,𝑌 (𝑥) = ∅. В противном случае переходим к шагу 2.

Шаг 2. Решим задачу⎧⎪⎨⎪⎩
𝑥1 + 𝑥2 → max,

𝐴𝑥+𝐵𝑦 = 𝑏,

𝑔* ≤ 𝑦 ≤ 𝑔*, 𝑓* ≤ 𝑥 ≤ 𝑓*,
(3.6)

конечной модификацией адаптивного метода [5] с начальным опорным
планом {(𝑦0, 𝑥0),𝐾0

𝑜𝑝}. Решение задачи (2.2) обозначим через (𝑦0, 𝑥0) и
переходим к шагу 3.

Шаг 3. Решим задачу ⎧⎪⎨⎪⎩
𝑑′𝑦 → max,

𝐵𝑦 = 𝑏−𝐴𝑥0,
𝑔* ≤ 𝑦 ≤ 𝑔*

(3.7)

конечной модификацией адаптивного метода [5] с начальным опорным
планом {𝑦0,𝐾0

𝑜𝑝}. Решение задачи (3.1) обозначим через 𝑦0, а через
𝐾𝑜𝑝 — опору, идентифицирующую оптимальность 𝑦0. Положим 𝐾𝑝

𝑜𝑝 :=

𝐾𝑜𝑝,𝐾
𝑝
𝑜𝑝 := 𝐾𝑜𝑝 и построим множества (решим систему из𝑚 неравенств

с двумя переменными):

𝑆𝐾𝑜𝑝 = {𝑥 | 𝑓* ≤ 𝑥 ≤ 𝑓*, 𝑔*(𝐾𝑜𝑝) ≤ [𝐵(𝐼,𝐾𝑜𝑝)]
−1[𝑏(𝐼)−

−𝐴(𝐼, 𝐽)𝑥(𝐽)−𝐵(𝐼,𝐾𝑛)𝑦
0(𝐾𝑛)] ≤ 𝑔*(𝐾𝑜𝑝)}.

Решение системы (3.1) при 𝑥 ∈ 𝑆𝐾𝑜𝑝 определим следующим обра-
зом: 𝑦 = (𝑦(𝐾𝑜𝑝), 𝑦

0(𝐾𝑛)), 𝑦(𝐾𝑜𝑝) = [𝐵(𝐼,𝐾𝑜𝑝)]
−1[𝑏(𝐼) − 𝐴(𝐼, 𝐽)𝑥(𝐽) −

𝐵(𝐼,𝐾𝑛)𝑦
0(𝐾𝑛)],𝐾𝑛 = 𝐾∖𝐾𝑜𝑝.

Построим 𝐾𝑘𝑟 = {𝑘 ∈ 𝐾𝑜𝑝|𝑦𝑘 = 𝑔*𝑘 либо 𝑦𝑘 = 𝑔*𝑘} (индексы
𝑘 ∈ 𝐾𝑜𝑝, при которых 𝑦𝑘 = 𝑔*𝑘 и 𝑦𝑘 = 𝑔*𝑘 будем «дважды» вносить
в множество 𝐾𝑘𝑟). Если 𝐾𝑘𝑟 = ∅, то остановим процесс решения рас-
сматриваемой задачи. В противном случае положим 𝜏 = 1 и переходим
к шагу 4.
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Шаг 4. Выберем некоторое 𝑘0 ∈ 𝐾𝑘𝑟. Положим 𝑧𝑘0 = 1, если 𝑦𝑘0 =
= 𝑔*𝑘0 ; 𝑧𝑘0 = −1, если 𝑦𝑘0 = 𝑔*𝑘0 ; 𝑧𝑘 = 0, 𝑘 ∈ 𝐾𝑜𝑝∖{𝑘0}, и вычислим:

𝑧′(𝐾𝑛) = 𝑧′(𝐾𝑜𝑝)[𝐵(𝐼,𝐾𝑜𝑝)]
−1𝐵(𝐼,𝐾𝑛),

𝛿′(𝐾) = 𝜇′(𝐼)𝐵(𝐼,𝐾)− 𝑑′(𝐾), 𝜇′(𝐼) = 𝑑′(𝐾𝑜𝑝)[𝐵(𝐼,𝐾𝑜𝑝)]
−1,

𝜎𝑘 =

{︃
−𝛿𝑘/𝑧𝑘, если 𝑘 ∈ 𝐾+

𝑛 и 𝑧𝑘 < 0 или 𝑘 ∈ 𝐾−
𝑛 и 𝑧𝑘 > 0;

∞, если 𝑘 ∈ 𝐾+
𝑛 и 𝑧𝑘 ≥ 0 или 𝑘 ∈ 𝐾−

𝑛 и 𝑧𝑘 ≤ 0,

𝐾+
𝑛 = {𝑘 ∈ 𝐾𝑛|𝛿𝑘 ≥ 0},𝐾−

𝑛 = {𝑘 ∈ 𝐾𝑛|𝛿𝑘 ≤ 0},
𝐾𝑛 = 𝐾−

𝑛 ∪𝐾+
𝑛 ,𝐾

−
𝑛 ∩𝐾+

𝑛 = ∅.
Найдем 𝜎𝑘* = 𝑚𝑖𝑛𝜎𝑘, 𝑘 ∈ 𝐾𝑛. Переходим к шагу 5.

Шаг 5. Построим множества 𝐾* = {𝑘 ∈ 𝐾𝑛 | 𝜎𝑘* = 𝜎𝑘, 𝜎𝑘* < ∞}.
Если 𝐾* = ∅, то исключим элемент 𝑘0 из 𝐾𝑘𝑟. Если 𝐾𝑘𝑟 = ∅ и 𝜏 = 1,
то остановим процесс решения рассматриваемой задачи. Если 𝐾𝑘𝑟 ̸= ∅,
то переходим к шагу 4. В случае 𝐾* ̸= ∅ для каждого 𝑘 ∈ 𝐾* построим
множества𝐾*

𝑜𝑝 = 𝐾𝑜𝑝�{𝑘0}∪{𝑘} и элементы из них, не принадлежащие
множествам 𝐾𝑝

𝑜𝑝, добавим в множества 𝐾𝑝
𝑜𝑝,𝐾

𝑝
𝑜𝑝 := 𝐾𝑜𝑝∪𝐾*

𝑜𝑝. Значение
𝜏 увеличиваем до количества таких множеств. Исключим элемент 𝑘0
(если включили этот элемент «один» раз) из 𝐾𝑘𝑟. Положим 𝐾𝑘𝑟 :=
𝐾𝑘𝑟�{𝑘0}. Если 𝐾𝑘𝑟 ̸= ∅, то переходим к шагу 4. В противном случае
переходим к шагу 6.

Шаг 6. Если для всех 𝐾𝑜𝑝 ∈ 𝐾𝑝
𝑜𝑝 построены 𝑆𝐾𝑜𝑝 , то остановим

процесс решения рассматриваемой задачи. В противном случае при
опоре 𝐾𝑜𝑝 ∈ 𝐾𝑝

𝑜𝑝,𝐾𝑜𝑝∈𝐾𝑝
𝑜𝑝 построим множества (решим систему из 𝑚

неравенств с двумя переменными):

𝑆𝐾𝑜𝑝 = {𝑥 | 𝑓* ≤ 𝑥 ≤ 𝑓*, 𝑔*(𝐾𝑜𝑝) ≤ [𝐵(𝐼,𝐾𝑜𝑝)]
−1[𝑏(𝐼)−

−𝐴(𝐼, 𝐽)𝑥(𝐽)−𝐵(𝐼,𝐾𝑛)𝑦
0(𝐾𝑛)] ≤ 𝑔*(𝐾𝑜𝑝)}

𝑦0(𝐾𝑛) = (𝑦0𝑘, 𝑘 ∈ 𝐾𝑛 = 𝐾∖𝐾𝑜𝑝),

𝑦0𝑘 = 𝑔*𝑘, если 𝑘 ∈ 𝐾+
𝑛 = {𝑘 ∈ 𝐾𝑛|𝛿𝑘 ≥ 0},

𝑦0𝑘 = 𝑔*𝑘, если 𝑘 ∈ 𝐾−
𝑛 = {𝑘 ∈ 𝐾𝑛|𝛿𝑘 ≤ 0},

𝐾𝑛 = 𝐾+
𝑛 ∪𝐾−

𝑛 ,𝐾
+
𝑛 ∩𝐾−

𝑛 = ∅,
𝛿′(𝐾) = 𝜇′(𝐼)𝐵(𝐼,𝐾)− 𝑑′(𝐾), 𝜇′(𝐼) = 𝑑′(𝐾𝑜𝑝)[𝐵(𝐼,𝐾𝑜𝑝)]

−1.

Решение системы (3.1) при 𝑥 ∈ 𝑆𝐾𝑜𝑝 определим следующим обра-
зом: 𝑦 = (𝑦(𝐾𝑜𝑝), 𝑦

0(𝐾𝑛)), 𝑦(𝐾𝑜𝑝) = [𝐵(𝐼,𝐾𝑜𝑝)]
−1[𝑏(𝐼) − 𝐴(𝐼, 𝐽)𝑥(𝐽) −

𝐵(𝐼,𝐾𝑛)𝑦
0(𝐾𝑛)],𝐾𝑛 = 𝐾∖𝐾𝑜𝑝. Положим 𝐾𝑝

𝑜𝑝 := 𝐾𝑝
𝑜𝑝 ∪ 𝐾𝑜𝑝. Построим

𝐾𝑘𝑟 = {𝑘 ∈ 𝐾𝑜𝑝|𝑦𝑘 = 𝑔*𝑘 либо 𝑦𝑘 = 𝑔*𝑘} (индексы 𝑘 ∈ 𝐾𝑜𝑝, при
которой 𝑦𝑘 = 𝑔*𝑘 и 𝑦𝑘 = 𝑔*𝑘 будем «дважды» вносить в множество 𝐾𝑘𝑟).
Переходим к шагу 7.

Известия Иркутского государственного университета.
Серия «Математика». 2026. Т. 56. С. 33–46
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Шаг 7. Выберем некоторое 𝑘0 ∈ 𝐾𝑘𝑟. Положим 𝑧𝑘0 = 1, если 𝑦𝑘0 =
= 𝑔*𝑘0 ; 𝑧𝑘0 = −1, если 𝑦𝑘0 = 𝑔*𝑘0 ; 𝑧𝑘 = 0, 𝑘 ∈ 𝐾𝑜𝑝∖{𝑘0}, и вычислим:

𝑧′(𝐾𝑛) = 𝑧′(𝐾𝑜𝑝)[𝐵(𝐼,𝐾𝑜𝑝)]
−1𝐵(𝐼,𝐾𝑛),

𝛿′(𝐾) = 𝜇′(𝐼)𝐵(𝐼,𝐾)− 𝑑′(𝐾), 𝜇′(𝐼) = 𝑑′(𝐾𝑜𝑝)[𝐵(𝐼,𝐾𝑜𝑝)]
−1,

𝜎𝑘 =

{︃
−𝛿𝑘/𝑧𝑘, если 𝑘 ∈ 𝐾+

𝑛 и 𝑧𝑘 < 0 или 𝑘 ∈ 𝐾−
𝑛 и 𝑧𝑘 > 0;

∞, если 𝑘 ∈ 𝐾+
𝑛 и 𝑧𝑘 ≥ 0 или 𝑘 ∈ 𝐾−

𝑛 и 𝑧𝑘 ≤ 0,

𝐾+
𝑛 = {𝑘 ∈ 𝐾𝑛|𝛿𝑘 ≥ 0},𝐾−

𝑛 = {𝑘 ∈ 𝐾𝑛|𝛿𝑘 ≤ 0},
𝐾𝑛 = 𝐾−

𝑛 ∪𝐾+
𝑛 ,𝐾

−
𝑛 ∩𝐾+

𝑛 = ∅.

Найдем 𝜎𝑘* = 𝑚𝑖𝑛𝜎𝑘, 𝑘 ∈ 𝐾𝑛. Переходим к шагу 8.
Шаг 8. Построим множества 𝐾* = {𝑘 ∈ 𝐾𝑛 | 𝜎𝑘* = 𝜎𝑘, 𝜎𝑘* < ∞}.

Если 𝐾* = ∅, то исключим (если включили этот элемент «один» раз)
элемент 𝑘0 из 𝐾𝑘𝑟. Если 𝐾𝑘𝑟 = ∅, то переходим к шагу 6. Если 𝐾𝑘𝑟 ̸= ∅,
то переходим к шагу 7. В случае 𝐾* ̸= ∅ для каждого 𝑘 ∈ 𝐾* построим
множества𝐾*

𝑜𝑝 = 𝐾𝑜𝑝�{𝑘0}∪{𝑘} и элементы из них, не принадлежащие
множествам 𝐾𝑝

𝑜𝑝 добавим в множества 𝐾𝑝
𝑜𝑝,𝐾

𝑝
𝑜𝑝 := 𝐾𝑜𝑝 ∪𝐾*

𝑜𝑝. Значение
𝜏 увеличиваем до количества таких множеств. Исключим элемент 𝑘0 из
𝐾𝑘𝑟. Положим 𝐾𝑘𝑟 := 𝐾𝑘𝑟�{𝑘0}. Если 𝐾𝑘𝑟 ̸= ∅, то переходим к шагу
7. В противном случае переходим к шагу 6.

Утверждение 1. Матрицы 𝐵(𝐼,𝐾0
𝑜𝑝) (𝐵(𝐼,𝐾𝑜𝑝)) в ходе работы ал-

горитма всегда являются невырожденными.

Действительно, существует 𝐾0
𝑜𝑝, при которой det𝐵(𝐼,𝐾𝑜𝑝) ̸= 0, по-

скольку rank𝐵 = 𝑚. В шаге 1 начальная матрица 𝐵(𝐼,𝐾𝑜𝑝) являет-
ся единичной матрицей, а при переходе от одной 𝐾𝑜𝑝 к другой 𝐾𝑜𝑝

матрица 𝐵(𝐼,𝐾𝑜𝑝) при решении задач (2.1), (2.2), (3.1) является невы-
рожденной [5]. Матрица 𝐵(𝐼,𝐾𝑜𝑝) в других случаях также является
невырожденной, поскольку [5;24]

(𝐵(𝐼,𝐾𝑜𝑝))
−1(𝐵(𝐼,𝐾𝑜𝑝))

−1−
−(𝐵(𝐼,𝐾𝑜𝑝))

−1(𝐵(𝐼, 𝑘*)−𝐵(𝐼, 𝑘0))𝑒
′
𝑘0(𝐵(𝐼,𝐾𝑜𝑝))

−1/𝑧𝑘* .

3.2. Обоснование алгоритма

Определение 3. Переход от одной опоры 𝐾𝑜𝑝 задачи (2.1) ((2.2)
или (3.1)) к другой опоре 𝐾𝑜𝑝 задачи (2.1) ((2.2) или (3.1)) назовем
итерацией.

Теорема 2. При любых 𝐴,𝐵, 𝑏, 𝑓*, 𝑓
*, 𝑔*, 𝑔

*,𝑚 < ∞, 𝑙 < ∞ алгоритм
через конечное число итераций либо определяет, что ∀𝑥 ∈ 𝑋,𝑌 (𝑥) =
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∅, либо для каждого параметра 𝑥 ∈ 𝑋, при котором 𝑌 (𝑥) ̸= ∅ стро-
ит 𝑌 (𝑥), т. е. решает систему линейных уравнений 𝐴𝑥 + 𝐵𝑦 = 𝑏 в
параллелепипеде 𝑔* ≤ 𝑦 ≤ 𝑔* путем разбиения 𝑆 = {𝑥 ∈ 𝑋|𝑌 (𝑥) ̸= ∅}
на множества

𝑆𝐾𝛼
𝑜𝑝

= {𝑥 | 𝑓* ≤ 𝑥 ≤ 𝑓*, 𝑔*(𝐾𝛼
𝑜𝑝) ≤ [𝐵(𝐼,𝐾𝛼

𝑜𝑝)]
−1[𝑏(𝐼)−

−𝐴(𝐼, 𝐽)𝑥(𝐽)−𝐵(𝐼,𝐾𝑛)𝑦
0(𝐾𝛼

𝑛 )] ≤ 𝑔*(𝐾𝛼
𝑜𝑝)}, 𝛼 = 1, 𝜏

так, что 𝑆 = ∪𝜏𝛼=1𝑆𝐾𝛼
𝑜𝑝

. 𝑆 является выпуклым множеством, притом
𝑆𝐾𝑖

𝑜𝑝
, 𝑆

𝐾𝑗
𝑜𝑝
, 𝑖 ̸= 𝑗, 𝑖, 𝑗 = 1, 𝜏 могут иметь только общие границы. Ре-

шение системы (3.1) при 𝑥 ∈ 𝑆𝛼𝐾𝑜𝑝
, 𝛼 = 1, 𝜏 определяются следующим

образом:

𝑦 = (𝑦(𝐾𝛼
𝑜𝑝), 𝑦

0(𝐾𝛼
𝑛 )),

𝑦(𝐾𝛼
𝑜𝑝) = [𝐵(𝐼,𝐾𝛼

𝑜𝑝)]
−1[𝑏(𝐼)−𝐴(𝐼, 𝐽)𝑥(𝐽)−𝐵(𝐼,𝐾𝛼

𝑛 )𝑦
0(𝐾𝛼

𝑛 )],

𝐾𝛼
𝑛 = 𝐾∖𝐾𝛼

𝑜𝑝, 𝛼 = 1, 𝜏 .

(3.8)

Здесь 𝑦0(𝐾𝛼
𝑛 ) – неопорные компоненты решения задачи (3.1) при 𝑥 ∈

𝑆𝛼𝐾𝑜𝑝
, 𝛼 = 1, 𝜏 .

Доказательство. Действительно, для итерации алгоритма возможны
следующие варианты последовательности шагов: а)1; б)1–3; в)1–3,
(4,5)+; г)1–3,(4,5)+,(6,7,8)+; д)1-3,(4,5)+,(6,(7,8)+)+. В случае а) опре-
деляется, что ∀𝑥 ∈ 𝑋,𝑌 (𝑥) = ∅. В остальных случаях для каждого
параметра 𝑥 ∈ 𝑋, при котором 𝑌 (𝑥) ̸= ∅ алгоритм строит 𝑌 (𝑥) (т. е.
решает систему линейных уравнений 𝐴𝑥 + 𝐵𝑦 = 𝑏 в параллелепипе-
де 𝑔* ≤ 𝑦 ≤ 𝑔*). Конечность алгоритма следует из конечности числа
итерации решения задач (2.1),(2.2),(3.1), а также из конечности опор
𝐾𝑜𝑝 ∈ 𝐾𝑝

𝑜𝑝 (не более 𝐶𝑚𝑙 = [(𝑙)!]/[𝑚!(𝑙 − 𝑚)!]) для построения обла-
стей 𝑆𝐾𝑜𝑝 . Согласно [7; 8] , если оптимальная опора невырождена, т. е.
𝑔*𝑘 < 𝑦𝑘 < 𝑔*𝑘, 𝑘 ∈ 𝐾𝑜𝑝, то она единственна. Следовательно на области
𝑆𝐾𝑜𝑝 задача (3.2) обладает свойством: для любой внутренней точки 𝑥
области 𝑆𝐾𝑜𝑝 опора𝐾𝑜𝑝 остается оптимальной опорой задачи (3.2), а для
граничных точек этой области могут быть и другие оптимальные опоры
𝐾*
𝑜𝑝 [7; 15]. Таким образом, две области 𝑆𝑖𝐾𝑜𝑝

, 𝑆
𝐾𝑗

𝑜𝑝
, 𝑖 ̸= 𝑗, соответствую-

щие двум оптимальным опорам задачи (3.2), могут иметь только общие
границы. В этом случае опоры 𝐾𝑖

𝑜𝑝,𝐾
𝑗
𝑜𝑝 отличаются на один элемент.

Теперь докажем, что 𝑆 выпукло. Действительно, пусть 𝑥𝑖 ∈ 𝑆, 𝑖 =
1, 2. Покажем, что ∀𝜆 ∈ [0, 1], 𝑥(𝜆) = 𝜆𝑥1 + (1 − 𝜆)𝑥2 ∈ 𝑆. Поскольку
𝑌 (𝑥𝑖) ̸= ∅, 𝑖 = 1, 2, то ∃𝑦1, 𝑦2, 𝑔* ≤ 𝑦1 ≤ 𝑔*, 𝐴𝑥1 + 𝐵𝑦1 = 𝑏, 𝑔* ≤ 𝑦2 ≤
𝑔*, 𝐴𝑥2+𝐵𝑦2 = 𝑏.Отсюда имеем 𝑔* ≤ 𝜆𝑦1+(1−𝜆)𝑦2 ≤ 𝑔*, 𝐴𝑥(𝜆)+𝐵(𝜆𝑦𝑖+
(1 − 𝜆)𝑦𝑗) = 𝑏, который означает, что 𝑥(𝜆) ∈ 𝑆. Путем подстановки
убеждаемся, что 𝑦, определенная по (3.2), является решением системы
(3.1) при 𝑥 ∈ 𝑆𝛼𝐾𝑜𝑝

, 𝛼 = 1, 𝜏 .

Известия Иркутского государственного университета.
Серия «Математика». 2026. Т. 56. С. 33–46
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Замечание 1. Множества 𝑆
𝐾𝑗

𝑜𝑝
, 𝑆

𝐾𝑗
𝑜𝑝
, 𝑖 ̸= 𝑗, 𝑖, 𝑗 = 1, 𝜏 могут иметь

общие границы, а для внутренних точек являются непересекающимися.

Обозначим через 𝑌 𝛼(𝑥) множества решений системы (3.1), постро-
енные по формуле (3.2) при 𝑥 ∈ 𝑆𝛼𝐾𝑜𝑝

, 𝛼 = 1, 𝜏 .

Замечание 2. Для внутренних точек множества

𝑆
𝐾𝑗

𝑜𝑝
, 𝑆

𝐾𝑗
𝑜𝑝
, 𝑖 ̸= 𝑗, 𝑖, 𝑗 = 1, 𝜏

множества 𝑌 𝑖(𝑥), 𝑌 𝑗(𝑥) являются непересекающимися.

Замечание 3. Справедливо условие 𝑌 (𝑥) = ∪𝜏𝛼=1𝑌
𝛼(𝑥), 𝑥 ∈ 𝑆.

Замечание 4. Представленный алгоритм пока не имеет инструментов
борьбы с появлением избыточных ограничений.

Пример 1. Рассмотрим задачу при следующих значениях параметров:

𝑙 = 5, 𝑓* = (−12;−22)′, 𝑓* = (3; 5)′,

𝑔* = (0; 0; 0; 0; 0)′, 𝑔* = (6; 6; 100; 100; 100)′,

𝐴 =

(︂ 1 −1
−1 2
2 1

)︂
, 𝐵 =

(︂ −1 1 1 0 0
1 1 0 1 0
1 −1 0 0 1

)︂
, 𝑏 = (4; 10; 2)′.

Применяя описанный алгоритм, определяем:

𝐾1
𝑜𝑝 = {1, 2, 3}, 𝑆𝐾1

𝑜𝑝
= {𝑥 ∈ R2|0 ≤ 6− 𝑥1/2− 3𝑥2/2 ≤ 6;−12 ≤ 𝑥1 ≤ 3;

0 ≤ 4 + 3𝑥1/2− 𝑥2/2 ≤ 6; 0 ≤ 6− 3𝑥1 ≤ 100;−22 ≤ 𝑥2 ≤ 5}.

Для 𝑥 ∈ 𝑆𝐾1
𝑜𝑝
, 𝑦1 = 6− 𝑥1/2− 3𝑥2/2; 𝑦2 = 4 + 3𝑥1/2− 𝑥2/2; 𝑦3 =

= 6− 3𝑥1, 𝑦4 = 0, 𝑦5 = 0.

𝐾2
𝑜𝑝 = {2, 3, 4}, 𝑆𝐾2

𝑜𝑝
= {𝑥 ∈ R2|0 ≤ 4 + 2𝑥1 + 𝑥2 ≤ 6; 0 ≤ 6− 3𝑥1 ≤ 100;

0 ≤ −𝑥1 − 3𝑥2 ≤ 100;−12 ≤ 𝑥1 ≤ 3;−22 ≤ 𝑥2 ≤ 5}.

Для 𝑥 ∈ 𝑆𝐾2
𝑜𝑝
, 𝑦1 = 6; 𝑦2 = 4+2𝑥1+𝑥2, 𝑦3 = 6−3𝑥1, 𝑦4 = −𝑥1−3𝑥2, 𝑦5 = 0;

𝐾3
𝑜𝑝 = {1, 3, 5}, 𝑆𝐾3

𝑜𝑝
= {𝑥 ∈ R2|0 ≤ 10 + 𝑥1 − 2𝑥2 ≤ 6; 0 ≤ 14− 𝑥2 ≤ 100;

0 ≤ −8− 3𝑥1 + 𝑥2 ≤ 100;−12 ≤ 𝑥1 ≤ 3;−22 ≤ 𝑥2 ≤ 5}.

Для 𝑥 ∈ 𝑆𝐾3
𝑜𝑝
, 𝑦1 = 10 + 𝑥1 − 2𝑥2; 𝑦2 = 0; 𝑦3 = 14− 𝑥2, 𝑦4 = 0, 𝑦5 =

= −8− 3𝑥1 + 𝑥2.
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𝐾4
𝑜𝑝 = {1, 3, 4}, 𝑆𝐾4

𝑜𝑝
= {𝑥 ∈ R2|0 ≤ 8− 2𝑥1 − 𝑥2 ≤ 6; 0 ≤ 6− 3𝑥1 ≤ 100;

0 ≤ −4 + 3𝑥1 − 𝑥2 ≤ 100;−12 ≤ 𝑥1 ≤ 3;−22 ≤ 𝑥2 ≤ 5}.

Для 𝑥 ∈ 𝑆𝐾4
𝑜𝑝
, 𝑦1 = 8− 2𝑥1 − 𝑥2; 𝑦2 = 6; 𝑦3 = 6− 3𝑥1, 𝑦5 = 0, 𝑦4 =

= −4 + 3𝑥1 − 𝑥2.

𝐾5
𝑜𝑝 = {3, 4, 5}, 𝑆𝐾5

𝑜𝑝
= {𝑥 ∈ R2|0 ≤ 10− 𝑥1 + 𝑥2 ≤ 100;−12 ≤ 𝑥1 ≤ 3;

0 ≤ 4 + 𝑥1 − 2𝑥2 ≤ 100; 0 ≤ −4− 2𝑥1 − 𝑥2 ≤ 100;−22 ≤ 𝑥2 ≤ 5}.

Для 𝑥 ∈ 𝑆𝐾5
𝑜𝑝
, 𝑦1 = 6; 𝑦2 = 0; 𝑦3 = 10− 𝑥1 + 𝑥2, 𝑦4 = 4+ 𝑥1 − 2𝑥2, 𝑦5 =

= −4− 2𝑥1 − 𝑥2;

Рис. 1.

На рисунке приведены области 𝑆𝐾𝑖
𝑜𝑝
, 𝑖 = 1, 5.
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4. Заключение

Предложен и обоснован алгоритм построения решений в параллеле-
пипеде системы линейных уравнений, зависящей от параметра, задан-
ного в прямоугольнике. Алгоритм основан на решении не более трех за-
дач линейного программирования и построении конечного числа закры-
тых выпуклых многогранников, при параметрах из которых системы
линейных уравнений имеют решения. Для построения соседней области
к границе некоторого закрытого выпуклого многогранника использу-
ется теория двойственности линейного программирования. Результаты
работы могут служить инструментами решения определенного класса
задач, связанных с теорией игр (исследование игр двух лиц) [1; 16] и с
теорией линейных управляемых систем (построение информационных
множеств и множеств достижимости) [2; 18].

Выражаю благодарность рецензенту за ценные советы и замечания,
способствующие улучшению качества статьи.
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