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Аннотация: Требуется составить расписание выполнения работ на машинах. Каж-
дая работа характеризуется объемом и числом используемых машин. Минимизиру-
ется максимальное временное смещение от заданных директивных сроков работ.
Длительности работ зависят от потребления ресурса через выпуклую функцию.
Общий доступный объем ресурса ограничен. Для задачи исследуется ее алгорит-
мическая сложность и предлагаются методы приближенного решения в частных
случаях. Строятся модели математического программирования, позволяющие полу-
чить новые свойства расписаний.
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1. Введение

Требуется составить расписание выполнения 𝑛 работ на 𝑚 машинах.
Для каждой работы 𝑗, 𝑗 ∈ 𝐽 = {1, . . . , 𝑛}, задан объем работы𝑊𝑗 , число
требуемых машин 𝑠𝑖𝑧𝑒𝑗 и директивный срок 𝑑𝑗 . Считается, что𝑊𝑗 — это
объем работы 𝑗 ∈ 𝐽 на каждой из 𝑠𝑖𝑧𝑒𝑗 машин и все задействованные
при выполнении работы 𝑗 машины должны делать ее одновременно. За-
дача рассматривается как в варианте с прерываниями, так и в варианте
без прерываний.

Длительность работы 𝑝𝑗 зависит от объема потребляемого ресур-
са 𝑟𝑗 по правилу 𝑝𝑗(𝑟𝑗) =

(𝑊𝑗)
𝜅+1

(𝑟𝑗)𝜅
, где 0 < 𝜅 ≤ 1 — заданная кон-

станта. Общий объем ресурса ограничен в совокупности величиной 𝑅.
В задаче минимизируется максимальное временное смещение 𝐿max =
max𝑗∈𝐽{𝐶𝑗 − 𝑑𝑗}, где 𝐶𝑗 — момент окончания работы 𝑗. Будем обо-
значать через 𝑃 |𝑠𝑖𝑧𝑒𝑗 , 𝑟𝑒𝑠|𝐿max (𝑃 |𝑠𝑖𝑧𝑒𝑗 , 𝑝𝑚𝑡𝑛, 𝑟𝑒𝑠|𝐿max) вариант задачи
без прерываний (с прерываниями).

Интенсивность выполнения (скорость) работы 𝑗 вычисляется как
𝑠𝑗 :=

𝑊𝑗

𝑝𝑗
=

𝑊𝑗(𝑟𝑗)
𝜅

(𝑊𝑗)𝜅+1 =
(︁
𝑟𝑗
𝑊𝑗

)︁𝜅
.
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Интенсивность потребления ресурса работой 𝑗 на каждой задейство-

ванной машине вычисляется как 𝑣𝑗 :=
𝑟𝑗
𝑝𝑗

=
𝑟𝑗(𝑟𝑗)

𝜅

(𝑊𝑗)𝜅+1 =
(︁
𝑟𝑗
𝑊𝑗

)︁𝜅+1
. Тогда

𝑣𝑗 = (𝑠𝑗)
𝜅+1
𝜅 , 𝑗 ∈ 𝐽 .

С помощью сводимости задачи Разбиение [5] можно показать NP-
трудность задачи без прерываний уже при двух машинах и задачи с
прерываниями при произвольном числе машин, используя подход из [9].

Задачи, в которых потребление ресурса задается выпуклой функци-
ей, а критерием выступает минимизация длины расписания, рассмат-
ривались в [13;14]. Здесь исследовались варианты задачи с параллель-
ными однородными машинами и системами поточного типа, выделены
полиномиально разрешимые случаи и предложены методы решения.

Частным случаем является задача составления расписаний в ком-
пьютерных системах, где учитывается расход энергии, определяемый
выпуклой функцией [6]. Для различных вариантов этой задачи исследо-
вана алгоритмическая сложность и предложены алгоритмы с гаранти-
рованной оценкой точности в случае последовательных работ. Однома-
шинный вариант задачи с учетом расхода энергии и критерием 𝐿max, а
также агрегированным критерием 𝐿max и расход энергии детально про-
анализирован в [2], предложены полиномиальные алгоритмы. Разрабо-
таны и экспериментально исследованы полиномиальные приближенные
алгоритмы для одного или двух процессоров при учете расхода энер-
гии с критерием 𝐿max [1]. Подходы к решению задачи с минимизацией
расхода энергии при возможности распараллеливания (модель с конфи-
гурациями работ и метод эллипсоидов, конструктивные двухэтапные
алгоритмы) предложены в [9–11].

Полиномиально разрешимые и NP-трудные случаи задачи open-shop
с учетом расхода энергии выделены в [15], здесь же рассмотрен агреги-
рованный критерий учета длины расписания и потребления энергии.

В настоящей статье предлагаются методы решения на основе кон-
структивных алгоритмов, методов математического программирования
и эволюционных вычислений для многомашинных вариантов задачи с
учетом расхода ресурса, задаваемого выпуклой функцией и критерием
минимизации максимального временного смещения.

2. Задача с прерываниями

Дискретное множество скоростей. Предположим, что множе-
ство скоростей выполнения работ дискретно и работы упорядочены по
неубыванию директивных сроков 𝑑1 ≤ 𝑑2 ≤ · · · ≤ 𝑑𝑛.

Под конфигурацией 𝑐 ∈ 𝐶 будем понимать подмножество работ,
которые могут выполняться одновременно с учетом числа используе-
мых машин, совместно с заданными скоростями работ (𝑠𝑗,𝑐 — скорость
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работы 𝑗 в конфигурации 𝑐). Пусть 𝐶𝑙 обозначает подмножество конфи-
гураций, состоящих из работ подмножества 𝐽𝑙 := {𝑙, 𝑙+1, . . . , 𝑛}. Введем
интервалы 𝐼𝑙 = [𝑑𝑙−1 + 𝐿, 𝑑𝑙 + 𝐿], 𝑙 = 2, . . . , 𝑛 и 𝐼1 = [𝑑0 := 0, 𝑑1 +
𝐿]. Здесь 𝐿 ≥ 0 — вещественная переменная, отвечающая за макси-
мальное временное смещение. Также введем вещественные переменные
𝑥𝑙𝑐 ≥ 0 — длительность каждой работы конфигурации 𝑐 в интервале 𝐼𝑙,
𝑙 = 1, . . . , 𝑛. Суммарная интенсивность потребления ресурса в единицу
времени в конфигурации 𝑐 ∈ 𝐶 составляет 𝑣𝑐 =

∑︀
𝑗∈𝑐 𝑠𝑖𝑧𝑒𝑗(𝑠𝑗,𝑐)

𝜅+1
𝜅 .

Модель выпуклого программирования записывается следующим об-
разом:

𝐿→ min,∑︀
𝑐∈𝐶1

𝑥1𝑐 ≤ 𝑑1 − 𝑑0 + 𝐿,∑︀
𝑐∈𝐶𝑙

𝑥𝑙𝑐 ≤ 𝑑𝑙 − 𝑑𝑙−1, 𝑙 = 2, . . . , 𝑛,∑︀𝑛
𝑙=1

∑︀
𝑐∈𝐶𝑙: 𝑗∈𝑐

𝑥𝑙𝑐𝑠𝑗,𝑐
𝑊𝑗
≥ 1, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛,∑︀𝑛

𝑙=1

∑︀
𝑐∈𝐶𝑙

𝑣𝑐𝑥
𝑙
𝑐 ≤ 𝑅,

𝑥𝑙𝑐 ≥ 0, 𝐿 ≥ 0, 𝑙 = 1, . . . , 𝑛, 𝑐 ∈ 𝐶𝑙.

Данная задача полиномиально разрешима с помощью метода эллип-
соидов с отделяющим оракулом (см., например, [7]). Действительно,
в [7] показано, что если двойственная задача линейного программирова-
ния разрешима за полиномиальное время, то прямая задача также мо-
жет быть решена за полиномиальное время. Рассмотрим двойственную
задачу линейного программирования:∑︀𝑛

𝑙=1(𝑑𝑙−1 − 𝑑𝑙)𝑦𝑙 +
∑︀

𝑗∈𝒥 𝑧𝑗 −𝑅𝜇→ max,

𝑦1 = 1,∑︀
𝑗∈𝑐

𝑠𝑗,𝑐𝑧𝑗
𝑊𝑗
− 𝑦𝑙 − 𝑣𝑐𝜇 ≤ 0, 𝑐 ∈ 𝐶𝑙, 𝑙 = 1, . . . , 𝑛,

𝑧𝑗 ≥ 0, 𝑗 ∈ 𝒥 , 𝑦𝑙 ≥ 0, 𝑙 = 1, . . . , 𝑛, 𝜇 ≥ 0.

Двойственная задача имеет 𝑂(𝑛) переменных и экспоненциальное
число ограничений. Отделяющий оракул — это алгоритм, который при
заданном решении задачи линейного программирования определяет, до-
пустимо это решние или нет, и в случае отрицательного ответа иден-
тифицирует нарушенное ограничение. Далее будут построены полино-
миальные отделяющие оракулы для двойственной задачи линейного
программирования. Поэтому двойственная задача может быть решена
методом эллипсоидов за полиномиальное время (см. [7]). Таким обра-
зом, оптимальное решение с заданной точностью 𝜀 > 0 может быть
найдено для исходной (прямой) задачи за полиномиальное время.

Отделяющий оракул для двойственной задачи линейного програм-
мирования работает следующим образом. Для поиска нарушенного ог-
раничения для каждого 𝑙 = 1, . . . , 𝑛 достаточно найти максимум среди
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значений
∑︀

𝑗∈𝑐(
𝑠𝑗,𝑐𝑧𝑗
𝑊𝑗
− 𝑠𝑖𝑧𝑒𝑗(𝑠𝑗,𝑐)

𝜅+1
𝜅 𝜇) ≤ 𝑦𝑙, 𝑐 ∈ 𝐶𝑙, 𝑙 = 1, . . . , 𝑛, по всем

конфигурациям 𝑐 ∈ 𝐶𝑙. Если это максимальное значение больше (𝑦𝑙),
то имеет место нарушенное ограничение. В противном случае решение
двойственной задачи допустимо.

Для каждой работы 𝑗 ∈ 𝐽𝑙 величина (
𝑠𝑗,𝑐𝑧𝑗
𝑊𝑗
−𝑠𝑖𝑧𝑒𝑗(𝑠𝑗,𝑐)

𝜅+1
𝜅 𝜇) достигает

максимального значения при дискретном значении 𝑠′𝑗 , которое отыски-
вается как одна из двух ближайших дискретных скоростей к значению(︁

𝑧𝑗𝜅
(𝜅+1)𝑊𝑗𝑠𝑖𝑧𝑒𝑗𝜇

)︁𝜅
.

Для работы 𝑗 дискретное значение 𝑠′𝑗 вычисляется с помощью бинар-
ного поиска за время, полиномиальное от длины входа задачи. В итоге
необходимо найти конфигурацию 𝑐 ∈ 𝐶𝑙, при которой максимизирует-
ся
∑︀

𝑗∈𝑐

(︁
𝑠′𝑗𝑧𝑗
𝑊𝑗
− 𝑠𝑖𝑧𝑒𝑗(𝑠′𝑗)

𝜅+1
𝜅 𝜇
)︁
. Задача максимизации этого выражения

сводится к одномерной задаче о рюкзаке:∑︀
𝑗∈𝒥 𝑏𝑗𝑦𝑗 → max,∑︀
𝑗∈𝒥 𝑎𝑗𝑦𝑗 ≤ 𝑚,

𝑦𝑗 ∈ {0, 1}, 𝑗 ∈ 𝒥𝑙,

где 𝑏𝑗 =
(︁
𝑠′𝑗𝑧𝑗
𝑊𝑗
− 𝑠𝑖𝑧𝑒𝑗(𝑠′𝑗)

𝜅+1
𝜅 𝜇
)︁
и 𝑎𝑗 = 𝑠𝑖𝑧𝑒𝑗 для всех 𝑗 ∈ 𝒥𝑙. Эта задача

может быть решена с помощью алгоритма динамического программи-
рования за время, полиномиальное от 𝑚 и размера входа задачи.

Лемма 1. Для задачи 𝑃 |𝑠𝑖𝑧𝑒𝑗 , 𝑝𝑚𝑡𝑛, 𝑑𝑖𝑠𝑐𝑟, 𝑟𝑒𝑠|𝐿max можно постро-
ить оптимальное расписание за время, полиномиальное от 𝑚 и раз-
мера входа задачи.

Непрерывное множество скоростей. В случае непрерывного
множества скоростей для работ мощность 𝐶 не ограничена, поскольку
скорость выполнения работы может принимать любые действительные
значения. Выполним дискретизацию возможных значений для скоро-
сти и рассмотрим только конечное число скоростей, с которыми можно
выполнять работы. Таким образом, задача с непрерывным множеством
скоростей сводится к задаче с дискретным набором скоростей для работ.

Для дискретизации скоростей найдем нижнюю и верхнюю границу
на скорости для работ. Для получения нижней границы 𝑆𝐿𝐵 предполо-
жим, что единственная работа с суммарным объемом

∑︀
𝑗∈𝒥 𝑊𝑗𝑠𝑖𝑧𝑒𝑗 по-

требляет весь доступный объем ресурса 𝑅, тогда 𝑠𝐿𝐵=
(︁

𝑅∑︀
𝑗∈𝐽 𝑊𝑗 ·𝑠𝑖𝑧𝑒𝑗

)︁𝜅
.

Верхняя граница на скорость равна 𝑠𝑈𝐵 =
(︁

𝑅
min𝑗∈𝐽 𝑊𝑗 ·𝑠𝑖𝑧𝑒𝑗

)︁𝜅
, что соот-

ветствует случаю назначения всего объема ресурса 𝑅 работе с наимень-
шим значением 𝑗′ := argmin𝑗∈𝒥𝑊𝑗𝑠𝑖𝑧𝑒𝑗 .

Рассмотрим указанные нижнюю и верхнюю границы и константу
𝛿 > 0. Будем учитывать только скорости из набора 𝑆𝛿 = {𝑆𝐿𝐵, (1 +
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𝛿)𝑆𝐿𝐵, (1+2𝛿)𝑆𝐿𝐵, . . . , (1+𝑘𝛿)𝑆𝐿𝐵}, где 𝑘 – наименьшее целое число, та-
кое что (1+𝑘𝛿)𝑆𝐿𝐵 ≥ 𝑆𝑈𝐵. Следовательно, общее число скоростей огра-
ничено величиной 𝑘 ≤ 𝑆𝑈𝐵

𝛿𝑆𝐿𝐵
, что имеет полиномиальную зависимость от

1
𝛿 и экспоненциальную зависимость от размера входа.

Положим 𝛿 равным
(︀
1 + 𝜃

𝑅

)︀𝜅 − 1. Далее рассмотрим оптимальное
расписание и округлим скорости работ до ближайших больших дис-
кретных значений. Общее потребление ресурса увеличится, но не будет
превышать (1+𝛿)

1
𝜅𝑅 = 𝑅+𝜃. Длительности работ и максимальное вре-

менное смещение для расписания не изменятся. В результате строится
расписание с потреблением ресурса не больше 𝑅+ 𝜃.

Теорема 1. Для задачи 𝑃 |𝑠𝑖𝑧𝑒𝑗 , 𝑝𝑚𝑡𝑛, 𝑟𝑒𝑠|𝐿max расписание с потреб-
лением ресурса не более 𝑅+𝜃 можно найти за время, полиномиальное
от 𝑚, 1/𝜃 и размера входа задачи.

Задача 𝑃 |𝑠𝑖𝑧𝑒𝑗 ∈ {1,𝑚}, 𝑝𝑚𝑡𝑛, 𝑟𝑒𝑠|𝐿max. Теперь покажем полиноми-
альную разрешимость случая, когда каждая работа требует либо одну,
либо все машины.

Обозначим через 𝒥1 множество одномашинных работ, а через 𝒥𝑚
множество 𝑚-машинных работ, 𝒥 = 𝒥1 ∪ 𝒥𝑚. Также введем обозначе-
ния: 𝐽1𝑙 := {𝑗 ∈ {𝑙, 𝑙+1, . . . , 𝑛} : 𝑠𝑖𝑧𝑒𝑗 = 1}, 𝐽𝑚𝑙 := {𝑗 ∈ {𝑙, 𝑙+1, . . . , 𝑛} :
𝑠𝑖𝑧𝑒𝑗 = 𝑚} для 𝑙 = 1, . . . , 𝑛, 𝐿𝑗 = {𝑙 = 1, . . . , 𝑛 : 𝑗 ∈ 𝐽1𝑙∪𝐽𝑚𝑙} для 𝑗 ∈ 𝒥 .
Введем вещественные переменные 𝑥𝑗𝑙 ≥ 0 (длительность работы 𝑗 в 𝑙-м
интервале [𝑑𝑙−1, 𝑑𝑙)), переменную 𝐿 ≥ 0 и построим модель выпуклого
программирования:

𝐿→ min,
1
𝑚

∑︀
𝑗∈𝒥11

𝑝𝑗𝑙 ≤ 𝑑1 + 𝐿−
∑︀

𝑗∈𝒥𝑚1
𝑥𝑗1,

max𝑗∈𝒥11{𝑝𝑗1} ≤ 𝑑𝑙 + 𝐿−
∑︀

𝑗∈𝒥𝑚1
𝑥𝑗1,

1
𝑚

∑︀
𝑗∈𝒥1𝑙

𝑝𝑗𝑙 ≤ 𝑑𝑙 − 𝑑𝑙−1 −
∑︀

𝑗∈𝒥𝑚𝑙
𝑥𝑗𝑙, 𝑙 = 2, . . . , 𝑛,

max𝑗∈𝒥1𝑙
{𝑝𝑗𝑙} ≤ 𝑑𝑙 − 𝑑𝑙−1 −

∑︀
𝑗∈𝒥𝑚𝑙

𝑥𝑗𝑙, 𝑙 = 2, . . . , 𝑛,∑︀
𝑗∈𝒥1

(︁∑︀
𝑙∈𝐿𝑗

𝑝𝑗𝑙

)︁−1/𝜅
𝑊

1+1/𝜅
𝑗 +

∑︀
𝑗∈𝒥𝑚

𝑚
(︁∑︀

𝑙∈𝐿𝑗
𝑝𝑗𝑖𝑙

)︁−1/𝜅
𝑊

1+1/𝜅
𝑗 ≤ 𝑅,

𝐿 ≥ 0, 𝑥𝑗𝑙 ≥ 0, 𝑙 = 1, . . . , 𝑛, 𝑗 ∈ 𝒥 .

Представленную модель можно решить методом эллипсоидов за вре-
мя, полиномиальное от размера входа задачи. В результате получим
максимальное временное смещение и длительности фрагментов 𝑥𝑗𝑙 для
каждой работы 𝑗. Затем для каждого интервала строится допустимое
расписание, где сначала размещаются 𝑚-машинные работы, а потом
используется следующий алгоритм для одномашинных работ. В каж-
дом интервале [𝑑𝑙−1 + 𝐿+

∑︀
𝑗∈𝒥𝑚𝑙

𝑥𝑗𝑙, 𝑑𝑙 + 𝐿), независимо от остальных
(𝑑0 = 0), ставятся в расписание последовательно одномашинные рабо-
ты, порядок произволен: если некоторая работа не помещается целиком
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на текущую машину, то она прерывается и продолжает выполнение на
следующей машине.

3. Модель выпуклого программирования и полиномиально
разрешимый случай

Предположим что прерывания не допускаются, все работы имеют
𝑠𝑖𝑧𝑒𝑗 = 1, 𝑗 ∈ 𝐽, и для каждой работы указана машина и позиция, где
она выполняется:
𝑛𝑖 — число работ на машине 𝑖 ∈ 𝐼,
𝜋𝑖𝑙 — работа, выполняемая 𝑙-ой по счету на машине 𝑖, 𝑙 = 1, . . . , 𝑛𝑖.

Обозначим через 𝑇 𝑓𝑗 переменную, отвечающую за момент заверше-
ния работы 𝑗, через 𝑥𝑗 — переменную, отвечающую за длительность 𝑗,
𝑗 ∈ 𝐽 , а через 𝐿 — переменную, соответствующую максимальному вре-
менному смещению. Тогда модель выпуклого программирования может
быть записана следующим образом:

𝐿→ min,

𝐿 ≥ 𝑇 𝑓𝑗 − 𝑑𝑗 , 𝑗 ∈ 𝐽,
𝑇 𝑓
𝜋𝑖
𝑙

=
∑︀𝑙

𝑘=1 𝑥𝜋𝑖
𝑘
, 𝑙 = 1, . . . , 𝑛𝑖, 𝑖 ∈ 𝐼,∑︀

𝑗∈𝐽(𝑊𝑗)
1+ 1

𝜅 (𝑥𝑗)
−1
𝜅 ≤ 𝑅,

𝑥𝑗 ≥ 0, 𝑇 𝑓𝑗 ≥ 0, 𝑗 ∈ 𝐽.

Представленная задача математического программирования (обоз-
начаемая через 𝑀𝜋) может быть решена за полиномиальное время с
помощью метода эллипсоидов [7]. Также для ее решения можно адап-
тировать более быстрый алгоритм из [2], основанный на использовании
условий Каруша – Куна – Таккера.

Как показано в [1], при заданном распределении работ по маши-
нам оптимальное решение соответствует упорядочению работ на маши-
нах по неубыванию директивных сроков и, следовательно, может быть
вычислено за полиномиальное время.

Представленный результат справедлив для полностью распаралле-
ливаемых работ, т. е. в случае 𝑠𝑖𝑧𝑒𝑗 = 𝑚, 𝑗 ∈ 𝐽 .

4. Задача без прерываний

В общем случае задача без прерываний NP-трудна даже в случае
одномашинных работ при 𝑚 = 2 и NP-трудна в сильном смысле при
произвольном 𝑚. Для доказательства используется сводимость задач
Разбиение и 3-Разбиение (веса элементов соответствуют объемам работ,
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суммарный объем ресурса равен суммарной длительности работ, число
машин соответствует числу подмножеств разбиения).

Для поиска приближенного решения построим алгоритм, основная
идея которого заключается в следующем. Пересчитываем объемы ра-
бот по правилу 𝑊𝑗 ·𝑠𝑖𝑧𝑒𝑗

𝑚 , уменьшаем общий объем ресурса 𝑅 в 𝑚 раз.
Решаем задачу на одной машине, что дает нижнюю оценку целевой
функции и оценки длительностей работ. Далее составляем расписание
с полученными длительностями для распараллеливаемых работ, добав-
ляя работы в расписание на менее загруженные машины по неубыванию
их директивных сроков. Детальное описание представлено в схеме 𝐴−
𝑚 − 1 − 𝑚. Далее покажем, что полученное расписание имеет значе-
ние целевой функции 𝐿max(𝑃 ) ≤ 𝑚𝐿*

max(𝑃1) + (𝑚 − 1)max𝑗∈𝐽 𝑑𝑗 , где
𝐿*
max(𝑃1) — оптимум для задачи на одной машине.
Алгоритм 𝐴−𝑚− 1−𝑚:

1. Переходим от задачи 𝑃 на 𝑚 машинах к задаче 𝑃1 на одной машине.
Объёмы работ 𝑊 ′

𝑗 полагаются равными 𝑊𝑗 ·𝑠𝑖𝑧𝑒𝑗
𝑚 , 𝑗 ∈ 𝐽 . Объем ресурса

уменьшается в 𝑚 раз, директивные сроки работ не изменяются.
2. Решается задача 𝑃1 на одной машине, длительности 𝑝′𝑗 вычисляются
с помощью модели 𝑀𝜋, где работы упорядочены согласно последова-
тельности 𝜋 по неубыванию директивных сроков.
3. Вычисляются длительности работ для задачи 𝑃 как 𝑝𝑗 =

𝑝′𝑗 ·𝑚
𝑠𝑖𝑧𝑒𝑗

, 𝑗 ∈ 𝐽 .
4. Для задачи 𝑃 работы назначаются в расписание в порядке, получен-
ном в п. 2): работа 𝑗 назначается в расписание в самый ранний момент
времени, когда становится доступным необходимое ей число машин.

Теорема 2. Если 𝐿max(𝑃 ) — значение целевой функции задачи 𝑃 для
расписания, построенного алгоритмом 𝐴 −𝑚 − 1 −𝑚, 𝐿*

max(𝑃 ) — оп-
тимальное значение целевой функции для задачи 𝑃 , то

𝐿max(𝑃 ) ≤ 𝑚𝐿*
max(𝑃 ) + (𝑚− 1)max

𝑗∈𝐽
𝑑𝑗 .

Доказательство. Пусть 𝐿𝑗(𝑃 ) = 𝑐𝑗(𝑃 ) − 𝑑𝑗 — временное смещение
для работы 𝑗 ∈ 𝐽 в расписании, построенном для 𝑃 алгоритмом 𝐴 −
𝑚− 1−𝑚, 𝐿max(𝑃 ) — значение целевой функции. Здесь и далее 𝑐𝑗(𝑃 )
(𝑐𝑗(𝑃1)) есть момент окончания работы 𝑗 в расписании, построенном
алгоритмом 𝐴 − 𝑚 − 1 − 𝑚 для задачи 𝑃 (в оптимальном расписа-
нии для 𝑃1). По построению 𝐿𝑗(𝑃 ) = 𝑐𝑗(𝑃 ) − 𝑑𝑗 ≤ 𝑚𝑐𝑗(𝑃1) − 𝑑𝑗 =
𝑚(𝑐𝑗(𝑃1) − 𝑑𝑗) + (𝑚 − 1)𝑑𝑗 . Отметим, что 𝑐𝑗(𝑃 ) ≤ 𝑚𝑐𝑗(𝑃1) для любой
работы 𝑗 ∈ 𝐽 . Это следует из того, что при переходе к 𝑚 машинам мо-
мент окончания каждой работы будет не больше чем в 𝑚 раз увеличен,
так как длительности увеличиваются не больше чем в 𝑚 раз.
Тогда для любой работы 𝑗 имеем 𝐿𝑗(𝑃 ) ≤ 𝑚(𝑐𝑗(𝑃1) − 𝑑𝑗) + (𝑚 − 1)𝑑𝑗 ,
следовательно, 𝐿max(𝑃 ) ≤ 𝑚𝐿*

max(𝑃1) + (𝑚− 1)max𝑗∈𝐽 𝑑𝑗 . Из леммы 2
имеем, что 𝐿*

max(𝑃1) ≤ 𝐿max(𝑃1, 𝜎𝑜𝑝𝑡) ≤ 𝐿*
max(𝑃 ), где 𝐿max(𝑃1, 𝜎𝑜𝑝𝑡) —
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значение целевой функции для 𝑃1 при последовательности 𝜎𝑜𝑝𝑡, опти-
мальной для 𝑃 .

Лемма 2. 𝑐′𝑗(𝜎) ≤ 𝑐𝑗(𝜎), где 𝑐′𝑗(𝜎) — момент окончания 𝑗-й работы в
задаче 𝑃1 на одной машине согласно расписанию, соответствующему
последовательности завершения работ 𝜎, а 𝑐𝑗(𝜎) — момент оконча-
ния 𝑗-й работы в задаче 𝑃 согласно расписанию, соответствующе-
му последовательности завершения работ 𝜎. Длительности работ
определяются как в алгоритме 𝐴−𝑚− 1−𝑚.

Доказательство. Работы добавляются в расписание в одинаковом по-
рядке согласно последовательности 𝜎. В расписании для 𝑃1 момент
окончания 𝑗-й работы 𝑐′𝑗(𝜎) =

∑︀𝑗−1
𝑖=1 𝑝

′
𝑖 + 𝑝′𝑗 .

В расписании для 𝑃 момент окончания 𝑗-й работы

𝑐𝑗(𝜎)≥
1

𝑚

𝑗−1∑︁
𝑖=1

𝑝𝑖 · 𝑠𝑖𝑧𝑒𝑖 + 𝑝𝑗 =

𝑗−1∑︁
𝑖=1

𝑝′𝑖 +
𝑝′𝑗𝑚

𝑠𝑖𝑧𝑒𝑗
≥

𝑗−1∑︁
𝑖=1

𝑝′𝑖 + 𝑝𝑗 = 𝑐′𝑗(𝜎).

5. Алгоритмы решения задачи с одномашинными работами

В данном разделе предлагаются и экспериментально исследуются
конструктивные и эволюционный алгоритмы для задачи с одномашин-
ными работами (𝑠𝑖𝑧𝑒𝑗 = 1, 𝑗 ∈ 𝐽).

Будем использовать следующую кодировку решений ℐ =< {𝒥𝑖}𝑚𝑖=1,
{𝑅𝑗}𝑗∈𝒥 >, где 𝒥𝑖 — подмножество работ, выполняемых на машине
𝑖 = 1, . . . ,𝑚, а 𝑅𝑗 — объем ресурса, потребляемый работой 𝑗 ∈ 𝒥 . При
этом должны выполняться условия 𝒥𝑖

⋂︀
𝒥𝑘 = ∅, 𝑖 ̸= 𝑘,

⋃︀𝑚
𝑖=1 𝒥𝑖 = 𝒥 и∑︀

𝑗∈𝒥 𝑅𝑗 ≤ 𝑅.
Жадные конструктивные алгоритмы. Предлагается два кон-

структивных алгоритма с общим этапом для распределения работ по
машинам и с индивидуальным этапом по распределению ресурса.

Первый этап. Общая эвристика для назначения работ.
Каждой работе 𝑗 ∈ 𝐽 сопоставимо следующее число 𝑟𝑎𝑛𝑘𝑗 = (𝑊𝑗)

𝜅−
𝑑𝑗 + |min𝑗′∈𝐽(𝑊𝑗′)

𝜅 − 𝑑𝑗 | и будем называть его рангом. Отсортируем
работы по неубыванию рангов и 𝐽* := 𝐽 . Для каждой машины 𝑖 будем
хранить текущую сумму рангов, назначенных на нее работ, обозначае-
мую через 𝑆𝑖. Изначально 𝑆𝑖 = 0 и при назначении работы 𝑗 на машину
𝑖 величина 𝑆𝑖 увеличивается на значение 𝑟𝑎𝑛𝑘𝑗 . На каждой итерации
текущая работа назначается на наименее занятую машину, т. е. 𝑖min :
𝑆𝑖min = min𝑖∈{1,...,𝑚} 𝑆𝑖. Трудоемкость шага составляет 𝑂(𝑛 log(𝑛)+𝑛𝑚).

Для ранга также рассматривались иные варианты вычисления на ос-
нове характеристик работ, но представленная версия показала лучшие
результаты.
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Второй этап. Распределение ресурса между работами.
Алгоритм 1. Равномерное распределение ресурса 𝑅𝑗 = 𝑅

𝑛 или про-
порционально обьемам 𝑅𝑗 =

𝑅·𝑊𝑗∑︀
𝑗′∈𝐽 𝑊𝑗′

.
Алгоритм 2. Распределение ресурса через решение задачи 𝑀𝜋.

Эволюционный алгоритм. Эволюционный алгоритм имитирует
процесс эволюции биологической популяции [8]. Обновление популяции
особей (решений) осуществляется посредством операторов селекции,
мутации и кроссинговера. Кодировка решения имеет дискретную (рас-
пределение работ по машинам) и непрерывную (распределение ресурса
между работами) составляющие, а сам алгоритм сочетает в себе прин-
ципы генетического алгоритма [12] и дифференциальной эволюции [4].

ЭА: генетический алгоритм и дифференциальная эволюция
Шаг 1. Положить 𝑡 := 0.
Шаг 2. Построить начальную популяцию Π0 : |Π0| = 𝑁 из особей,
сгенерированных случайным образом.
Пока не выполнен критерий остановки, выполнять шаги 3–4.
Шаг 3. Положить 𝑡 := 𝑡+ 1, Π𝑡+1 := ∅.
Шаг 4. Для 𝑘 от 1 до 𝑁 выполнять шаги:
Шаг 4.1. Выбрать из Π𝑡 две особи ℐ1, ℐ2 с помощью 𝑠-турнирной
селекции и одну особь ℐ3 случайным образом с равномерным
распределением.
Шаг 4.2. С вероятностью 𝑃𝛾 применить оператор кроссинговера
к ℐ1, ℐ2, ℐ3 и построить особь ℐ ′.
Шаг 4.3. Иначе с вероятностью (1 − 𝑃𝛾) применить оператор
мутации к ℐ3 и построить особь ℐ ′.
Шаг 4.4. Положить Π𝑡+1 := Π𝑡+1 ∪ ℐ ′.

Шаг 5. Результатом работы алгоритма является лучшая из найден-
ных особей.

В операторе 𝑠-турнирной селекции из популяции с равномерным
распределением извлекается 𝑠 особей и из них выбирается лучшая.

Оператор мутации состоит из двух этапов: перемещение работ и
перемещение ресурса. При перемещении работ для каждой работы 𝑗 ∈
𝒥 с вероятностью 𝑃𝜉 случайным образом выбирается новая машина с
равномерным распределением.

При перемещении ресурса используется параметр 0 < 𝛿 ≤ 1 (𝛿 :=
0, 7 𝑘𝑁 на основе предварительных вычислительных экспериментов). Для
каждой работы 𝑗 ∈ 𝒥 с вероятностью 𝑃𝜂 проводится следующая проце-
дура: выбирается случайное число Δ из (0, 𝛿] и случайное целое число
𝑟 из {1, . . . , 𝑛} и полагается 𝑅𝑗 = (1−Δ)𝑅𝑗 , 𝑅𝑟 = 𝑅𝑟+Δ𝑅𝑗 . Параметр 𝛿
— верхняя граница доли перемещаемого ресурса, меняется в зависимо-
сти от итерации цикла. Варьирование параметра 𝛿 помогает алгоритму
настраивать глубину поиска.
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В операторе кроссинговера также происходит скрещивание по
двум компонентам решений. При скрещивании по компоненте с работа-
ми расположение работы на машине определяется следующим образом:
если в родительских особях работа расположена на одной и той же
машине, то работа остается на этой машине, иначе случайным образом
с равной вероятностью выбирается одна из родительских машин.

При скрещивании компонент с ресурсом оператор работает по пра-
вилу. Ресурс, назначаемый работе 𝑗 ∈ 𝐽 , определяется формулой
𝑅𝑗 = 𝜆′𝑅3

𝑗 + (1− 𝜆′)(𝜆𝑅1
𝑗 + (1− 𝜆)𝑅2

𝑗 ), 0 < 𝜆′ < 1, 0 < 𝜆 < 1.
Параметр 𝜆 отвечает за баланс ресурса, взятого от основных двух

выбранных родительских особей. Параметр 𝜆′ и случайным образом
выбранная особь ℐ3 ∈ Π𝑡 помогают алгоритму более эффективно искать
распределение ресурса, добавляя в кроссинговер больше информации о
распределении ресурса в других особях из популяции. Однако, как по-
казали результаты предварительного вычислительного эксперимента,
при значениях параметра 𝜆′ выше 0, 15 качество результатов работы ал-
горитма начинает падать, возможно, в силу существенной случайности
при расчете объема назначаемого ресурса.

Также был апробирован ЭА, где в кодировке решений фигуриру-
ет только распределение работ по машинам, а распределение ресурса
осуществляется посредством решения задачи 𝑀𝜋 с помощью пакетов
прикладных программ. Такая версия алгоритма показала менее пер-
спективные результаты в вычислительном эксперименте.

Вычислительный эксперимент. Тестовые примеры для вычисли-
тельного эксперимента взяты из открытой библиотеки примеров OR-
Library [3] и адаптированы к исследуемой задаче с 𝑛 = 50, 100 при

𝑅 =
∑︀

𝑗∈𝒥 𝑊
𝜅−1
𝜅

𝑗 . При настройке параметров ЭА рассматривались ва-
рианты: размер популяции 𝑁 из множества {50, 100, 200, 300, 350};
вероятность перемещения работы 𝑃𝜉, вероятность мутации для ресур-
са работы 𝑃𝜂, вероятность применения оператора кроссинговера 𝑃𝛾 из
множества { 1

10 ,
1
9 ,

1
8 , . . . ,

1
4}.

В табл. 1 представлены результаты вычислительного эксперимента
для 𝑛 = 50 и 𝑛 = 100, где сравниваются жадный алгоритм 1 и ЭА. На
основе предварительного вычислительного эксперимента для ЭА вы-
браны следующие значения параметров для задач библиотеки с 𝑛 = 50:
𝑁 = 100, 𝑃𝜉 = 1

6 , 𝑃𝜂 = 1
4 , 𝑃𝛾 = 1

7 , число итераций до остановки ЭА
𝑇 = 1000. Заметим, что ЭА показывает статически значимое преиму-
щество над жадным алгоритмом для всех рассматриваемых случаев
с различным числом машин 𝑚 и значением параметра 𝜅 для учета
ресурса (полученные решения сравниваются с помощью критерия Вил-
коксона). Для𝑚 = 1, 𝜅 = 0, 8 ЭА оказался в среднем на 97 % лучше, чем
жадный алгоритм, а для 𝑚 = 2 и 5 показал в среднем на 25 % лучше
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результаты. По мере уменьшения значения 𝜅 относительное отклонение
результата работы жадного алгоритма 1 от ЭА уменьшается.

Таблица 1.
Относительное отклонение в % результатов жадного алгоритма 1 от

результатов ЭА на сериях примеров с 𝑛 = 50 и 𝑛 = 100

n = 50 n = 100
𝑚 𝜅 min max avg min max avg
1 0,3 0,50 242,91 9,61 0,15 73,90 5,37

0,5 3,68 72,44 12,85 2,56 183,59 11,73
0,8 10,30 488,76 97,23 6,18 260,32 90,75

2 0,3 0,37 9,21 2,33 0,15 489,46 16,71
0,5 1,60 124,22 25,00 0,99 1126,15 47,62
0,8 6,44 125,67 23,10 2,71 49,52 16,44

5 0,3 0,40 427,02 25,98 0,15 3291,31 62,36
0,5 1,20 534,76 31,95 0,70 3229,91 72,27
0,8 2,58 660,59 31,10 0,72 2514,94 68,37

Теперь рассмотрим результаты эксперимента для задач библиотеки
с 𝑛 = 100. На основе предварительного эксперимента выбраны значения
параметров ЭА: при 𝑚 = 1 размер популяции 𝑁 = 100, максимальное
число итераций 𝑇 = 1000, при 𝑚 > 1 размер популяции 𝑁 = 350,
максимальное число итераций 𝑇 = 800; вероятности 𝑃𝜉 = 1

6 , 𝑃𝜂 = 1
4 ,

𝑃𝛾 = 1
7 . ЭА показал статистически значимое преимущество над жадным

алгоритмом по всем сериям. Также заметим, что на отдельных задачах
ЭА находил существенно лучшее решение, в несколько раз превыша-
ющее результат жадного алгоритма. Для 𝑚 = 1, 𝜅 = 0, 8 ЭА показал
результаты в среднем на 90,75

Аналогичные результаты наблюдаются при иных рассмотренных
значениях параметров, ухудшаясь с ростом вероятности мутации. ЭА
также имеет статистически значимое преимущество над жадным алго-
ритмом, демонстрируя результаты не более чем на 10

В табл. 2 представлено сравнение результатов жадного алгоритма 2 и
ЭА на сериях с числом работ 𝑛 = 50 и 𝑛 = 100. В качестве решателя за-
дачи выпуклого программирования в жадном алгоритме использовался
солвер OSQP библиотеки cvxpy языка программирования Python. В
случае 𝑚 = 1 жадный алгоритм находил точное решение задачи. ЭА
ошибался в среднем не более чем на 3,23 % при 𝑛 = 50 (8,88 % при
𝑛 = 100) в случае сравнения с точным решением. При𝑚 > 1 ЭА показал
статистически значимое превосходство над жадным алгоритмом при
𝑛 = 50. В таблице отсутствует относительное отклонение для 𝑚 > 1
при 𝑛 = 100, потому что решение задачи выпуклого программирова-
ния требовало значительных вычислительных ресурсов и более 7 ГБ
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оперативной памяти. Этот факт также подчеркивает обоснованность
использования ЭА при решении исследуемой задачи.

Таблица 2.
Относительное отклонение в % жадного алгоритма распределением

ресурса МВП от ГА с дифференциальной эволюцией на серии из 60 задач.
𝑛 = 50

n = 50 n = 100
𝑚 𝜅 min max avg min max avg
1 0,3 -0,01 -8,47 -0,38 -0,018 -11,78 -0,86

0,5 -0,05 -3,64 -0,31 -0,24 -18,73 -1,55
0,8 -0,14 -10,89 -3,23 -0,62 -23,47 -8,88

2 0,3 0,31 7,61 1,07 – – –
0,5 0,02 38,44 2,01 – – –
0,8 4,57 29,86 5,88 – – –

5 0,3 0,01 40,84 4,35 – – –
0,5 0,04 97,71 6,30 – – –
0,8 0,02 576,13 16,95 – – –

6. Заключение

Проведено исследование задачи минимизации максимального вре-
менного смещения многомашинных работ в случае наличия ресурса,
влияние которого выражается выпуклой функцией. Доказано, что в
случае задачи с прерываниями «почти точное» решение может быть
найдено за полиномиальное время при ограниченном константой числе
машин или когда работы задействуют одну или все машины. Для за-
дачи без прерываний разработан алгоритм с гарантированной оценкой
точности. Выделены полиномиально разрешимые случаи. Для однома-
шинных работ предложены и экспериментально исследованы эвристи-
ческие алгоритмы. Для дальнейших исследований представляет инте-
рес разработка метаэвристик для задачи с многомашинными работами.
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