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Аннотация: Изучается порядок дифференцируемости минимального вогнутого
продолжения на n-мерный координатный параллелепипед вещественной дискрет-
ной функции, заданной на вершинах этого произвольного n-мерного координатного
параллелепипеда. Устанавливается порядок дифференцируемости минимального во-
гнутого продолжения на n-мерный координатный параллелепипед вещественной
дискретной функции, заданной на вершинах этого произвольного n-мерного коорди-
натного параллелепипеда, а именно, доказывается, что если заданная вещественная
дискретная функция представима в виде линейной комбинации своих дискретных
переменных, то её минимальное вогнутое продолжение является линейным и, сле-
довательно, бесконечно дифференцируемым на n-мерном координатном параллеле-
пипеде, а если она не представима в виде линейной комбинации своих дискретных
переменных, то её минимальное вогнутое продолжение на n-мерном координатном
параллелепипеде является только лишь непрерывным.
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Abstract: In this paper, we study the order of differentiability of the minimal concave
continuation to an n-dimensional coordinate parallelepiped of a real discrete function
defined on the vertices of this arbitrary n-dimensional coordinate parallelepiped. As a
result of the study, the order of differentiability of the minimal concave continuation
to an n-dimensional coordinate parallelepiped of a real discrete function defined on the
vertices of this arbitrary n-dimensional coordinate parallelepiped is established, namely,
it is proved that if a given real discrete function can be represented as a linear combination
of its discrete variables, then its minimal concave continuation is linear and, therefore,
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be represented as a linear combination of its discrete variables, then its minimal concave
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1. Введение

Известно, что системы булевых уравнений используются во мно-
гих областях современной науки, включая криптографию, кибернетику,
теорию кодирования, логическое проектирование, биологию, граммати-
ку, химию, юриспруденцию, медицину, спектроскопию и теорию гра-
фов, и по этой причине, помимо прочего, они являются важным и
увлекательным объектом исследований в математике, информатике и
многих других науках [7–9; 15]. Поэтому системам булевых уравнений
посвящено значительное количество важных работ [4;7;8;12;16;17], но,
несмотря на это, задача решения системы булевых уравнений в общем
случае остается NP-трудной, и в связи с этим в настоящее время в
научном сообществе продолжает расти интерес к поиску новых алго-
ритмов её решения в различных направлениях, как в классических,
так и в квантовых моделях вычислений [5;10;11;17;18]. Учитывая, что



82 Д.Н.БАРОТОВ

вещественные продолжения булевых функций имеют приложения при
решении систем булевых уравнений [6;7;13;14], в [1–3] исследованы во-
просы существования, построения и свойств выпуклых, полилинейных
и вогнутых продолжений произвольных булевых и подобных им веще-
ственных дискретных функций и получены некоторые фундаменталь-
ные результаты, имеющие приложения при сведении систем булевых
уравнений к непрерывной задаче оптимизации [6; 13; 14; 18].

В данной работе, продолжая исследования по вышеупомянутой важ-
ной и увлекательной теме, изучается дифференцируемость функции
fNR(x), недавно представленной в [1] и являющейся единственным ми-
нимумом среди всех вогнутых продолжений на n-мерный координатный
параллелепипед Pdc = [c1, d1] × [c2, d2] × ... × [cn, dn] произвольной дей-
ствительной дискретной функции fD(v), определенной на вершинах
параллелепипеда Pdc . В результате исследования установлен порядок
дифференцируемости функции fNR(x) на параллелепипеде Pdc , а имен-
но, доказано, что если действительная дискретная функция fD(v), опре-
деленная на вершинах Pdc , представима в виде линейной комбинации
своих дискретных переменных, то её минимальное вогнутое продол-
жение fNR(x) на Pdc является линейным и, следовательно, бесконечно
дифференцируемым на Pdc , а если функция fD(v) не представима в виде
линейной комбинации своих дискретных переменных, то минимальное
вогнутое продолжение fNR(x) на Pdc всего лишь непрерывно.

2. Необходимые обозначения и определения

Пусть Pdc =
n∏
k=1

[ck, dk] — n-мерный параллелепипед (координатный па-

раллелепипед), зависящий от c = (c1, c2, ..., cn) и d = (d1, d2, ..., dn), где

−∞ < ci < di < +∞, i ∈ {1, ..., n}, V (Pdc) =
n∏
k=1

{ck, dk} — множе-

ство вершин параллелепипеда Pdc , int(Pdc) =
n∏
k=1

(ck, dk) — множество

внутренних точек параллелепипеда Pdc .

Пусть ΛPd
c
(x1, x2, . . . , xn) =

{(
λ(c1,c2,...,cn), λ(c1,c2,...,dn), ..., λ(d1 ,d2,...,dn)

)
∈

[0, 1]2
n
:

∑
(z1,z2,...,zn)∈V (Pd

c )

λ(z1,z2,...,zn) · (z1, z2, ..., zn, 1) = (x1, x2, . . . , xn, 1)

}

— множество весовых коэффициентов, используемых для представле-
ния точки (x1, x2, . . . , xn) в виде выпуклой комбинации вершин парал-
лелепипеда Pdc .

Определение 1. Отображение вида f : Pdc → R называется вогну-
той функцией на Pdc , если для любых x, y ∈ Pdc и любого α ∈ [0, 1]
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выполнено неравенство

f(α · x+ (1− α) · y) ≥ α · f(x) + (1− α) · f(y).

Определение 2. Отображение вида fC : Pdc → R называется вогну-
тым продолжением на Pdc дискретной функции вида fD : V (Pdc) → R,
если функция fC на Pdc вогнутая и имеет место равенство

fC(v1, v2, . . . , vn) = fD(v1, v2, . . . , vn) ∀(v1, v2, . . . , vn) ∈ V (Pdc).

Определение 3. Отображение вида fNR : Pdc → R называется мини-
мумом среди всех вогнутых продолжений (или минимальным вогну-
тым продолжением) на Pdc дискретной функции fD : V (Pdc)→ R, если
оно является вогнутым продолжением на Pdc дискретной функции fD
и для любого fC — вогнутого продолжения на Pdc дискретной функции
fD и любого (x1, x2, ..., xn) ∈ Pdc имеет место неравенство

fNR(x1, x2, ..., xn) ≤ fC(x1, x2, ..., xn).

3. Порядок дифференцируемости минимального вогнутого
продолжения на прямоугольник [a1, a2]× [b1, b2]

произвольной дискретной функции вида
fD : {a1, a2} × {b1, b2} → R

Начнём изложение с двумерного случая и докажем следующую тео-
рему.

Теорема 1. Пусть даны Pba = [a1, a2] × [b1, b2], V
(
Pba
)
= {a1, a2} ×

{b1, b2}, где (a1, a2), (b1, b2) ∈ R2, a1 < a2, b1 < b2. Тогда минималь-
ное вогнутое продолжение fNR(x1, x2) на прямоугольник Pba произволь-
ной действительной дискретной функции fD(v1, v2), определенной на
множестве V

(
Pba
)
, на прямоугольнике Pba является линейным, если

выполняется

fD(a1, b1)− fD(a1, b2)− fD(a2, b1) + fD(a2, b2) = 0, (3.1)

и является всего лишь непрерывным, если не выполняется (3.1).

Доказательство. Согласно теореме 2, приведённой в [1], имеем, что

fNR(x1, x2) = max
(λ(a1,b1),...,λ(a2,b2))∈ΛPb

a
(x1,x2)

∑

v∈V (Pb
a)

λvfD(v) ∀(x1, x2) ∈ Pba.

(3.2)
Сначала аргументируем, что в данном двумерном случае указанную
выше функцию fNR(x1, x2) можно привести к явной аналитической
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форме, т. е. можно избавиться от max, а затем на основе полученной
явной аналитической формы установим порядок дифференцируемости
функции fNR(x1, x2), т. е. обоснуем справедливость приведённой выше
теоремы.

Напомним, что, во-первых, при любых α, β ∈ R чтобы найти модуль
разности двух величин α и β (расстояние между α и β), из большей
α и β нужно вычесть меньшую α и β, а также сумма большей α и β
и меньшей α и β, ввиду коммутативности сложения, равна α + β, т. е.
справедлива система

{
max(α, β) −min(α, β) = |α− β|
max(α, β) + min(α, β) = α+ β

, (3.3)

и во-вторых, справедливы следующие эквивалентности:

γi ≤ ζj ∀i, j ∈ {1, 2, ...,m} ⇐⇒ max(γ1, γ2, ..., γm) ≤ min(ζ1, ζ2, ..., ζm),





η1 ≤ x ≤ θ1
η2 ≤ x ≤ θ2
. . .

ηm ≤ x ≤ θm

⇐⇒ max(η1, η1, ..., ηm) ≤ x ≤ min(θ1, θ2, ..., θm).

(3.4)
Решив систему (3.3) относительно min(α, β) и max(α, β), имеем

min(α, β) ≡ 1

2
· (α+ β − |α− β|) , max(α, β) ≡ 1

2
· (α+ β + |α− β|) .

(3.5)
Теперь пусть (x∗1, x

∗
2) — произвольная точка прямоугольника Pba. То-

гда, в силу (3.4) и (3.5) и определения множества ΛPd
c
(x1, x2, ..., xn),

получаем цепочку равенств:

ΛPb
a
(x∗1, x

∗
2) =

{
λ =

(
λ(a1,b1), λ(a1,b2), λ(a2,b1), λ(a2,b2)

)
∈ [0, 1]4 :

λ(a1,b1)·(a1, b1, 1)+λ(a1 ,b2)·(a1, b2, 1)+λ(a2 ,b1)·(a2, b1, 1)+λ(a2 ,b2)·(a2, b2, 1) =

= (x∗1, x
∗
2, 1)

}
=

{
λ =

(
λ(a1,b1), λ(a1,b2), λ(a2,b1), λ(a2,b2)

)
∈ [0, 1]4 :





λ(a2,b1) + λ(a2,b2) =
x∗1−a1
a2−a1

λ(a1,b2) + λ(a2,b2) =
x∗2−b1
b2−b1

λ(a1,b1) + λ(a1,b2) + λ(a2,b1) + λ(a2,b2) = 1

}
=

=

{
λ =

(
λ(a1,b1), λ(a1,b2), λ(a2,b1), λ(a2,b2)

)
∈ [0, 1]4 :
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



λ(a2,b1) =
x∗1−a1
a2−a1

− λ(a2,b2)
λ(a1,b2) =

x∗2−b1
b2−b1

− λ(a2,b2)
λ(a1,b1) = 1− x∗1−a1

a2−a1
− x∗2−b1

b2−b1
+ λ(a2,b2)

}
=

=

{
λ =

(
1−x

∗
1 − a1
a2 − a1

−x
∗
2 − b1
b2 − b1

+λ(a2,b2),
x∗2 − b1
b2 − b1

−λ(a2,b2),
x∗1 − a1
a2 − a1

−λ(a2,b2),

λ(a2,b2)

)
:





0 ≤ λ(a2,b2) ≤ 1
x∗1−a1
a2−a1

− 1 ≤ λ(a2,b2) ≤
x∗1−a1
a2−a1

x∗2−b1
b2−b1

− 1 ≤ λ(a2,b2) ≤
x∗2−b1
b2−b1

x∗1−a1
a2−a1

+
x∗2−b1
b2−b1

− 1 ≤ λ(a2,b2) ≤
x∗1−a1
a2−a1

+
x∗2−b1
b2−b1

}
=

=

{
λ =

(
1−x

∗
1 − a1
a2 − a1

−x
∗
2 − b1
b2 − b1

+λ(a2,b2),
x∗2 − b1
b2 − b1

−λ(a2,b2),
x∗1 − a1
a2 − a1

−λ(a2,b2),

λ(a2,b2)

)
: max

(
0,
x∗1 − a1
a2 − a1

− 1,
x∗2 − b1
b2 − b1

− 1,
x∗1 − a1
a2 − a1

+
x∗2 − b1
b2 − b1

− 1

)
≤

≤ λ(a2,b2) ≤ min

(
1,
x∗1 − a1
a2 − a1

,
x∗2 − b1
b2 − b1

,
x∗1 − a1
a2 − a1

+
x∗2 − b1
b2 − b1

)}
=

=

{
λ =

(
1− x∗1 − a1

a2 − a1
− x∗2 − b1
b2 − b1

+ λ(a2,b2),

x∗2 − b1
b2 − b1

− λ(a2,b2),
x∗1 − a1
a2 − a1

− λ(a2,b2), λ(a2,b2)
)

:

max

(
0,
x∗1 − a1
a2 − a1

+
x∗2 − b1
b2 − b1

− 1

)
≤ λ(a2,b2) ≤ min

(
x∗1 − a1
a2 − a1

,
x∗2 − b1
b2 − b1

)}
.

(3.6)
В силу (3.2) и (3.6) получаем

fNR(x
∗
1, x

∗
2) = max

λ(a2,b2)∈



max

(
0,

x∗
1
−a1

a2−a1
+

x∗
2
−b1

b2−b1
−1

)
,min

(
x∗
1
−a1

a2−a1
,
x∗
2
−b1

b2−b1

)



[

[
1− x∗1 − a1

a2 − a1
− x∗2 − b1
b2 − b1

+ λ(a2,b2)

]
fD(a1, b1) +

[
x∗2 − b1
b2 − b1

− λ(a2,b2)
]
·

·fD(a1, b2) +
[
x∗1 − a1
a2 − a1

− λ(a2,b2)
]
fD(a2, b1) + λ(a2,b2)fD(a2, b2)

]
=

=

[
1− x∗1 − a1

a2 − a1
− x∗2 − b1
b2 − b1

]
fD(a1, b1) +

x∗2 − b1
b2 − b1

fD(a1, b2) +
x∗1 − a1
a2 − a1

·
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·fD(a2, b1) + max

λ(a2,b2)∈



max

(
0,

x∗
1
−a1

a2−a1
+

x∗
2
−b1

b2−b1
−1

)
,min

(
x∗
1
−a1

a2−a1
,
x∗
2
−b1

b2−b1

)



[

(fD(a1, b1)− fD(a1, b2)− fD(a2, b1) + fD(a2, b2)) · λ(a2,b2)
]
=

=

[
1− x∗1 − a1

a2 − a1
− x∗2 − b1
b2 − b1

]
fD(a1, b1) +

x∗2 − b1
b2 − b1

fD(a1, b2) +
x∗1 − a1
a2 − a1

·

·fD(a2, b1) + max

{
(fD(a1, b1)− fD(a1, b2)− fD(a2, b1) + fD(a2, b2))·

·max

[
0,
x∗1 − a1
a2 − a1

+
x∗2 − b1
b2 − b1

− 1

]
, (fD(a1, b1)− fD(a1, b2)−

−fD(a2, b1) + fD(a2, b2)) ·min

[
x∗1 − a1
a2 − a1

,
x∗2 − b1
b2 − b1

]}
, (3.7)

так как функция, равная (fD(a1, b1)−fD(a1, b2)−fD(a2, b1)+fD(a2, b2))·
λ(a2,b2), линейна относительно λ(a2,b2) и, следовательно, её максимальное
значение на всем отрезке равно её максимальному значению на границе
отрезка. В силу (3.5) получаем

max

{
(fD(a1, b1)− fD(a1, b2)− fD(a2, b1) + fD(a2, b2)) ·max

[
0,
x∗1 − a1
a2 − a1

+

+
x∗2−b1
b2 − b1

−1
]
, (fD(a1, b1)−fD(a1, b2)−fD(a2, b1)+fD(a2, b2))·min

[
x∗1 − a1
a2 − a1

,

x∗2 − b1
b2 − b1

]}
=
fD(a1, b1)− fD(a1, b2)− fD(a2, b1) + fD(a2, b2)

2
·

·
(
max

[
0,
x∗1 − a1
a2 − a1

+
x∗2 − b1
b2 − b1

− 1

]
+min

[
x∗1 − a1
a2 − a1

,
x∗2 − b1
b2 − b1

])
+

+
|fD(a1, b1)− fD(a1, b2)− fD(a2, b1) + fD(a2, b2)|

2
·

·
(
−max

[
0,
x∗1 − a1
a2 − a1

+
x∗2 − b1
b2 − b1

− 1

]
+min

[
x∗1 − a1
a2 − a1

,
x∗2 − b1
b2 − b1

])
=

=
fD(a1, b1)− fD(a1, b2)− fD(a2, b1) + fD(a2, b2)

4
·
[
2
x∗1 − a1
a2 − a1

+
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+2
x∗2 − b1
b2 − b1

− 1 +

∣∣∣∣
x∗1 − a1
a2 − a1

+
x∗2 − b1
b2 − b1

− 1

∣∣∣∣−
∣∣∣∣
x∗1 − a1
a2 − a1

− x∗2 − b1
b2 − b1

∣∣∣∣

]
−

−|fD(a1, b1)− fD(a1, b2)− fD(a2, b1) + fD(a2, b2)|
4

·

·
[∣∣∣∣
x∗1 − a1
a2 − a1

+
x∗2 − b1
b2 − b1

− 1

∣∣∣∣+
∣∣∣∣
x∗1 − a1
a2 − a1

− x∗2 − b1
b2 − b1

∣∣∣∣− 1

]
. (3.8)

Итак, из (3.7) и (3.8), в силу произвольности (x∗1, x
∗
2) ∈ Pba, получаем

следующую явную аналитическую форму:

fNR(x1, x2) =

[
1− x1 − a1

a2 − a1
− x2 − b1
b2 − b1

]
fD(a1, b1) +

x2 − b1
b2 − b1

fD(a1, b2)+

+
x1 − a1
a2 − a1

fD(a2, b1) +
fD(a1, b1)− fD(a1, b2)− fD(a2, b1) + fD(a2, b2)

4
·

·
[
2
x1 − a1
a2 − a1

+ 2
x2 − b1
b2 − b1

− 1 +

∣∣∣∣
x1 − a1
a2 − a1

+
x2 − b1
b2 − b1

− 1

∣∣∣∣−
∣∣∣∣
x1 − a1
a2 − a1

−

−x2 − b1
b2 − b1

∣∣∣∣

]
− |fD(a1, b1)−fD(a1, b2)−fD(a2, b1) + fD(a2, b2)|

4
·
[∣∣∣∣
x1 − a1
a2 − a1

+

+
x2 − b1
b2 − b1

− 1

∣∣∣∣+
∣∣∣∣
x1 − a1
a2 − a1

− x2 − b1
b2 − b1

∣∣∣∣− 1

]
∀(x1, x2) ∈ Pba. (3.9)

И наконец, благодаря (3.9) заметим, что функция fNR(x1, x2) на пря-
моугольнике Pba непрерывна, во-первых, она на прямоугольнике Pba бу-
дет линейной и, следовательно, бесконечно дифференцируемой, если
выполнено (3.1), а во-вторых, если не выполнено (3.1), то она в цен-
тральной точке прямоугольника Pba не будет дифференцируемой и, сле-
довательно, на прямоугольнике Pba также не будет дифференцируемой.
Теорема доказана.

4. Порядок дифференцируемости минимального вогнутого
продолжения на n-мерный параллелепипед Pdc

произвольной дискретной функции вида fD : V
(
Pdc
)
→ R

Отметим, что, в силу компактности Pdc , вогнутая функция, опре-
деленная на Pdc , вообще говоря, разрывна на Pdc . В качестве нагляд-
ного примера (аргумента) можно привести вещественную разрывную
функцию

fC(x1, x2, ..., xn) =

{
1, если (x1, x2, ..., xn) ∈ int(Pdc)

0, если (x1, x2, ..., xn) ∈ Pdc \ int(Pdc)
,
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которая также является вогнутым продолжением на Pdc дискретной
функции fD(v1, v2, ..., vn) = 0, заданной на множестве вершин паралле-
лепипеда Pdc , следовательно, вогнутое продолжение на Pdc произвольной
дискретной функции fD : V

(
Pdc
)
→ R, вообще говоря, разрывно на Pdc .

Но минимальное вогнутое продолжение fNR(x1, x2, ..., xn) на Pdc произ-
вольной дискретной функции fD : V

(
Pdc
)
→ R непрерывно на Pdc , что

в случае n ≤ 2 следует непосредственно из формулы (3.9), а в общем
случае — из замечания 3, данного в [1], и что также нетрудно дока-
зывается индукцией по числу переменных n. Далее установим порядок
дифференцируемости функции fNR(x1, x2, ..., xn) на Pdc , т. е. докажем
следующую теорему.

Теорема 2. Если вещественная дискретная функция fD(v1, v2, ..., vn),
определенная на множестве V

(
Pdc
)
, может быть представлена в виде

линейной комбинации своих дискретных переменных v1, v2, ..., vn, то
её минимальное вогнутое продолжение fNR(x1, x2, ..., xn) на множе-
ство Pdc является линейным на множестве Pdc , в противном случае
fNR(x1, x2, ..., xn) на множестве Pdc является всего лишь непрерыв-
ным.

Доказательство. Рассмотрим два случая.
Случай 1. Пусть заданная дискретная функция fD(v1, v2, ..., vn) пред-

ставима в виде линейной комбинации своих дискретных переменных
v1, v2, ..., vn, т. е. для некоторого набора чисел γ0, γ1, ..., γn имеет место
представление

fD(v1, v2, ..., vn) = γ0+γ1·v1+...+γn·vn ∀(v1, v2, ..., vn) ∈ V
(
Pdc

)
. (4.1)

Тогда аргументируем, что для минимального вогнутого продолжения
fNR(x1, x2, ..., xn) справедливо следующее равенство:

fNR(x1, x2, ..., xn) = γ0+γ1 ·x1+ ...+γn ·xn ∀(x1, x2, ..., xn) ∈ Pdc , (4.2)

и тем самым, в частности, доказываем, что минимальное вогнутое про-
должение fNR(x1, x2, ..., xn) на параллелепипеде Pdc бесконечно диффе-
ренцируемо. Действительно, для каждого (x1, x2, ..., xn) ∈ Pdc , в силу
(4.1) и теоремы 2, приведённой в [1], имеем

fNR(x1, x2, ..., xn) = max
λ∈Λ

Pd
c
(x1,x2,...,xn)

∑

v∈V (Pd
c)

λvfD(v) =

= max
λ∈Λ

Pd
c
(x1,x2,...,xn)

∑

v∈V (Pd
c)

λv

(
γ0 +

n∑

k=1

γk · vk
)

=
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= max
λ∈Λ

Pd
c
(x1,x2,...,xn)



∑

v∈V (Pd
c)

γ0 · λv +
∑

v∈V (Pd
c)

λv ·
n∑

k=1

γk · vk


 =

= max
λ∈Λ

Pd
c
(x1,x2,...,xn)


γ0 · 1 +

n∑

k=1

γk ·
∑

v∈V (Pd
c)

λv · vk


 =

= max
λ∈Λ

Pd
c
(x1,x2,...,xn)

[
γ0 +

n∑

k=1

γk · xk
]
= γ0 +

n∑

k=1

γk · xk,

так как согласно определению непустого множества ΛPd
c
(x1, x2, ..., xn),

где (x1, x2, ..., xn) ∈ Pdc , для всякого λ ∈ ΛPd
c
(x1, x2, ..., xn) имеют место

равенства

∑

v∈V (Pd
c)

λv = 1,
∑

v∈V (Pd
c)

λv · vk = xk ∀k ∈ {1, 2, ..., n}.

Случай 2. Пусть заданная дискретная функция fD(v1, v2, ..., vn) не
представима в виде линейной комбинации своих дискретных перемен-
ных v1, v2, ..., vn. Тогда, очевидно, следует, что n ≥ 2. Случай n = 2
уже был рассмотрен выше в теореме 1, и поэтому далее рассмотрим
случай n ≥ 3. В этом случае докажем, что на параллелепипеде Pdc
порядок гладкости функции fNR(x1, x2, ..., xn) равен нулю, т. е. непре-
рывная, согласно теореме 2 и замечанию 3, приведённым в [1], функция
fNR(x1, x2, ..., xn) на параллелепипеде Pdc не является дифференцируе-
мой. От противного: пусть функция fNR(x1, x2, ..., xn) на параллелепи-
педе Pdc является дифференцируемой. Тогда из нелинейности функции
fD(v1, v2, ..., vn) в силу теоремы 4, приведённой в [3], т. е. существования
единственной полилинейной функции fP (x1, x2, ..., xn), на множестве
V
(
Pdc
)

совпадающей с дискретной функцией fD(v1, v2, ..., vn), получаем,
что fP (x1, x2, ..., xn) не является линейной функцией, т. е. существуют
индексы i, j ∈ {1, 2, ..., n}, i < j, такие, что в полилинейной функции
(полиноме) fP (x1, x2, ..., xn) найдется хотя бы один моном с ненулевым
коэффициентом, содержащий произведение xixj , так как в противном
случае полилинейную функцию fP (x1, x2, ..., xn) можно представить в
виде линейной комбинации своих переменных x1, x2, ..., xn и, следова-
тельно, в силу (4.1) и (4.2) получаем, что заданную дискретную функ-
цию fD(v1, v2, ..., vn) можно представить в виде линейной комбинации
своих дискретных переменных v1, v2, ..., vn, т. е. возникает противоре-
чие. Без потери общности будем считать, что (i, j) = (1, 2). С одной
стороны, ввиду полилинейности функции fP (x1, x2, ..., xn) имеем, что
сумма её мономов, содержащих произведение x1x2, равна k(x3, ..., xn) ·
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x1x2, где

k(x3, ..., xn) =
∑

(v1,v2)∈{c1,d1}×{c2,d2}

fP (x1, x2, ..., xn)

∣∣∣∣
(x1,x2)=(v1,v2)

(2v1 − c1 − d1)(2v2 − c2 − d2)
, (4.3)

а с другой стороны, ввиду полилинейности полинома k(x3, ..., xn) от
остальных переменных x3, ..., xn и его отличия от нуля в некоторой

точке (n− 2)-мерного параллелепипеда
n∏
k=3

[ck, dk] получаем, что

k(v∗3 , ..., v
∗
n) 6= 0 (4.4)

для некоторой вершины (v∗3 , ..., v
∗
n)∈

n∏
k=3

{ck, dk}, так как в противном слу-

чае, если на множестве
n∏
k=3

{ck, dk} полилинейный полином k(x3, ..., xn)

принимает 0, то он на множестве
n∏
k=3

[ck, dk] тождественно равен ну-

лю, т. е. возникает противоречие. Теперь, с одной стороны, из диф-
ференцируемости функции fNR(x1, x2, ..., xn) на параллелепипеде Pdc

получаем, что суженная функция fNR(x1, x2, ..., xn)

∣∣∣∣
(x3,...,xn)=(v∗3 ,...,v

∗
n)

,

зависящая от двух переменных x1, x2, дифференцируема на всем пря-
моугольнике [c1, d1] × [c2, d2], а с другой стороны, эта суженная дей-

ствительная функция fNR(x1, x2, ..., xn)

∣∣∣∣
(x3,...,xn)=(v∗3 ,...,v

∗
n)

является ми-

нимальным вогнутым продолжением на [c1, d1]× [c2, d2] суженной дис-

кретной функции fD(v1, v2, ..., vn)

∣∣∣∣
(v3,...,vn)=(v∗3 ,...,v

∗
n)

двух дискретных пе-

ременных v1, v2, минимальное вогнутое продолжение которой на [c1, d1]×
[c2, d2] в силу теоремы 1 и неравенства (4.4) на всем прямоугольнике
[c1, d1]× [c2, d2] не является дифференцируемым. Получили противоре-
чие. Теорема доказана.

5. Заключение

В работе установлено, что в качестве порядка гладкости минималь-
ного вогнутого продолжения fNR(x1, x2, ..., xn) на n-мерный произволь-
ный координатный параллелепипед Pdc любой действительной дискрет-
ной функции fD(v1, v2, ..., vn), определённой на множестве вершин па-
раллелепипеда Pdc , реализуются всего лишь два случая, а именно, если
действительная дискретная функция fD(v1, v2, ..., vn) может быть пред-
ставлена в виде линейной комбинации своих дискретных переменных
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v1, v2, ..., vn, то действительная функция fNR(x1, x2, ..., xn) линейна и,
следовательно, бесконечно дифференцируема на всем Pdc , в противном
случае действительная функция fNR(x1, x2, ..., xn) на всем Pdc только
лишь непрерывна.

Следует отметить, что в силу «противонаправленности» понятий вы-
пуклости и вогнутости, используя схемы в работе полученных резуль-
татов, можно получить аналогичные результаты для максимального
выпуклого продолжения.

Автор искренне благодарит рецензентов за ценные замечания и на-
хождение ряда недостатков, исправление которых помогло значительно
улучшить качество статьи.
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