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Аннотация: Исследуются группы Шункова в контексте известного вопроса Б.
Амберга и Л. С. Казарина о строении групп, содержащих прямые произведения
конечного числа диэдральных групп. Для этого на группу Шункова накладывается
два дополнительных условия конечности: требуется, чтобы группа Шункова была
периодической, а также была насыщена прямыми произведениями конечного числа
групп диэдра.
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Abstract: In this paper, Shunkov groups are studied in the context of the well-known
question of B. Amberg and L. S. Kazarin about the structure of groups containing direct
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1. Введение

Одной из центральных проблем теории групп является проблема
Бернсайда о конечности группы с конечной экспонентой. Как было по-
казано Новиковым и Адяном [10] для групп достаточно большого нечет-
ного периода, а также Ивановым [13] и Лысенком [15] для групп доста-
точно большого четного периода, группы Бернсайда являются беско-
нечными группами. Однако решение проблемы Бернсайда, а также по-
строение примеров бесконечных групп Голодом, Алешиным, Григорчу-
ком и Рожковым с условиями конечности более слабыми, чем локальная
конечность, показало, что между классом периодических групп и ло-
кально конечных групп существует большое количество групп с проме-
жуточными условиями конечности. Важным классом таких групп явля-
ется класс групп Шункова. Ранее такие группы назывались сопряжен-
но-бипримитивно конечными группами. Как следует из работ А. В.
Рожкова [5] и других математиков, группы Шункова отличны от ло-
кально конечных групп и периодических групп и даже не обязаны об-
ладать периодической частью, в том смысле, что все элементы группы
конечного порядка образуют подгруппу [2].
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Исследование групп бернсайдового типа также явно продемонстри-
ровало важность подгруппового строения изучаемой группы. Оказа-
лось, что в бернсайдовых группах четного периода конечные подгруп-
пы изоморфны подгруппам прямых произведений групп диэдра, при-
чем число множителей прямого произведения может быть сколь угодно
большим [14] . Важность изучения групп, содержащих прямые произве-
дения групп диэдра, также подчеркивается вопросом из [1] (поставле-
ным Л. С. Казариным, Б. Амбергом): будет ли разрешимой периодиче-
ская группа, у которой любая конечная подгруппа содержится в под-
группе, изоморфной прямому произведению 𝑑 конечных групп диэдра?
В случае 𝑑 = 1 это так.

Важным и эффективным методом исследования бесконечных групп
является понятие насыщенности. Его можно рассматривать как условие
конечности, накладываемое на подгрупповое строение рассматриваемой
группы. В первоначальных исследованиях групп с условиями насыщен-
ности рассматривались, как правило, бесконечные группы, обладающие
насыщающими множествами, состоящими из однотипных групп лиева
типа (например, групп Ри, групп Сузуки). К настоящему времени по-
лучен большой объем результатов как для групп, насыщенных сериями
конечных простых неабелевых групп, так и для групп, насыщенных
группами лиева типа ограниченного ранга. Кроме того, получен ряд ре-
зультатов, характеризующих группы, обладающие насыщающими мно-
жествами, состоящими из конечных групп Фробениуса [12]. Отметим,
что упомянутый выше вопрос Амберга и Казарина можно переформу-
лировать в терминах понятия насыщенности: будет ли разрешимой пе-
риодическая группа, насыщенная прямыми произведениями 𝑑 конечных
групп диэдра? В случае 𝑑 = 1 это так.

Частные случаи этого вопроса (локально конечные группы, периоди-
ческие группы конечной экспоненты с конечной силовской 2-погруппой)
решены в [3; 4; 7]. В данной работе сформулированный выше вопрос
Л. С. Казарина и Б. Амберга решен в более широком классе групп —
периодических групп Шункова.

Пусть 𝑑 – фиксированное натуральное число и M — множество, со-
стоящее из групп, являющихся прямыми произведениями групп диэдра:

M = {𝑅(𝑛)
1 × · · · ×𝑅(𝑛)

𝑖 × · · · ×𝑅
(𝑛)
𝑑 | 𝑛 ∈ N},

𝑅
(𝑛)
𝑖 — конечные группы диэдра вида 𝑅

(𝑛)
𝑖 = 𝐶

(𝑛)
𝑖 h ⟨𝑟(𝑛)𝑖 ⟩, 𝐶

(𝑛)
𝑖 —

циклические группы, 𝑟(𝑛)𝑖 — инволюции, для любого 𝑐 ∈ 𝐶(𝑛)
𝑖 , 𝑐𝑟

(𝑛)
𝑖 = 𝑐−1.

Доказана следующая

Теорема. Пусть 𝐺 — периодическая группа Шункова, обладающая
насыщающим множеством M, указанным выше. Тогда 𝐺 — разреши-
мая группа, и

𝐺 = 𝐴1 × · · · ×𝐴𝑖 × · · · ×𝐴𝑑,
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где 𝐴𝑖 = 𝐵𝑖h ⟨𝑣𝑖⟩, 𝐵𝑖 — локально циклические группы, 𝑣𝑖 — инволюции,
для любого 𝑏 ∈ 𝐵𝑖, 𝑏𝑣𝑖 = 𝑏−1.

2. Определения, известные факты

Определение 1. Пусть ℜ — множество групп. Будем говорить, что
группа 𝐺 насыщена группами из ℜ, если любая конечная подгруппа из
𝐺 содержится в подгруппе группы 𝐺, изоморфной некоторой группе из
ℜ [8].

Определение 2. Пусть 𝐺 − группа, 𝐾 − подгруппа 𝐺, X − множе-
ство групп. Через X𝐺(𝐾) будем обозначать множество всех подгрупп
группы 𝐺, содержащих 𝐾 и изоморфных группам из X. Если 1 −
единичная подгруппа группы 𝐺, то X𝐺(1) будет обозначать множество
всех подгрупп группы 𝐺, изоморфных группам из X. Если из контекста
ясно о какой группе идет речь, то вместо X𝐺(𝐾) будем писать X(𝐾) и,
соответственно, вместо X𝐺(1) будем писать X(1) [8].

Определение 3. Группа 𝐺 называется группой Шункова (сопряже-
нно-бипримитивно конечной группой), если для любой конечной под-
группы 𝐻 из 𝐺 в фактор-группе 𝑁𝐺(𝐻)/𝐻 любые два сопряженных
элемента простого порядка порождают конечную группу [5].

Определение 4. Под рангом 𝑝-группы 𝐺 понимается наибольшее
натуральное число 𝑟 с тем свойством, что в группе 𝐺 содержится эле-
ментарная абелева 𝑝-подгруппа порядка 𝑝𝑟 [2, с. 341].

Предложение 1. Пусть 𝐺 — локально конечная группа, насыщен-
ная группами из множества

M = {𝑅(𝑛)
1 × · · · ×𝑅(𝑛)

𝑖 × · · · ×𝑅
(𝑛)
𝑑 | 𝑛 ∈ N},

𝑑 — фиксированное натуральное число, 𝑅(𝑛)
𝑖 — конечные группы диэдра

вида 𝑅(𝑛)
𝑖 = 𝐶

(𝑛)
𝑖 h⟨𝑟

(𝑛)
𝑖 ⟩, 𝐶

(𝑛)
𝑖 — циклические группы, 𝑟(𝑛)𝑖 — инволюции,

для любого 𝑐 ∈ 𝐶(𝑛)
𝑖 , 𝑐𝑟

(𝑛)
𝑖 = 𝑐−1. Тогда

𝐺 = 𝐴1 × · · · ×𝐴𝑖 × · · · ×𝐴𝑑,

где 𝐴𝑖 = 𝐵𝑖h⟨𝑣𝑖⟩, 𝐵𝑖 — локально циклические группы, 𝑣𝑖 — инволюции,
для любого 𝑏 ∈ 𝐵𝑖, 𝑏𝑣𝑖 = 𝑏−1. В частности, 𝐺 — разрешимая группа.

Доказательство. Данное предложение является очевидным следстви-
ем основного результата [16].

Предложение 2. Периодическая абелева группа разлагается в пря-
мую сумму своих примарных компонент [2, с. 115].
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Предложение 3. 𝑝-группа Шункова ограниченного ранга является
черниковской группой [6, теорема 5].

Предложение 4. Локально конечная 𝑝-группа с конечной макси-
мальной элементарной абелевой подгруппой является черниковской
группой [11].

Предложение 5. Расширение 𝐺 локально конечной группы 𝐴 при
помощи локально конечной же группы 𝐵 само локально конечно [9].

3. Доказательство теоремы

Зафиксируем обозначения из условия и утверждения теоремы. Пусть
𝐺 — контрпример к утверждению теоремы.

Лемма 1. 𝐺 — бесконечная группа.

Доказательство. Действительно, в противном случае 𝐺 является ко-
нечной группой и по условию теоремы для некоторого 𝑛 ∈ N,

𝐺 ≃ 𝑅(𝑛)
1 × · · · ×𝑅(𝑛)

𝑖 × · · · ×𝑅
(𝑛)
𝑑 ∈M.

Следовательно, 𝐺 ∈M(1) и

𝐺 = 𝐴1 × · · · ×𝐴𝑖 × · · · ×𝐴𝑑,

где 𝐴𝑖 = 𝐵𝑖 h ⟨𝑣𝑖⟩, 𝐵𝑖 ≃ 𝐶
(𝑛)
𝑖 , ⟨𝑣𝑖⟩ ≃ ⟨𝑟(𝑛)𝑖 ⟩ — инволюции, для любого

𝑏 ∈ 𝐵𝑖, 𝑏𝑣𝑖 = 𝑏−1. Противоречие с тем, что 𝐺 — контрпример.

Лемма 2. Пусть 2 ̸= 𝑝 ∈ 𝜋(𝐺) и 𝑃 − конечная 𝑝−подгруппа группы
𝐺. Тогда 𝑃 абелева подгруппа ранга не более 𝑑.

Доказательство. По условию теоремы в 𝐺 найдется конечная подгруп-
па 𝐾 такая, что для некоторого фиксированного 𝑛 ∈ N, 𝑃 ≤ 𝐾 и

𝐾 ≃ 𝑅(𝑛)
1 × · · · ×𝑅(𝑛)

𝑖 × · · · ×𝑅
(𝑛)
𝑑 ∈M.

Следовательно, 𝐾 ∈M(1) и

𝐾 = 𝐴1 × · · · ×𝐴𝑖 × · · · ×𝐴𝑑,

где 𝐴𝑖 = 𝐵𝑖 h ⟨𝑣𝑖⟩, 𝐵𝑖 ≃ 𝐶
(𝑛)
𝑖 , ⟨𝑣𝑖⟩ ≃ ⟨𝑟(𝑛)𝑖 ⟩ — инволюции, для любого

𝑏 ∈ 𝐵𝑖, 𝑏𝑣𝑖 = 𝑏−1. Ясно, что в данном случае группа 𝑃 лежит в абелевой
подгруппе 𝐾1 группы 𝐾 и

𝐾1 = 𝐶
(𝑛)
1 × · · · × 𝐶(𝑛)

𝑖 × · · · × 𝐶(𝑛)
𝑑 .

Поскольку группы 𝐶
(𝑛)
𝑖 циклические, то каждая из них содержит не бо-

лее одной циклической 𝑝−подгруппы. Следовательно, ранг 𝐾1 не более
𝑑. Так как 𝑃 ≤ 𝐾1, то и ранг 𝑃 также не более 𝑑.

Известия Иркутского государственного университета.
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Лемма 3. Пусть 𝑎 − элемент группы 𝐺, имеющий порядок 𝑝𝑛, где
2 ̸= 𝑝 ∈ 𝜋(𝐺). Тогда 𝐺𝑎 = ⟨𝑎𝑔|𝑔 ∈ 𝐺⟩ − конечная нормальная абелева
𝑝-подгруппа группы 𝐺 ранга не более 𝑑.

Доказательство. Воспользуемся индукцией по 𝑛. Пусть 𝑛 = 0. В этом
случае утверждение леммы очевидно.

Пусть теперь 𝑛 > 0. Положим 𝑏 = 𝑎𝑝. В силу леммы 2 и индуктив-
ного предположения 𝐺𝑏 = ⟨𝑏𝑔|𝑔 ∈ 𝐺⟩ − конечная абелева нормальная
𝑝−подгруппа группы 𝐺 ранга не более 𝑑. Так как 𝐺 − группа Шункова,
то ⟨𝐺𝑏, 𝑎, 𝑎𝑔⟩ − конечная группа для любого 𝑔 ∈ 𝐺.

По условию теоремы в 𝐺 найдется конечная подгруппа 𝐾 такая, что
для некоторого фиксированного 𝑛 ∈ N ⟨𝐺𝑏, 𝑎, 𝑎𝑔⟩ ≤ 𝐾 и

𝐾 ≃ 𝑅(𝑛)
1 × · · · ×𝑅(𝑛)

𝑖 × · · · ×𝑅
(𝑛)
𝑑 ∈M.

Следовательно, 𝐾 ∈M(1) и

𝐾 = 𝐴1 × · · · ×𝐴𝑖 × · · · ×𝐴𝑑,

где 𝐴𝑖 = 𝐵𝑖 h ⟨𝑣𝑖⟩, 𝐵𝑖 ≃ 𝐶
(𝑛)
𝑖 , ⟨𝑣𝑖⟩ ≃ ⟨𝑟(𝑛)𝑖 ⟩ — инволюции, для любого

𝑏 ∈ 𝐵𝑖, 𝑏𝑣𝑖 = 𝑏−1. Ясно, что в данном случае группа ⟨𝐺𝑏, 𝑎, 𝑎𝑔⟩ лежит в
абелевой подгруппе 𝐾1 группы 𝐾 и

𝐾1 = 𝐶
(𝑛)
1 × · · · × 𝐶(𝑛)

𝑖 × · · · × 𝐶(𝑛)
𝑑 .

Отсюда вытекает, что ⟨𝐺𝑏, 𝑎, 𝑎𝑔⟩ — конечная абелева 𝑝-группа. Так как
элемент 𝑔 выбирался в группе 𝐺 произвольно, то 𝐺𝑎 = ⟨𝑎𝑔|𝑔 ∈ 𝐺⟩ −
конечная нормальная абелева 𝑝-подгруппа группы 𝐺, и ранг 𝐺𝑎 по
лемме 2 не превосходит 𝑑.

Лемма 4. Пусть 2 ̸= 𝑝 ∈ 𝜋(𝐺) и 𝑃 − конечная 𝑝−подгруппа группы
𝐺. Тогда 𝐺𝑃 = ⟨𝑃 𝑔|𝑔 ∈ 𝐺⟩ − конечная нормальная абелева 𝑝−подгруппа
группы 𝐺 ранга не более 𝑑.

Доказательство. Занумеруем все элементы группы

𝑃 = {𝑎1, · · · , 𝑎𝑖, · · · , 𝑎|𝑃 |}.

По лемме 3 𝐺𝑎𝑖 = ⟨𝑎
𝑔
𝑖 |𝑔 ∈ 𝐺⟩ — конечная абелева нормальная 𝑝-подгруп-

па группы 𝐺. Несложно видеть, что 𝐺𝑃 =
∏︀|𝑃 |
𝑖=1𝐺𝑎𝑖 — конечная нор-

мальная 𝑝-подгруппа группы 𝐺. По лемме 2 𝐺𝑃 — абелева 𝑝-группа
ранга не более 𝑑.

Лемма 5. Пусть 2 ̸= 𝑝 ∈ 𝜋(𝐺) и 𝐺𝑝 − подгруппа, порожденная всеми
𝑝-элементами группы 𝐺. Тогда 𝐺𝑝 — черниковская нормальная абелева
𝑝-подгруппа группы 𝐺 ранга не более 𝑑.
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Доказательство. Возьмем два произвольных 𝑝-элемента 𝑎, 𝑏 из группы
𝐺. В обозначениях леммы 3 𝐺𝑎 = ⟨𝑎𝑔|𝑔 ∈ 𝐺⟩, 𝐺𝑏 = ⟨𝑎𝑔|𝑔 ∈ 𝐺⟩ −
конечные нормальные абелевы 𝑝-подгруппы группы 𝐺. Следовательно,
их произведние 𝐺𝑎𝐺𝑏 — конечная нормальная 𝑝-подгруппа, которая по
лемме 4 будет абелевой. Таким образом, элементы 𝑎, 𝑏 перестановоч-
ны. Отсюда сразу вытекает, что 𝐺𝑝 — абелева нормальная 𝑝-подгруппа
группы 𝐺. Очевидно также, что 𝐺𝑝 — локально конечная группа ранга
не более 𝑑 (лемма 2). По предложению 4 𝐺𝑝 — черниковская группа.

Лемма 6. Все элементы группы 𝐺, имеющие нечетный порядок, об-
разуют нормальную абелеву подгруппу 𝐺𝜓 = ⟨𝐺𝑝|𝑝 ∈ 𝜓⟩ группы 𝐺, где
𝜓 = {𝜋(𝐺) ∖ {2}}.

Доказательство. По лемме 5 все 𝑝-элементы, где 𝑝 ∈ 𝜓 образуют абе-
леву нормальную 𝑝−подгруппу 𝐺𝑝 группы 𝐺. Пусть 𝑝1, 𝑝2 − два раз-
личных нечетных простых числа из 𝜓. Очевидно,

⟨𝑎1, 𝑎2⟩ ≤ 𝐺𝑝1𝐺𝑝2 −

нормальная подгруппа группы 𝐺. Покажем, что группа 𝐺𝑝1𝐺𝑝2 абелева.
Пусть 𝑥 ∈ 𝐺𝑝1 и 𝑦 ∈ 𝐺𝑝2 . Если 𝑥𝑦 ̸= 𝑦𝑥, то 𝑥𝑦𝑥−1𝑦−1 ̸= 1. По лемме 2, с
одной стороны, 𝑥𝑦𝑥−1𝑦−1 = 𝑥(𝑦𝑥−1𝑦−1) − 𝑝1-элемент, с другой стороны,
𝑥𝑦𝑥−1𝑦−1 = (𝑥𝑦𝑥−1)𝑦−1 − 𝑝2-элемент. Поскольку 𝑝1, 𝑝2 — различные
простые числа, то получаем противоречие. Итак, элементы 𝑥, 𝑦 пере-
становочны, а группа 𝐺𝑝1𝐺𝑝2 − абелева в силу произвольности выбора
элемента 𝑥 из подгруппы 𝐺𝑝1 и произвольности выбора элемента 𝑦 из
подгруппы 𝐺𝑝2 . Следовательно, все элементы нечетных порядков груп-
пы 𝐺 порождают абелеву подгруппу 𝐺𝜓 группы 𝐺, которая, очевидно,
нормальна.

Лемма 7. Пусть 𝐺𝜓 из леммы 6. Тогда
1. Если 𝑝 ∈ 𝜓, то 𝑝-ранг 𝐺𝜓 не превосходит 𝑑.
2. 𝐺𝜓 — локально конечная группа.
3. Фактор-группы 𝐺/𝐺𝜓 — черниковская 2-группа ранга не более 2𝑑.
4. 𝐺 — локально конечная группа.

Доказательство. 1. Это утверждение вытекает из лемм 5, 6 и предло-
жения 2.

2. По утверждению 1 и леммам 5, 6

𝐺𝜓 =
∏︁
𝑝𝑖∈𝜓

𝐺𝑝𝑖 .

Поскольку все 𝐺𝑝𝑖 локально конечые группы, то 𝐺𝜓 локально конечная
группа.

Известия Иркутского государственного университета.
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3. Ясно, что фактор-группы 𝐺/𝐺𝜓 — 2-группа. Пусть 𝑊 некото-
рая элементарная абелева 2-подгруппа из 𝐺 ранга больше 2𝑑, и 𝑊
— некоторый ее конечный прообраз в группе 𝐺. По условию теоре-
мы в 𝐺 найдется конечная подгруппа 𝐾 такая, что для некоторого
фиксированного 𝑛 ∈ N ,𝑊 ≤ 𝐾,

𝐾 ≃ 𝑅(𝑛)
1 × · · · ×𝑅(𝑛)

𝑖 × · · · ×𝑅
(𝑛)
𝑑 ∈M.

Следовательно, 𝐾 ∈M(1) и

𝐾 = 𝐴1 × · · · ×𝐴𝑖 × · · · ×𝐴𝑑,

где 𝐴𝑖 = 𝐵𝑖 h ⟨𝑣𝑖⟩, 𝐵𝑖 ≃ 𝐶
(𝑛)
𝑖 , ⟨𝑣𝑖⟩ ≃ ⟨𝑟(𝑛)𝑖 ⟩ — инволюции, для любого

𝑏 ∈ 𝐵𝑖, 𝑏𝑣𝑖 = 𝑏−1. В данном случае силовская 2-подгруппа 𝑊2 группы
𝑊 ранга не более 2𝑑. Очевидно, 𝑊2 = 𝑊2𝐺𝜓/𝐺𝜓 = 𝑊 - элементарная
абелева группа ранга не более 2𝑑. Противоречие с выбором 𝑊 . По-
скольку 𝐺/𝐺𝜓 — периодическая 2-группа, то она — группа Шункова.
По предложению 3 𝐺/𝐺𝜓 — черниковская группа.

4. Так как черниковская группа всегда локально конечна, то по тео-
реме Шмидта (предложение 5) 𝐺 локально конечна. Следовательно,
данное утверждение является следствием утверждений 2, 3.

Завершим доказательство теоремы. Согласно предложению 1 и лем-
ме 7 (утверждение 4)

𝐺 = 𝐴1 × · · · ×𝐴𝑖 × · · · ×𝐴𝑑,

где 𝐴𝑖 = 𝐵𝑖h⟨𝑣𝑖⟩, 𝐵𝑖 — локально циклические группы, 𝑣𝑖 — инволюции,
для любого 𝑏 ∈ 𝐵𝑖, 𝑏𝑣𝑖 = 𝑏−1. Следовательно, 𝐺 — разрешимая группа.

Теорема доказана.
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