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Аннотация: Рассматривается система нелинейных уравнений Каупа с нагружен-
ным дополнительным членом в классе периодических функций по пространственной
переменной. Доказана неизменяемость спектра и выведен аналог системы Дуброви-
на для эволюции спектральных параметров квадратичного пучка операторов Штур-
ма – Лиувилля на всей прямой, периодические коэффициенты которой являются
решением задачи Коши поставленной для нагруженной системы нелинейных урав-
нений Каупа. При помощи формул следов и аналога системы Дубровина показано,
что нагруженную систему нелинейных уравнений Каупа можно интегрировать ме-
тодом обратной спектральной задачи. Получен алгоритм решения задачи Коши
для нагруженной нелинейной системы Каупа в классе периодических функций по
пространственной переменной. Показано, что если начальные функции действи-
тельные аналитические функции, то и решение будет аналитической функцией по
пространственной переменной. Выявлена 𝜋

2
-периодичность решения по простран-

ственной переменной при 𝜋
2
-периодичности начальных функций.
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Abstract: In this paper, a system of nonlinear Kaup equations with a loaded additional
term in the class of periodic functions with respect to the spatial variable is considered.
The invariance of the spectrum is proved and an analog of the Dubrovin system is derived
for the evolution of the spectral parameters of a quadratic pencil of Sturm-Liouville
operators on the entire line, the periodic coefficients of which are the solution of the
Cauchy problem posed for the loaded system of nonlinear Kaup equations. Using trace
formulas and an analog of the Dubrovin system, it is shown that the loaded system of
nonlinear Kaup equations can be integrated by the inverse spectral problem method.
An algorithm for solving the Cauchy problem for the loaded nonlinear Kaup’s system
in the class of periodic functions with respect to the spatial variable is obtained. It is
shown that if the initial functions are real analytic functions, then the solution will also
be an analytic function with respect to the spatial variable. The 𝜋

2
-periodicity of the

solution with respect to the spatial variable is revealed for the 𝜋
2
-periodicity of the initial

functions.
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1. Введение

В работе [24] доказана полная интегрируемость следующей системы
уравнений {︂

𝑝𝑡 = −6𝑝𝑝𝑥 − 𝑞𝑥
𝑞𝑡 = 𝑝𝑥𝑥𝑥 − 4𝑞𝑝𝑥 − 2𝑝𝑞𝑥

,

которая описывает распространения волн на мелкой воде, а в [5; 27]
изучены конечнозонные решения этой системы уравнений. Эту систему
уравнений называют системой Каупа.

Систему Каупа можно рассматривать как условие совместности

𝑦𝑥𝑥𝑡 − 𝑦𝑡𝑥𝑥 ≡ [(𝑞𝑡 − 𝑝𝑥𝑥𝑥 + 4𝑞𝑝𝑥 + 2𝑝𝑞𝑥) + 2𝜆(𝑝𝑡 + 6𝑝𝑝𝑥 + 𝑞𝑥)]𝑦 = 0

линейных уравнений −𝑦𝑥𝑥+𝑞𝑦+2𝜆𝑝𝑦−𝜆2𝑦 = 0 и 𝑦𝑡+2(𝑝+𝜆)𝑦𝑥−𝑝𝑥𝑦 = 0.
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Первое из этих уравнений называется квадратичным пучком уравнений
Штурма – Лиувилля.

В этой работе обратную спектральную задачу для квадратичного
пучка уравненийШтурма – Лиувилля применяем для решения системы
уравнений Каупа с нагруженным членом в классе периодических по 𝑥
функций.

Обратная задача для квадратичного пучка уравнений Штурма –
Лиувилля в различных классах функций изучена в работах [1; 2; 10;
11;17;19–23;31].

Система Каупа и его аналоги высших порядков с самосогласованным
источником в классе периодических по 𝑥 функций были интегрированы
в работах [12; 18; 30], а в классе быстроубывающих функций в работах
[15;16].

Нелинейные эволюционные уравнения с дополнительными нагруже-
нными членами в классе периодических по 𝑥 функций изучены в рабо-
тах [4; 6–8; 13; 26; 28], а в классе быстроубывающих функций в работах
[9; 25] методом обратной спектральной задачи. Некоторые нелинейные
уравнения с источником в классе периодических по 𝑥 функций изучены
в работах [14;29].

Мы рассмотрим следующую систему уравнений Каупа с нагружен-
ным членом {︂

𝑝𝑡 = −6𝑝𝑝𝑥 − 𝑞𝑥 + 𝛾(𝑡) · 𝑝|𝑥=0 · 𝑝𝑥
𝑞𝑡 = 𝑝𝑥𝑥𝑥 − 4𝑞𝑝𝑥 − 2𝑝𝑞𝑥 + 𝛾(𝑡) · 𝑝|𝑥=0 · 𝑞𝑥,

(1.1)

в классе действительных, 𝜋-периодических по 𝑥 функций 𝑝 = 𝑝(𝑥, 𝑡) и
𝑞 = 𝑞(𝑥, 𝑡), удовлетворяющих условиям гладкости

𝑝 ∈ 𝐶3
𝑥(𝑡 > 0)

⋂︁
𝐶1
𝑡 (𝑡 > 0)

⋂︁
𝐶(𝑡 ≥ 0), 𝑞 ∈ 𝐶1(𝑡 > 0)

⋂︁
𝐶(𝑡 ≥ 0), (1.2)

при начальных условиях

𝑝(𝑥, 𝑡)|𝑡=0 = 𝑝0(𝑥) , 𝑞(𝑥, 𝑡)|𝑡=0 = 𝑞0(𝑥). (1.3)

Здесь 𝛾(𝑡) заданная, действительная, непрерывная, ограниченная фун-
кция, 𝑝0 ∈ 𝐶3(𝑅), 𝑞0 ∈ 𝐶2(𝑅) заданные действительные 𝜋-периодичес-
кие функции, такие, что для всех функций 𝑦(𝑥) ∈ 𝑊 2

2 [0, 𝜋], удовлетво-
ряющих условиям 𝑦′(0)𝑦(0) − 𝑦′(𝜋)𝑦(𝜋) = 0 и (𝑦, 𝑦) = 1, выполняется
неравенство

(𝑝0𝑦, 𝑦)
2 + (𝑞0𝑦, 𝑦) + (𝑦′, 𝑦′) > 0,

где (· , ·) — скалярное произведение пространства 𝐿2(0, 𝜋). Последнее
условие будем называть условием (А).

Цель данной работы — дать процедуру построения решения (𝑝(𝑥, 𝑡),
𝑞(𝑥, 𝑡)) задачи (1.1)–(1.3) в рамках метода обратной спектральной зада-
чи для квадратичного пучка уравнений Штурма – Лиувилля

𝑇 (𝜆, 𝜏, 𝑡)𝑦 ≡ −𝑦′′ + 𝑞(𝑥+ 𝜏, 𝑡)𝑦 + 2𝜆 𝑝(𝑥+ 𝜏, 𝑡)𝑦 − 𝜆 2𝑦 = 0, 𝑥 ∈ 𝑅. (1.4)

Известия Иркутского государственного университета.
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2. Прямая и обратная спектральная задачи для
квадратичного пучка операторов Штурма – Лиувилля с

периодическим потенциалом

Для полноты изложения приведем некоторые известные сведения,
касающиеся обратной спектральной задачи для квадратичного пучка
операторов Штурма – Лиувилля с периодическим потенциалом (см. [1;
11;18]).

Рассмотрим квадратичный пучок уравнений Штурма – Лиувилля
(1.4). Если 𝑞 ∈ 𝐿2[0, 𝜋] и 𝑝 ∈𝑊 1

2 [0, 𝜋] являются действительно-значными
𝜋-периодическими функциями по 𝑥 и удовлетворяют условию (А), то
спектр задачи (1.4) является действительным и совпадает с множеством

𝜎(𝑇 ) = {𝜆 ∈ 𝑅| − 2 ≤ Δ(𝜆) ≤ 2} = 𝑅∖
∞⋃︁

𝑛=−∞
(𝜆2𝑛−1, 𝜆2𝑛),

где Δ(𝜆) = 𝑐(𝜋, 𝜆, 𝜏, 𝑡)+𝑠′(𝜋, 𝜆, 𝜏, 𝑡). Интервалы (𝜆2𝑛−1, 𝜆2𝑛), 𝑛 ∈ 𝑍, на-
зываются лакунами. Нумерация вводится таким образом, чтобы 𝜆−1 <
0 < 𝜆0. Здесь 𝑐(𝑥, 𝜆, 𝜏, 𝑡) и 𝑠(𝑥, 𝜆, 𝜏, 𝑡) — решения уравнения (1.4), удо-
влетворяющие начальным условиям 𝑐(0, 𝜆, 𝜏, 𝑡) = 1, 𝑐′(0, 𝜆, 𝜏, 𝑡) = 0 и
𝑠(0, 𝜆, 𝜏, 𝑡) = 0, 𝑠′(0, 𝜆, 𝜏, 𝑡) = 1 соответственно.

Введем обозначение 𝜎𝑛 = 𝜎𝑛(𝜏, 𝑡) = 𝑠𝑖𝑔𝑛 {𝑠′(𝜋, 𝜉𝑛, 𝜏, 𝑡)− 𝑐(𝜋, 𝜉𝑛, 𝜏, 𝑡)},
где 𝜉𝑛 = 𝜉𝑛(𝜏, 𝑡), 𝑛 ∈ 𝑍∖{0}, — собственные значения задачи Дирихле
𝑦(0) = 𝑦(𝜋) = 0 для уравнения (1.4). Нетрудно видеть, что числа 𝜉𝑛
совпадают с нулями функции 𝑠(𝜋, 𝜆, 𝜏, 𝑡) и выполняются включения
𝜉𝑛 ∈ [𝜆2𝑛−1, 𝜆2𝑛].

Граничные точки спектра 𝜆𝑛 и спектральные параметры 𝜉𝑛, 𝜎𝑛, 𝑛 ∈
𝑍∖{0} называют спектральными данными квадратичного пучка (1.4).
Восстановление коэффициентов 𝑝 и 𝑞 по спектральным данным назы-
вается обратной спектральной задачей для квадратичного пучка (1.4).

Δ(𝜆) не зависит от 𝜏 . Отсюда следует независимость от 𝜏 спектра
квадратичного пучка (1.4).

Лемма 1. Имеют место равенства:

𝜕𝑠(𝜋, 𝜆, 𝜏, 𝑡)

𝜕𝜏
= 𝑠′(𝜋, 𝜆, 𝜏, 𝑡)− 𝑐(𝜋, 𝜆, 𝜏, 𝑡), (2.1)

𝜕𝑐′(𝜋, 𝜆, 𝜏, 𝑡)

𝜕𝜏
= [𝜆2 − 𝑞(𝜏, 𝑡)− 2𝜆𝑝(𝜏, 𝑡)][𝑠′(𝜋, 𝜆, 𝜏, 𝑡)− 𝑐(𝜋, 𝜆, 𝜏, 𝑡)], (2.2)

𝜕[𝑠′(𝜋, 𝜆, 𝜏, 𝑡)− 𝑐(𝜋, 𝜆, 𝜏, 𝑡)]
𝜕𝜏

=

= −2[𝜆2 − 𝑞(𝜏, 𝑡)− 2𝜆𝑝(𝜏, 𝑡)]𝑠(𝜋, 𝜆, 𝜏, 𝑡)− 2𝑐′(𝜋, 𝜆, 𝜏, 𝑡). (2.3)
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Используя формулы (2.1), (2.2), (2.3) и разложение

𝑠(𝜋, 𝜆, 𝜏, 𝑡) = 𝜋
∞∏︁

0 ̸= 𝑘 = −∞

𝜉𝑘 − 𝜆
𝑘

, (2.4)

можно доказать следующую лемму.

Лемма 2. 1) если 𝜉𝑛 не зависит от 𝜏 , то 𝜆2𝑛−1 = 𝜆2𝑛;
2) если 𝜕𝜉𝑛

𝜕𝜏

⃒⃒⃒
𝜏=𝜏0

= 0, то при 𝜏 = 𝜏0 выполняется 𝜉𝑛 = 𝜆2𝑛−1 или

𝜉𝑛 = 𝜆2𝑛;
3) если 𝜆2𝑛−1 < 𝜆2𝑛, то 𝜉𝑛 при изменении 𝜏 ∈ 𝑅 заметает всю

лакуну [𝜆2𝑛−1, 𝜆2𝑛].

Подставляя выражение (2.4) в (2.1), имеем

𝜋

𝑛
· 𝜕𝜉𝑛
𝜕𝜏
·
∏︁
𝑘 ̸=𝑛,0

𝜉𝑘 − 𝜉𝑛
𝑘

= 𝑠′(𝜋, 𝜉𝑛, 𝜏, 𝑡)− 𝑐(𝜋, 𝜉𝑛, 𝜏, 𝑡). (2.5)

Из тождества

[𝑠′(𝜋, 𝜆, 𝜏, 𝑡)− 𝑐(𝜋, 𝜆, 𝜏, 𝑡)]2 = (Δ2(𝜆)− 4)− 4𝑐′(𝜋, 𝜆, 𝜏, 𝑡)𝑠(𝜋, 𝜆, 𝜏, 𝑡)

следует, что

𝑠′(𝜋, 𝜉𝑛, 𝜏, 𝑡)− 𝑐(𝜋, 𝜉𝑛, 𝜏, 𝑡) = 𝜎𝑛
√︀

Δ2(𝜉𝑛)− 4. (2.6)

Из (2.5), (2.6) и следующих равенств

Δ2(𝜆)− 4 = −4𝜋2(𝜆− 𝜆−1)(𝜆− 𝜆0)
∞∏︁

0̸=𝑘=−∞

(𝜆− 𝜆2𝑘−1)(𝜆− 𝜆2𝑘)
𝑘2

, (2.7)

𝑠𝑖𝑔𝑛

⎧⎨⎩𝜋𝑛 ∏︁
𝑘 ̸=𝑛,0

𝜉𝑘 − 𝜉𝑛
𝑘

⎫⎬⎭ = (−1)𝑛−1𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑛) (2.8)

выводим систему уравнений Дубровина

𝜕𝜉𝑛
𝜕𝜏

= 2(−1)𝑛−1𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑛) · 𝜎𝑛
√︀

(𝜉𝑛 − 𝜆2𝑛−1)(𝜆2𝑛 − 𝜉𝑛) · ℎ𝑛(𝜉), 𝑛 ∈ 𝑍∖{0},
(2.9)

где

ℎ𝑛(𝜉) =

⎯⎸⎸⎷(𝜉𝑛 − 𝜆−1)(𝜉𝑛 − 𝜆0)
∏︁
𝑘 ̸=𝑛,0

(𝜉𝑛 − 𝜆2𝑘−1)(𝜉𝑛 − 𝜆2𝑘)
(𝜉𝑛 − 𝜉𝑘)2

,

𝜉 = (..., 𝜉−1, 𝜉1, ...).

Известия Иркутского государственного университета.
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Система уравнений Дубровина (2.9) и следующие формулы первого
и второго следов

𝑝(𝜏, 𝑡) =
𝜆−1 + 𝜆0

2
+

∞∑︁
0̸=𝑘=−∞

(︂
𝜆2𝑘−1 + 𝜆2𝑘

2
− 𝜉𝑘

)︂
, (2.10)

𝑞(𝜏, 𝑡) + 2𝑝2(𝜏, 𝑡) =
(𝜆−1)

2 + (𝜆0)
2

2
+

∞∑︁
0̸=𝑘=−∞

(︂
(𝜆2𝑘−1)

2 + (𝜆2𝑘)
2

2
− 𝜉2𝑘

)︂
(2.11)

дают метод решения обратной задачи.

3. Эволюция спектральных данных и алгоритм решения
задачи (1.1)–(1.3)

Основной результат настоящей работы заключается в следующей
теореме.

Теорема 1. Пусть (𝑝(𝑥, 𝑡), 𝑞(𝑥, 𝑡)) является решением задачи (1.1)–
(1.3). Тогда спектр квадратичного пучка операторов Штурма – Лиу-
вилля (1.4) с коэффициентами 𝑝(𝑥 + 𝜏, 𝑡) и 𝑞(𝑥 + 𝜏, 𝑡) не зависит от
параметров 𝜏 и 𝑡, а спектральные параметры 𝜉𝑛 = 𝜉𝑛(𝜏, 𝑡), 𝑛 ∈ 𝑍∖{0},
зависят от 𝜏 и 𝑡 и удовлетворяют аналогу системы уравнений Дуб-
ровина:

𝜕𝜉𝑛
𝜕𝑡

= 2(−1)𝑛𝜎𝑛(𝜏, 𝑡)𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑛)
√︀
(𝜉𝑛 − 𝜆2𝑛−1)(𝜆2𝑛 − 𝜉𝑛)×

×ℎ𝑛(𝜉)× {2𝑝(𝜏, 𝑡) + 2𝜉𝑛 − 𝛾(𝑡)𝑝(0, 𝑡)} , 𝑛 ∈ 𝑍∖{0}. (3.1)

Знак 𝜎𝑛(𝜏, 𝑡) = ±1 меняется на противоположный при каждом столк-
новении точки 𝜉𝑛 с границами своей лакуны [𝜆2𝑛−1, 𝜆2𝑛]. Кроме того,
выполняются следующие начальные условия:

𝜉𝑛(𝜏, 𝑡)|𝑡=0 = 𝜉0𝑛(𝜏), 𝜎𝑛(𝜏, 𝑡)|𝑡=0 = 𝜎0𝑛(𝜏), 𝑛 ∈ 𝑍∖{0}, (3.2)

где 𝜉0𝑛(𝜏), 𝜎0𝑛(𝜏) — спектральные параметры квадратичного пучка опе-
раторов Штурма – Лиувилля, соответствующие коэффициентам
𝑝0(𝑥+ 𝜏) и 𝑞0(𝑥+ 𝜏).

Доказательство. Обозначим через 𝑦𝑛 = 𝑦𝑛(𝑥, 𝜏, 𝑡), 𝑛 ∈ 𝑍∖{0}, норми-
рованные собственные функции задачи Дирихле на отрезке [0, 𝜋] для
квадратичного пучка уравнений Штурма – Лиувилля (1.4), соответ-
ствующие собственным значениям 𝜉𝑛, 𝑛 ∈ 𝑍∖{0}.

Дифференцируя тождество

−(𝑦′′𝑛, 𝑦𝑛) + (𝑞𝑦𝑛, 𝑦𝑛) + 2𝜉𝑛(𝑝𝑦𝑛, 𝑦𝑛)− 𝜉2𝑛 = 0
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по 𝑡, имеем

−(𝑦̇′′𝑛, 𝑦𝑛)− (𝑦′′𝑛, 𝑦̇𝑛) + (𝑞𝑡𝑦𝑛 + 𝑞𝑦̇𝑛, 𝑦𝑛) + (𝑞𝑦𝑛, 𝑦̇𝑛)+

+2𝜉𝑛(𝑝𝑦𝑛, 𝑦𝑛) + 2𝜉𝑛(𝑝𝑡𝑦𝑛 + 𝑝𝑦̇𝑛, 𝑦𝑛) + 2𝜉𝑛(𝑝𝑦𝑛, 𝑦̇𝑛)− 2𝜉𝑛𝜉𝑛 = 0.

Последнее равенство перепишем в виде(︀
−𝑦̇′′𝑛 + 𝑞𝑦̇𝑛 + 2𝜉𝑛𝑝𝑦̇𝑛, 𝑦𝑛

)︀
+
(︀
−𝑦′′𝑛 + 𝑞𝑦𝑛 + 2𝜉𝑛𝑝𝑦𝑛, 𝑦̇𝑛

)︀
+

+(𝑞𝑡𝑦𝑛 + 2𝜉𝑛𝑝𝑡𝑦𝑛, 𝑦𝑛) + 2𝜉𝑛(𝑝𝑦𝑛, 𝑦𝑛)− 2𝜉𝑛𝜉𝑛 = 0. (3.3)

Учитывая равенства(︀
𝑦̇′′𝑛 + 𝑞𝑦̇𝑛 + 2𝜉𝑛𝑝𝑦̇𝑛, 𝑦𝑛

)︀
= (𝑦′𝑛𝑦̇𝑛 − 𝑦𝑛𝑦̇′𝑛)

⃒⃒𝜋
0
+
(︀
𝑦̇𝑛, −𝑦′′𝑛 + 𝑞𝑦𝑛 + 2𝜉𝑛𝑝𝑦𝑛

)︀
,(︀

−𝑦′′𝑛 + 𝑞𝑦𝑛 + 2𝜉𝑛𝑝𝑦𝑛, 𝑦̇𝑛
)︀
= (𝜉2𝑛𝑦𝑛, 𝑦̇𝑛) = 𝜉2𝑛(𝑦𝑛, 𝑦̇𝑛) = 0,

из (3.3) выводим, что 2𝜉𝑛[𝜉𝑛 − (𝑝𝑦𝑛, 𝑦𝑛)] = (𝑞𝑡𝑦𝑛 + 2𝜉𝑛𝑝𝑡𝑦𝑛, 𝑦𝑛), т. е.

2𝜉𝑛

(︂
𝜉𝑛 −

∫︁ 𝜋

0
𝑝𝑦2𝑛𝑑𝑥

)︂
=

∫︁ 𝜋

0
(𝑞𝑡 + 2𝜉𝑛𝑝𝑡)𝑦

2
𝑛𝑑𝑥. (3.4)

Здесь мы использовали скалярное произведение пространства 𝐿2(0, 𝜋).
Используя выражения

𝑝𝑡(𝑥+ 𝜏, 𝑡) = −6𝑝(𝑥+ 𝜏, 𝑡)𝑝𝑥(𝑥+ 𝜏, 𝑡)− 𝑞𝑥(𝑥+ 𝜏, 𝑡)+ 𝛾(𝑡)𝑝(0, 𝑡)𝑝𝑥(𝑥+ 𝜏, 𝑡),

𝑞𝑡(𝑥+ 𝜏, 𝑡) = 𝑝𝑥𝑥𝑥(𝑥+ 𝜏, 𝑡)− 4𝑞(𝑥+ 𝜏, 𝑡)𝑝𝑥(𝑥+ 𝜏, 𝑡)−
−2𝑝(𝑥+ 𝜏, 𝑡)𝑞𝑥(𝑥+ 𝜏, 𝑡) + 𝛾(𝑡)𝑝(0, 𝑡)𝑞𝑥(𝑥+ 𝜏, 𝑡),

тождество (3.4) напишем в следующем виде:

2𝜉𝑛

(︂
𝜉𝑛 −

∫︁ 𝜋

0
𝑝𝑦2𝑛𝑑𝑥

)︂
=

∫︁ 𝜋

0
{𝑝𝑥𝑥𝑥 − 4𝑞𝑝𝑥 − 2𝑝𝑞𝑥 + 𝛾(𝑡)𝑝(0, 𝑡)𝑞𝑥+

+2𝜉𝑛[−6𝑝𝑝𝑥 − 𝑞𝑥 + 𝛾(𝑡)𝑝(0, 𝑡)𝑝𝑥]}𝑦2𝑛𝑑𝑥. (3.5)

Чтобы вычислить интеграл в правой части этого равенства, первооб-
разную подынтегральной функции ищем в виде квадратичной формы
относительно 𝑦𝑛 и 𝑦′𝑛, т. е.

{𝑎𝑦2𝑛 + 𝑏𝑦𝑛𝑦
′
𝑛 + 𝑐𝑦′

2
𝑛}′ =

= {𝑝𝑥𝑥𝑥 − 4𝑞𝑝𝑥 − 2𝑝𝑞𝑥 + 𝛾(𝑡)𝑝(0, 𝑡)𝑞𝑥 + 2𝜉𝑛[−6𝑝𝑝𝑥 − 𝑞𝑥 + 𝛾(𝑡)𝑝(0, 𝑡)𝑝𝑥]}𝑦2𝑛.
(3.6)

Здесь коэффициенты 𝑎 = 𝑎(𝑥, 𝜏, 𝑡, 𝜉𝑛), 𝑏 = 𝑏(𝑥, 𝜏, 𝑡, 𝜉𝑛), 𝑐 = 𝑐(𝑥, 𝜏, 𝑡, 𝜉𝑛)
не зависят от 𝑦𝑛 и 𝑦′𝑛. Вычислив производные левой части равенства
(3.6) и используя тождество 𝑦′′𝑛 = [𝑞 + 2𝑝𝜉𝑛 − 𝜉2𝑛]𝑦𝑛, находим, что

(𝑎′+ 𝑏𝑞+2𝑏𝑝𝜉𝑛− 𝑏𝜉2𝑛)𝑦2𝑛+(2𝑎+ 𝑏′+2𝑐𝑞+4𝑝𝑐𝜉𝑛−2𝑐𝜉2𝑛)𝑦𝑛𝑦
′
𝑛+(𝑏+ 𝑐′)𝑦′

2
𝑛 =
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= {𝑝𝑥𝑥𝑥 − 4𝑞𝑝𝑥 − 2𝑝𝑞𝑥 + 𝛾(𝑡)𝑝(0, 𝑡)𝑞𝑥 + 2𝜉𝑛[−6𝑝𝑝𝑥 − 𝑞𝑥 + 𝛾(𝑡)𝑝(0, 𝑡)𝑝𝑥]}𝑦2𝑛.
Отсюда получим равенства

𝑏 = −𝑐′, 𝑎 =
1

2
𝑐′′ + 𝑐 · (𝜉2𝑛 − 2𝑝𝜉𝑛 − 𝑞),

𝑝𝑥𝑥𝑥 − 4𝑞𝑝𝑥 − 2𝑝𝑞𝑥 + 𝛾(𝑡)𝑝(0, 𝑡)𝑞𝑥 + 2𝜉𝑛[−6𝑝𝑝𝑥 − 𝑞𝑥 + 𝛾(𝑡)𝑝(0, 𝑡)𝑝𝑥] =

=
1

2
𝑐′′′ + 2𝑐′ · (𝜉2𝑛 − 2𝑝𝜉𝑛 − 𝑞)− 𝑐 · (2𝑝′𝜉𝑛 + 𝑞′). (3.7)

Левая часть равенства (3.7) является линейной функцией относительно
𝜉𝑛, поэтому правая часть также должна быть линейной относительно
𝜉𝑛. Функцию 𝑐(𝑥, 𝜏, 𝑡, 𝜉𝑛) будем искать в виде

𝑐(𝑥, 𝜏, 𝑡, 𝜉𝑛) = 𝑐0(𝑥, 𝜏, 𝑡)𝜉𝑛 + 𝑐1(𝑥, 𝜏, 𝑡).

Подставляя это выражение в тождество (3.7) и приравнивая коэффи-
циенты при одинаковых степенях 𝜉𝑛, получим равенства

𝑐0(𝑥, 𝜏, 𝑡) = 2, 𝑐1(𝑥, 𝜏, 𝑡) = 2𝑝(𝑥+ 𝜏, 𝑡)− 𝛾(𝑡)𝑝(0, 𝑡),

т. е. 𝑐(𝑥, 𝜏, 𝑡, 𝜉𝑛) = 2𝜉𝑛 + 2𝑝(𝑥+ 𝜏, 𝑡)− 𝛾(𝑡)𝑝(0, 𝑡). Значит,∫︁ 𝜋

0
{𝑝𝑥𝑥𝑥 − 4𝑞𝑝𝑥 − 2𝑝𝑞𝑥 + 𝛾(𝑡)𝑝(0, 𝑡)𝑞𝑥+

+2𝜉𝑛[−6𝑝𝑝𝑥 − 𝑞𝑥 + 𝛾(𝑡)𝑝(0, 𝑡)𝑝𝑥]}𝑦2𝑛𝑑𝑥 =

=
{︁
𝑎𝑦2𝑛+𝑏𝑦𝑛𝑦

′
𝑛 + 𝑐𝑦′

2
𝑛

}︁⃒⃒⃒𝜋
0
=𝑐(𝜋, 𝜏, 𝑡, 𝜉𝑛)𝑦

′2
𝑛(𝜋, 𝜏, 𝑡)−𝑐(0, 𝜏, 𝑡, 𝜉𝑛)𝑦′

2
𝑛(0, 𝜏, 𝑡) =

= {2𝜉𝑛 + 2𝑝(𝜏, 𝑡)− 𝛾(𝑡)𝑝(0, 𝑡)}[𝑦′2𝑛(𝜋, 𝜏, 𝑡)− 𝑦′
2
𝑛(0, 𝜏, 𝑡)]. (3.8)

Из формул (3.5) и (3.8) следует, что

2𝜉𝑛

(︂
𝜉𝑛−

∫︁ 𝜋

0
𝑝𝑦2𝑛𝑑𝑥

)︂
= {2𝜉𝑛+2𝑝(𝜏, 𝑡)−𝛾(𝑡)𝑝(0, 𝑡)}[𝑦′2𝑛(𝜋, 𝜏, 𝑡)−𝑦′

2
𝑛(0, 𝜏, 𝑡)].

(3.9)
Дифференцируя тождество 𝑠′′

𝑠 = 𝑞+2𝜆𝑝−𝜆2 по 𝜆, имеем 𝑠′′𝜆𝑠−𝑠′′𝑠𝜆 =
2𝑝𝑠2 − 2𝜆𝑠2. Интегрируя это равенство по 𝑥 на отрезке [0, 𝜋], выводим
формулу

2

∫︁ 𝜋

0
[𝜆− 𝑝(𝑥+ 𝜏, 𝑡)]𝑠2(𝑥, 𝜆, 𝜏, 𝑡)𝑑𝑥 =

= 𝑠′(𝜋, 𝜆, 𝜏, 𝑡)
𝜕𝑠(𝜋, 𝜆, 𝜏, 𝑡)

𝜕𝜆
− 𝑠(𝜋, 𝜆, 𝜏, 𝑡)𝜕𝑠

′(𝜋, 𝜆, 𝜏, 𝑡)

𝜕𝜆
.

Полагая 𝜆 = 𝜉𝑛, получим, что

2𝜉𝑛𝛼
2
𝑛−2

∫︁ 𝜋

0
𝑝(𝑥+𝜏, 𝑡)𝑠2(𝑥, 𝜉𝑛, 𝜏, 𝑡)𝑑𝑥 = 𝑠′(𝜋, 𝜉𝑛, 𝜏, 𝑡)

𝜕𝑠(𝜋, 𝜉𝑛, 𝜏, 𝑡)

𝜕𝜆
, (3.10)
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где

𝛼2
𝑛 =

∫︁ 𝜋

0
𝑠2(𝑥, 𝜉𝑛(𝑡), 𝜏, 𝑡)𝑑𝑥.

Подставляя выражение

𝑦𝑛(𝑥, 𝜏, 𝑡) =
1

𝛼𝑛
𝑠(𝑥, 𝜉𝑛(𝑡), 𝜏, 𝑡)

в формулу (3.9) и используя равенство (3.10), находим

𝜉𝑛
𝜕𝑠(𝜋, 𝜉𝑛, 𝜏, 𝑡)

𝜕𝜆
={2𝜉𝑛+2𝑝(𝜏, 𝑡)−𝛾(𝑡)𝑝(0, 𝑡)}·

(︂
𝑠′(𝜋, 𝜉𝑛, 𝜏, 𝑡)−

1

𝑠′(𝜋, 𝜉𝑛, 𝜏, 𝑡)

)︂
.

Отсюда, используя (2.6), выводим равенство

𝜉𝑛 = {2𝜉𝑛 + 2𝑝(𝜏, 𝑡)− 𝛾(𝑡)𝑝(0, 𝑡)} ·
𝜎𝑛(𝜏, 𝑡)

√︀
Δ2(𝜉𝑛)− 4

𝜕𝑠(𝜋,𝜉𝑛,𝜏,𝑡)
𝜕𝜆

. (3.11)

Пользуясь разложениями (2.4), (2.7) и равенством (2.8), преобразуем
формулу (3.11) и получим аналог системы уравнений Дубровина (3.1).

Если вместо граничных условий Дирихле взять периодические или
антипериодические граничные условия, то вместо уравнений (3.9) по-
лучим уравнения 𝜆̇𝑛 = 0, 𝑛 ∈ 𝑍. Из этого следует независимость от 𝑡
спектра квадратичного пучка уравнений (1.4), независимость от 𝜏 была
показана в п. 2.

Замечание 1. Используя формулу первого следа (2.10), систему (3.1)
можем переписать в зависящий только от 𝜉𝑛, 𝜎𝑛, 𝑛 ∈ 𝑍∖{0} форме:

𝜕𝜉𝑛
𝜕𝑡

= 2(−1)𝑛𝜎𝑛𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑛)
√︀
(𝜉𝑛 − 𝜆2𝑛−1)(𝜆2𝑛 − 𝜉𝑛)𝑔𝑛(𝜉, 𝑡)ℎ𝑛(𝜉), 𝑛 ∈ 𝑍∖{0},

(3.12)
где

𝑔𝑛(𝜉, 𝑡) = 𝜆−1 + 𝜆0 +
∞∑︁

0̸=𝑘=−∞
(𝜆2𝑘−1 + 𝜆2𝑘 − 2𝜉𝑘) + 2𝜉𝑛−

−𝛾(𝑡) · 𝜆−1 + 𝜆0
2

− 𝛾(𝑡) ·
∞∑︁

0̸=𝑘=−∞

(︂
𝜆2𝑘−1 + 𝜆2𝑘

2
− 𝜉𝑘(0, 𝑡)

)︂
.

Следствие 1. Из этой теоремы и формул следов (2.10), (2.11) полу-
чим следующий алгоритм решения задачи (1.1)–(1.3):

1) найдём спектральные данные 𝜆𝑛, 𝑛 ∈ 𝑍, 𝜉0𝑛(𝜏), 𝜎0𝑛(𝜏) , 𝑛 ∈ 𝑍∖{0},
соответствующие квадратичному пучку уравнений Штурма – Лиу-
вилля

−𝑦′′ + 𝑞0(𝑥+ 𝜏)𝑦 + 2𝜆𝑝0(𝑥+ 𝜏)𝑦 − 𝜆2𝑦 = 0, 𝑥 ∈ 𝑅;
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2) решая при 𝜏 = 0 задачу Коши (3.12), (3.2) находим 𝜉𝑛(0, 𝑡), 𝑛 ∈
𝑍∖{0};

3) подставляем найденные выражения для 𝜉𝑛(0, 𝑡), 𝑛 ∈ 𝑍∖{0}, в
систему уравнений (3.12), и решая задачу Коши (3.12), (3.2) при про-
извольном значении 𝜏, находим 𝜉𝑛(𝜏, 𝑡), 𝜎𝑛(𝜏, 𝑡), 𝑛 ∈ 𝑍∖{0};

4) по формуле следов (2.10) и (2.11) находим 𝑝(𝑥, 𝑡) и 𝑞(𝑥, 𝑡).

Замечание 2. Покажем, что построенные функции 𝑝(𝑥, 𝑡) и 𝑞(𝑥, 𝑡)
удовлетворяют системе уравнений Каупа с нагруженным членом (1.1).
Для этого используем также систему Дубровина (2.9) и следующую
формулу следов (см. [2] с. 96, 97):

−3

4
𝑝𝜏𝜏 (𝜏, 𝑡) + 4𝑝3(𝜏, 𝑡) + 3𝑝(𝜏, 𝑡)𝑞(𝜏, 𝑡) =

=
(𝜆−1)

3 + (𝜆0)
3

2
+

∞∑︁
0̸=𝑘=−∞

(︂
(𝜆2𝑘−1)

3 + (𝜆2𝑘)
3

2
− 𝜉3𝑘

)︂
. (3.13)

Из систем Дубровина (2.9) и (3.1) получим

𝜕𝜉𝑘
𝜕𝑡

= −{2𝑝+ 2𝜉𝑘 − 𝛾(𝑡)𝑝(0, 𝑡)}
𝜕𝜉𝑘
𝜕𝜏

, 𝑘 ∈ 𝑍∖{0}. (3.14)

Дифференцируя по 𝑡 формулу первого следа (2.10) и учитывая (3.14),
находим

𝑝𝑡 = −
∞∑︁

0̸=𝑘=−∞

𝜕𝜉𝑘
𝜕𝑡

= 2𝑝
∞∑︁

0 ̸=𝑘=−∞

𝜕𝜉𝑘
𝜕𝜏

+2
∞∑︁

0̸=𝑘=−∞
𝜉𝑘
𝜕𝜉𝑘
𝜕𝜏
−𝛾(𝑡)𝑝(0, 𝑡)

∞∑︁
0̸=𝑘=−∞

𝜕𝜉𝑘
𝜕𝜏

.

(3.15)
Дифференцируя по 𝜏 первую и вторую формулу следов (2.10), (2.11),
имеем

∞∑︁
0̸=𝑘=−∞

𝜕𝜉𝑘
𝜕𝜏

= −𝑝𝜏 , 2
∞∑︁

0̸=𝑘=−∞
𝜉𝑘
𝜕𝜉𝑘
𝜕𝜏

= −4𝑝𝑝𝜏 − 𝑞𝜏 . (3.16)

Используя эти равенства, из (3.15) выводим тождество

𝑝𝑡 = −6𝑝𝑝𝜏 − 𝑞𝜏 + 𝛾(𝑡)𝑝(0, 𝑡)𝑝𝜏 . (3.17)

Это и есть первое уравнение в системе (1.1). Дифференцируя по 𝑡 фор-
мулу второго следа (2.11), имеем

𝑞𝑡 = −4𝑝𝑝𝑡 − 2

∞∑︁
0̸=𝑘=−∞

𝜉𝑘
𝜕𝜉𝑘
𝜕𝑡

=

= −4𝑝𝑝𝑡+4𝑝

∞∑︁
0 ̸=𝑘=−∞

𝜉𝑘
𝜕𝜉𝑘
𝜕𝜏

+4

∞∑︁
0̸=𝑘=−∞

𝜉2𝑘
𝜕𝜉𝑘
𝜕𝜏
−2𝛾(𝑡)𝑝(0, 𝑡)

∞∑︁
0 ̸=𝑘=−∞

𝜉𝑘
𝜕𝜉𝑘
𝜕𝜏

.
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Из (3.16), (3.13) и последнего равенства находим

𝑞𝑡 = −4𝑝𝑝𝑡 + 2𝑝(−4𝑝𝑝𝜏 − 𝑞𝜏 ) + (𝑝𝜏𝜏𝜏 − 16𝑝2𝑝𝜏 − 4𝑝𝜏𝑞 − 4𝑝𝑞𝜏 )−

−𝛾(𝑡)𝑝(0, 𝑡)(−4𝑝𝑝𝜏 − 𝑞𝜏 ).
Подставляя сюда выражение (3.17), получим второе уравнение системы
Каупа с нагруженным членом 𝑞𝑡 = 𝑝𝜏𝜏𝜏 − 4𝑞𝑝𝜏 − 2𝑝𝑞𝜏 + 𝛾(𝑡)𝑝(0, 𝑡)𝑞𝜏 .

Следствие 2. В работе [1] доказана следующая теорема: для экспо-
ненциального убывания длин лакун квадратичного пучка операторов
Штурма – Лиувилля с 𝜋-периодическими действительными коэффи-
циентами необходима и достаточна аналитичность этих коэффици-
ентов. Отсюда выводим, что если начальные функции 𝑝0(𝑥) и 𝑞0(𝑥)
являются действительными аналитическими функциями, то длины
лакун, соответствующие этим коэффициентам, убывают экспонен-
циально. Коэффициентам 𝑝(𝑥, 𝑡) и 𝑞(𝑥, 𝑡) соответствуют те же ла-
куны, значит, решения задачи (1.1)–(1.3) являются действительными
аналитическими функциями по 𝑥.

Следствие 3. В работе [11] доказан аналог обратной теоремы Борга:
для того чтобы число 𝜋

2 являлось периодом коэффициентов квадра-
тичного пучка уравнений Штурма – Лиувилля, необходимо и доста-
точно двукратность всех собственных значений антипериодической
задачи. В силу этой теоремы, если 𝑝0(𝑥) и 𝑞0(𝑥) имеют период 𝜋

2 , то
все собственные значения антипериодической задачи, соответству-
ющие этим коэффициентам, являются двукратными. Коэффициен-
там 𝑝(𝑥, 𝑡) и 𝑞(𝑥, 𝑡) соответствуют те же собственные значения
с теми же кратностями, снова пользуясь указанной теоремой, по-
лучаем, что решения задачи (1.1)–(1.3) 𝑝(𝑥, 𝑡) и 𝑞(𝑥, 𝑡) являются 𝜋

2 -
периодическими по 𝑥.

4. Существование и единственность решения задачи Коши
для системы Дубровина

Исследуем существование и единственность решения задачи Коши
(3.12), (3.2) для системы Дубровина.

Теорема 2. Если 𝛾(𝑡) ∈ 𝐶[0, ∞) — действительная ограниченная
функция, 𝑝0(𝑥) ∈ 𝐶3(𝑅) и 𝑞0(𝑥) ∈ 𝐶2(𝑅) — действительные 𝜋-периоди-
ческие функции, то решение задачи Коши (3.12), (3.2) для всех 𝑡 > 0
существует и единственно.

Доказательство. Не ограничивая общности, будем считать, что все
лакуны открыты, т. е. 𝜆2𝑛−1 < 𝜆2𝑛, 𝑛 ∈ 𝑍∖{0}, иначе следует лаку-
ны нумеровать заново. Следуя работе Б. М. Левитана (см. [3], гл. 9),
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сделаем подстановку 𝜉𝑛 = 𝜆2𝑛−1 + (𝜆2𝑛 − 𝜆2𝑛−1) sin
2 𝑥𝑛(𝜏, 𝑡), 𝑛 ∈ 𝑍∖{0}.

Тогда задача (3.12), (3.2) примет вид

𝑑𝑥𝑛
𝑑𝑡

= 𝐻𝑛(𝑥, 𝑡), 𝑛 ∈ 𝑍∖{0}, (4.1)

𝑥𝑛|𝑡=0 = 𝑥0𝑛(𝜏) = arcsin

√︃
𝜉0𝑛(𝜏)− 𝜆2𝑛−1

𝜆2𝑛 − 𝜆2𝑛−1
, 𝑛 ∈ 𝑍∖{0}, (4.2)

где 𝐻𝑛(𝑥, 𝑡) = (−1)𝑛𝜎0𝑛(0)𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑛) · 𝑔𝑛(𝜉, 𝑡)ℎ𝑛(𝜉), 𝑥 = (..., 𝑥−1, 𝑥1, ...).
Для исследования разрешимости задачи Коши (4.1), (4.2) введем в

рассмотрение банахово пространство K={𝑥 : 𝑥=(..., 𝑥−1, 𝑥1, ...), 𝑥𝑛 ∈
𝑅} с нормой ‖𝑥‖ =

∑︀∞
0̸=𝑛=−∞(𝜆2𝑛 − 𝜆2𝑛−1) |𝑥𝑛|.

Положим 𝐻(𝑥, 𝑡) = (..., 𝐻−1(𝑥, 𝑡), 𝐻1(𝑥, 𝑡), ...). Тогда задачу Коши
(4.1), (4.2) можно записать в виде

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝐻(𝑥, 𝑡), (4.3)

𝑥(𝜏, 𝑡) |𝑡=0 = 𝑥0(𝜏), 𝑥0(𝜏) ∈ K. (4.4)

Из условий 𝑝0(𝑥) ∈ 𝐶3(𝑅) и 𝑞0(𝑥) ∈ 𝐶2(𝑅) следуют асимптотики
(см. [3])

𝜆2𝑛−1 = 𝑛+𝑐0+
𝑐1
𝑛
+
𝑐2
𝑛2

+
𝑐3
𝑛3

+
𝜀−𝑛
𝑛3
, 𝜆2𝑛 = 𝑛+𝑐0+

𝑐1
𝑛
+
𝑐2
𝑛2

+
𝑐3
𝑛3

+
𝜀+𝑛
𝑛3
, (4.5)

где 𝑐𝑘, 𝑘 = 0, 1, 2, 3, — постоянные числа и {𝜀±𝑛 } ∈ 𝑙2. Отсюда, учиты-
вая 𝜉𝑛 ∈ [𝜆2𝑛−1, 𝜆2𝑛], получим что inf

𝑘 ̸=𝑛,0
|𝜉𝑛 − 𝜉𝑘| ≥ 𝑎 > 0. Используя эти

факты и ограниченность функции 𝛾(𝑡), из явных выражений функций
𝑔𝑛(𝜉, 𝑡) и ℎ𝑛(𝜉) выводим следующие оценки:

|𝑔𝑛(𝜉, 𝑡)| ≤ 𝐶1 |𝑛| ,
⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑔𝑛(𝜉, 𝑡)

𝜕𝜉𝑚

⃒⃒⃒⃒
≤ 𝐶2,

𝐶3 |𝑛| ≤ |ℎ𝑛(𝜉)| ≤ 𝐶4 |𝑛| ,
⃒⃒⃒⃒
𝜕ℎ𝑛(𝜉)

𝜕𝜉𝑚

⃒⃒⃒⃒
≤ 𝐶5 |𝑛| ,

где постоянные 𝐶𝑘, 𝑘 = 1, 2, 3, 4, 5, положительны и не зависят от 𝑛 и
𝑚. С помощью этих оценок и асимптотики (4.5) нетрудно доказывается
неравенство ‖𝐻(𝑥, 𝑡)‖ ≤ 𝑀 и условие Липшица ‖𝐻(𝑥, 𝑡)−𝐻(𝑦, 𝑡)‖ ≤
𝐿 ‖𝑥− 𝑦‖, ∀ 𝑥, 𝑦 ∈ K, где постоянные 𝑀 и 𝐿 не зависят от 𝑥, 𝑦 и
𝑡. Учитывая условие Липщица и непрерывность по 𝑡 функции 𝑔𝑛(𝜉, 𝑡),
нетрудно проверить непрерывность𝐻(𝑥, 𝑡). Используя эти факты, мето-
дом последовательных приближений можем доказать, что для любого
𝑇 > 0 при 𝑡 ∈ (0, 𝑇 ) решение задачи Коши (4.3), (4.4) существует и
единственно. Значит, решение задачи Коши (3.12), (3.2) для всех 𝑡 > 0
существует и единственно.
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