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Аннотация: Исследуется разрешимость краевых задач для линейных дифферен-
циальных уравнений составного типа четвертого порядка. Особенностью изучаемых
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задач доказываются теоремы существования и единственности регулярных решений,
имеющих все обобщенные по С. Л. Соболеву производные, входящие в соответству-
ющее уравнение.
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1. Введение

Целью работы является исследование разрешимости в пространст-
вах Соболева краевых задач для дифференциальных уравнений вида

𝐴𝑢𝑡𝑡 +𝐵𝑢𝑡 + 𝐶𝑢 = 𝑓(𝑥, 𝑡) (*)

с операторами 𝐴,𝐵 и 𝐶, действующими по пространственным перемен-
ным. Особенностью в изучаемых уравнениях будет то, что оператор 𝐴
является необратимым.

Дифференциальные уравнения вида (*) возникают при математи-
ческом моделировании некоторых процессов гидродинамики, физики
плазмы, теории упругости; в случае 𝐵 = 0 уравнения (*) можно назвать
обобщенными уравнениями Буссинеска – Лява [4; 5; 7; 9–12; 17]. Раз-
личные краевые задачи для подобных уравнений изучались во многих
работах: кроме названных выше, выделим работы [1–3;6;8;13–15;18;19]
и особенно как наиболее близкие к настоящей работе — статьи [7;9;19].
В первых двух статьях изучались уравнения (*) в случае 𝐴 = 𝜆 −Δ с
оператором Лапласа, действующим по пространственным переменным,
и с числом 𝜆, возможно, совпадающим с одним из собственных чисел
оператора 𝐴 (при однородных условиях Дирихле), и соответственно,
в случае 𝐴 = 𝛼0(𝑡) + 𝛼1(𝑡)Δ также в ситуации, когда этот оператор
необратим при некоторых значениях временной переменной 𝑡.

Настоящую работу можно рассматривать как продолжение [19].
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Как и в [19], в настоящей работе будут получены теоремы суще-
ствования и единственности регулярных решений изучаемых задач —
решений, имеющих все обобщенные по С.Л. Соболеву производные,
входящие в соответствующее уравнение (определение обобщенных про-
изводных, описание их свойств можно найти в монографиях [16;20])

2. Предварительные построения и вспомогательные
утверждения

Пусть (𝑥, 𝑡) есть точка цилиндрической области 𝑄 = Ω × (0, 𝑇 ), об-
разованной ограниченной областью Ω из пространства R𝑛 с гладкой
(можно считать бесконечно-дифференцируемой) границей Γ и интер-
валом (0, 𝑇 ) конечной длины 𝑇 . Далее, пусть 𝛼(𝑡), 𝛽(𝑡) и 𝛾(𝑡) есть
заданные функции, и пусть 𝐴, 𝐵, 𝐶 и 𝐿 есть дифференциальные опе-
раторы, действие которых на заданной функции 𝑣(𝑥, 𝑡) определяется
равенствами

𝐴𝑣 = (𝛼(𝑡)−Δ)𝑣, 𝐵𝑣 = (𝛽(𝑡)−Δ)𝑣,
𝐶𝑣 = (𝛾(𝑡)−Δ)𝑣, 𝐿𝑣 = 𝐴𝑣𝑡𝑡 +𝐵𝑣𝑡 + 𝐶𝑣.

Всюду ниже в изучаемых задачах на боковой поверхности 𝑆 = Γ ×
(0, 𝑇 ) цилиндра 𝑄 будет задаваться однородное условие Дирихле. Пусть
{𝜔𝑘(𝑥)}∞𝑘=1 и {𝜆𝑘}∞𝑘=1 есть последовательности собственных функций и
собственных чисел задачи

Δ𝜔(𝑥) = 𝜆𝜔(𝑥),

𝜔(𝑥)|Γ = 0,

причём 𝜔𝑘(𝑥) есть такие функции, что выполняется∫︁
Ω
𝜔2
𝑘(𝑥)𝑑𝑥 = 1, 𝑘 = 1, 2, . . .

Существование таких функций 𝜔𝑘(𝑥) и чисел 𝜆𝑘 известно (см., напри-
мер, [20]); более того, известно, что функции {𝜔𝑘(𝑥)}∞𝑘=1 образуют базис
в пространстве 𝐿2(Ω) и что 𝜆𝑘 отрицательны, образуют монотонную
последовательность и имеют единственную предельную точку −∞.

Для изучаемых ниже задач решение 𝑢(𝑥, 𝑡) будет представляться в
виде ряда Фурье:

𝑢(𝑥, 𝑡) =
∞∑︁
𝑘=1

𝑐𝑘(𝑡)𝜔𝑘(𝑥),

и при этом функции 𝑐𝑘(𝑡) будут определяться как решение дифферен-
циального уравнения

(𝛼(𝑡)− 𝜆𝑘)𝑐′′𝑘(𝑡) + (𝛽(𝑡)− 𝜆𝑘)𝑐′𝑘(𝑡) + (𝛾(𝑡)− 𝜆𝑘)𝑐𝑘(𝑡) = 𝑓𝑘(𝑡), 𝑘 = 1, 2, . . .
(2.1)
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функции 𝑓𝑘(𝑡) определяются равенствами 𝑓𝑘(𝑡) =

∫︀
Ω 𝑓(𝑥, 𝑡)𝜔𝑘(𝑥)𝑑𝑥

)︁
.

Уравнение (2.1) может быть уравнением с вырождением и может быть
уравнением со знакопеременным старшим коэффициентом. Именно два
этих случая и будут изучаться ниже.

С другой стороны, вследствие монотонности последовательности 𝜆𝑘
и отрицательности всех чисел 𝜆𝑘 существует минимальное натуральное
число 𝑘0 такое, что выполняется

𝛼(𝑡)− 𝜆𝑘 > 0 при 𝑘 = 𝑘0, 𝑘0 + 1, . . . (2.2)

Поскольку вырождение и знакопеременность будут иметь место, если
𝑘0 > 1, то именно такой случай и будет изучаться ниже.

Определим линейное пространство 𝑉 и норму в нём:

𝑉 = {𝑣(𝑥, 𝑡) : 𝜕
𝑘𝑣(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡𝑘
∈ 𝐿2(0, 𝑇 ;𝑊

2
2 (Ω) ∩

∘
𝑊

1

2(Ω)), 𝑘 = 0, 1, 2},

||𝑣||𝑉 =

(︃
2∑︁

𝑘=0

⃒⃒⃒⃒⃒⃒𝜕𝑘𝑣
𝜕𝑡𝑘

⃒⃒⃒⃒⃒⃒
𝐿2(𝑄,𝑇 ;𝑊 2

2 (Ω)∩
∘
𝑊

1

2(Ω))

)︃ 1
2

.
Положим 𝐿𝑘𝜙(𝑡) = (𝛼(𝑡)−𝜆𝑘)𝜙′′(𝑡)+(𝛽(𝑡)−𝜆𝑘)𝜙′(𝑡)+(𝛾(𝑡)−𝜆𝑘)𝜙(𝑡).

Утверждение 1. Пусть выполняются условия

𝛼(𝑡) ∈ 𝐶1([0, 𝑇 ]), 𝛽(𝑡) ∈ 𝐶1([0, 𝑇 ]), 𝛾(𝑡) ∈ 𝐶1([0, 𝑇 ]); (2.3)

𝛽(𝑡)− 1

2
𝛼′(𝑡)−𝜆𝑘 ≥ 𝛽0 > 0, 𝛽(𝑡)+

1

2
𝛼′(𝑡)−𝜆𝑘 ≥ 𝛽1 > 0, 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]; (2.4)

𝛾′(𝑡) ≤ 0, 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]; (2.5)
𝛼(0)− 𝜆𝑘 > 0, 𝛼(𝑇 )− 𝜆𝑘 ≥ 0, 𝛾(0)− 𝜆𝑘 > 0, 𝛾(𝑇 )− 𝜆𝑘 ≥ 0. (2.6)

Тогда если 𝑓𝑘(𝑡) ∈𝑊 1
2 ([0, 𝑇 ]), то задача Коши

𝐿𝑘𝑐𝑘 = 𝑓𝑘, 𝑐𝑘(0) = 𝑐′𝑘(0) = 0

имеет решение 𝑐𝑘(𝑡), принадлежащее пространству 𝑊 2
2 ([0, 𝑇 ]), при-

чем ровно одно.

Доказательство. Пусть 𝜀 есть положительное число. Рассмотрим за-
дачу: найти функцию 𝑐𝑘(𝑡), являющуюся на интервале (0, 𝑇 ) решением
уравнения

−𝜀𝑐′′′𝑘 (𝑡) + 𝐿𝑘𝑐𝑘(𝑡) = 𝑓𝑘(𝑡), (2.7)

и такую, что для неё выполняются условия

𝑐𝑘(0) = 𝑐′𝑘(0) = 𝑐′′𝑘(𝑇 ) = 0. (2.8)
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При фиксированном 𝜀 и при принадлежности функции 𝑓𝑘(𝑡) простран-
ству 𝐿2([0, 𝑇 ]) краевая задача (2.7), (2.8) имеет решение 𝑐𝑘(𝑡), принад-
лежащее пространству 𝑊 3

2 ([0, 𝑇 ]), — это следует из того, что уравнение
(2.7) не вырождается. Покажем, что для функций 𝑐𝑘(𝑡) имеют место
равномерные по 𝜀 априорные оценки, с помощью которых в дальнейшем
можно будет осуществить процедуру предельного перехода.

Умножим уравнение (2.7) на функцию 𝑐′𝑘(𝑡) и проинтегрируем по
отрезку [0, 𝑇 ]. После несложных выкладок с использованием условий
утверждения и краевых условий (2.8) получим, что выполняется оценка

𝜀

∫︁ 𝑇

0
(𝑐′′𝑘(𝑡))

2𝑑𝑡+

∫︁ 𝑇

0
(𝑐′𝑘(𝑡))

2𝑑𝑡 ≤𝑀1

∫︁ 𝑇

0
𝑓2𝑘 (𝑡)𝑑𝑡, (2.9)

постоянная 𝑀1 в которой определяется лишь функциями 𝛼(𝑡) и 𝛽(𝑡).
На следующем шаге умножим уравнение (2.7) на функцию −𝑐′′′𝑘 (𝑡) и

проинтегрируем по отрезку [0, 𝑇 ]. Применяя формулу интегрирования
по частям, получим равенство

𝜀

∫︁ 𝑇

0
(𝑐′′′𝑘 (𝑡))

2𝑑𝑡+

∫︁ 𝑇

0
[𝛽(𝑡)−𝜆𝑘+

1

2
𝛼′(𝑡)](𝑐′′𝑘(𝑡))

2𝑑𝑡+
1

2
[𝛼(0)−𝜆𝑘](𝑐′′𝑘(0))2 =

= −
∫︁ 𝑇

0
𝛽′(𝑡)𝑐′𝑘(𝑡)𝑐

′′
𝑘(𝑡)𝑑𝑡−

∫︁ 𝑇

0
[𝛾(𝑡)−𝜆𝑘]𝑐′𝑘(𝑡)𝑐′′𝑘(𝑡)𝑑𝑡−

∫︁ 𝑇

0
𝛾′(𝑡)𝑐𝑘(𝑡)𝑐

′′
𝑘(𝑡)𝑑𝑡

−
∫︁ 𝑇

0
𝑓 ′𝑘(𝑡)𝑐

′
𝑘(𝑡)𝑑𝑡− 𝑓𝑘(0)𝑐′′𝑘(0). (2.10)

Используя условия утверждения, учитывая оценку (2.9) и применяя
неравенство Юнга, нетрудно показать, что следствием равенства (2.10)
будет вторая априорная оценка

𝜀

∫︁ 𝑇

0
(𝑐′′′𝑘 (𝑡))

2𝑑𝑡+

∫︁ 𝑇

0
(𝑐′′𝑘(𝑡))

2𝑑𝑡+ 𝑐′′2𝑘 (0) ≤𝑀2

∫︁ 𝑇

0
[𝑓2𝑘 (𝑡)+𝑓

′
𝑘
2
(𝑡)]𝑑𝑡. (2.11)

Оценок (2.9) и (2.11) уже вполне достаточно для доказательства суще-
ствования последовательности {𝑐𝑘,𝑚(𝑡)}∞𝑚=1 решений задач Коши для
уравнений вида −𝜀𝑚𝑐′′′𝑘,𝑚(𝑡) + 𝐿𝑘𝑐𝑘,𝑚(𝑡) = 𝑓𝑘(𝑡) такой, что

𝜀𝑚𝑐
′′′
𝑘,𝑚(𝑡)→ 0 слабо в 𝐿2([0, 𝑇 ]) при 𝑚→∞,

𝑐𝑘,𝑚(𝑡)→ 𝑐𝑘(𝑡) слабо в 𝑊 2
2 ([0, 𝑇 ]) при 𝑚→∞.

Это следует из свойства рефлексивности гильбертова пространства.
Предельная функция 𝑐𝑘(𝑡) и будет требуемым решением изучаемой

задачи Коши. Единственность решений изучаемой задачи Коши оче-
видна: она следует из оценки (2.9), справедливой и при 𝜀 = 0. Утвер-
ждение полностью доказано.
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Утверждение 2. Пусть выполняются условия (2.3)–(2.5), а также
условия

𝛼(0)− 𝜆𝑘 > 0, 𝛼(𝑇 )− 𝜆𝑘 < 0, 𝛾(0)− 𝜆𝑘 > 0, 𝛾(𝑇 )− 𝜆𝑘 ≥ 0. (2.12)

Тогда, если 𝑓𝑘(𝑡) ∈𝑊 1
2 ([0, 𝑇 ]), то задача

𝐿𝑘𝑐𝑘 = 𝑓𝑘, 𝑐𝑘(0) = 𝑐′𝑘(0) = 𝑐′𝑘(𝑇 ) = 0

имеет решение 𝑐𝑘(𝑡), принадлежащее пространству 𝑊 2
2 ([0, 𝑇 ]), при-

чем ровно одно.

Доказательство. Для положительного числа 𝜀 рассмотрим задачу: на-
йти функцию 𝑐𝑘(𝑡), являющуюся на интервале (0, 𝑇 ) решением уравне-
ния (2.7) и такую, что для неё выполняется условие

𝑐𝑘(0) = 𝑐′𝑘(0) = 𝑐′𝑘(𝑇 ) = 0, . (2.8’)

Повторяя действия, выполненные при доказательстве Утверждения 1,
получим, что для функций 𝑐𝑘(𝑡) выполняются оценка (2.9), а также

𝜀

∫︁ 𝑇

0
(𝑐′′′𝑘 (𝑡))

2𝑑𝑡+

∫︁ 𝑇

0
(𝑐′′𝑘(𝑡))

2𝑑𝑡 ≤𝑀 ′
2

∫︁ 𝑇

0
[𝑓2𝑘 (𝑡) + 𝑓 ′𝑘

2
(𝑡)]𝑑𝑡 (2.13)

с постоянной 𝑀 ′
2, определяемой функциями 𝛼(𝑡), 𝛽(𝑡) и 𝛾(𝑡). Этих оце-

нок достаточно для доказательства существования такого семейства
{𝑐𝑘,𝑚(𝑡)}∞𝑚=1, что при 𝑚 → ∞ это семейство сходится к искомому ре-
шению 𝑐𝑘(𝑡) задачи 𝐿𝑘𝑐𝑘 = 𝑓𝑘, 𝑐𝑘(0) = 𝑐′𝑘(0) = 𝑐′𝑘(𝑇 ) = 0.

Единственность решений очевидна.
Утверждение доказано.

Утверждение 3. Пусть выполняются условия (2.3)–(2.5), а также
условие

𝛼(0)− 𝜆𝑘 > 0, 𝛼(𝑇 )− 𝜆𝑘 > 0, 𝛾(0)− 𝜆𝑘 > 0, 𝛾(𝑇 )− 𝜆𝑘 < 0. (2.14)

Тогда если 𝑓𝑘(𝑡) ∈𝑊 1
2 ([0, 𝑇 ]), то задача

𝐿𝑘𝑐𝑘 = 𝑓𝑘, 𝑐𝑘(0) = 𝑐′𝑘(0) = 𝑐𝑘(𝑇 ) = 0

имеет решение 𝑐𝑘(𝑡), принадлежащее пространству 𝑊 2
2 ([0, 𝑇 ]), при-

чем ровно одно.

Доказательство. Доказательство этого Утверждения проводится впо-
лне аналогично доказательству Утверждения 2, лишь вместо условия
(2.8’) используется условие

𝑐𝑘(0) = 𝑐′𝑘(0) = 𝑐𝑘(𝑇 ) = 0,
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и дополнительно используется неравенство

𝑐′2𝑘 (𝑇 ) ≤ 𝛿
∫︁ 𝑇

0
(𝑐′′𝑘(𝑡))

2𝑑𝑡+ 𝐶(𝛿)

∫︁ 𝑇

0
𝑐′2𝑘 (𝑡)𝑑𝑡,

в котором 𝛿 есть произвольное положительное число.

Утверждение 4. Пусть выполняются условия (2.3)–(2.5), а также
условие

𝛼(0)− 𝜆𝑘 = 0, 𝛼(𝑇 )− 𝜆𝑘 ≥ 0, 𝛾(0)− 𝜆𝑘 > 0, 𝛾(𝑇 )− 𝜆𝑘 ≥ 0. (2.15)

Тогда, если 𝑓𝑘(𝑡) ∈ 𝑊 1
2 ([0, 𝑇 ]), то задача 𝐿𝑘𝑐𝑘 = 𝑓𝑘, 𝑐𝑘(0) = 0 имеет

решение 𝑐𝑘(𝑡), принадлежащее пространству 𝑊 2
2 ([0, 𝑇 ]), причем ровно

одно.

Доказательство. Пусть 𝜀 есть положительное число. Расмотрим зада-
чу: найти функцию 𝑐𝑘(𝑡), являющуюся на интервале (0, 𝑇 ) решением
уравнения

−𝜀𝑐′′′𝑘 + [𝛼(𝑡)− 𝜆𝑘 + 𝜀]𝑐′′𝑘 + [𝛽(𝑡)− 𝜆𝑘]𝑐′𝑘 + [𝛾(𝑡)− 𝜆𝑘]𝑐𝑘 = 𝑓𝑘(𝑡) (1.7’)

и такую, что для неё выполняется условие (2.8).
Для решения 𝑐𝑘(𝑡) этой задачи из пространства 𝑊 3

2 ([0, 𝑇 ]) выполня-
ются оценки (2.9) и (2.11). Как показано при доказательстве Утвержде-
ния 1, этих оценок вполне достаточно для доказательства существова-
ния последовательности {𝑐𝑘,𝑚(𝑡)}∞𝑚=1, сходящейся к точному решению
𝑐𝑘(𝑡) из требуемого класса изучаемой задачи.

Единственность решений очевидна.

Утверждение 5. Пусть выполняются условия (2.3)–(2.5), а также
условия

𝛼(0)− 𝜆𝑘 = 0, 𝛼(𝑇 )− 𝜆𝑘 ≥ 0, 𝛾(0)− 𝜆𝑘 > 0, 𝛾(𝑇 )− 𝜆𝑘 < 0; (2.16)

4𝛽0 − 𝑇 2max
[0,𝑇 ]
|𝛾′(𝑡)| > 0. (2.17)

Тогда если 𝑓𝑘(𝑡) ∈𝑊 1
2 ([0, 𝑇 ]), то задача

𝐿𝑘𝑐𝑘 = 𝑓𝑘, 𝑐𝑘(0) = 𝑐𝑘(𝑇 ) = 0

имеет решение 𝑐𝑘(𝑡), принадлежащее пространству 𝑊 2
2 ([0, 𝑇 ]), при-

чем ровно одно.

Доказательство этого Утверждения проводится вполне аналогично
доказательству предыдущего Утверждения и отличается лишь тем, что
при получении первой оценки используется неравенство
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∫︁ 𝑇

0
𝑐2𝑘(𝑡)𝑑𝑡 ≤

𝑇 2

2

∫︁ 𝑇

0
𝑐′2𝑘 (𝑡)𝑑𝑡,

а также условие (2.17).

Утверждение 6. Пусть выполняются условия (2.3)–(2.5), а также
условие

𝛼(0)− 𝜆𝑘 = 0, 𝛼(𝑇 )− 𝜆𝑘 < 0, 𝛾(0)− 𝜆𝑘 > 0, 𝛾(𝑇 )− 𝜆𝑘 ≥ 0. (2.18)

Тогда, если 𝑓𝑘(𝑡) ∈𝑊 1
2 ([0, 𝑇 ]), то задача 𝐿𝑘𝑐𝑘 = 𝑓𝑘, 𝑐𝑘(0) = 𝑐′𝑘(𝑇 ) = 0

имеет решение 𝑐𝑘(𝑡), принадлежащее пространству 𝑊 2
2 ([0, 𝑇 ]), при-

чем ровно одно.

Утверждение 7. Пусть выполняются условия (2.3)-(2.5), а также
условие

𝛼(0)− 𝜆𝑘 ≤ 0, 𝛼(𝑇 )− 𝜆𝑘 < 0, 𝛾(0)− 𝜆𝑘 > 0, 𝛾(𝑇 )− 𝜆𝑘 < 0. (2.19)

Тогда, если 𝑓𝑘(𝑡) ∈ 𝑊 1
2 ([0, 𝑇 ]), то задача 𝐿𝑘𝑐𝑘 = 𝑓𝑘, 𝑐𝑘(0) = 𝑐𝑘(𝑇 ) =

𝑐′𝑘(𝑇 ) = 0 имеет решение, причем ровно одно.

Доказательство Утверждений 6 и 7 очевидно.

Замечание 1. Существование и единственность решений краевых за-
дач для уравнений 𝐿𝑘𝑐𝑘 = 𝑓𝑘, принадлежащих пространству𝑊 2

2 ([0, 𝑇 ]),
нетрудно установить и в некоторых других случаях, отличных от слу-
чаев, представленных в Утверждениях 1–7. Например, при выполнении
условий

𝛼(0)− 𝜆𝑘 > 0, 𝛼(𝑇 )− 𝜆𝑘 ≥ 0, 𝛾(0) = 𝜆𝑘, 𝛾(𝑇 )− 𝜆𝑘 ≥ 0

разрешимой в пространстве 𝑊 2
2 ([0, 𝑇 ]) будет задача 𝐿𝑘𝑐𝑘 = 𝑓𝑘, 𝑐

′
𝑘(0) =

0, в случае 𝛼(0) − 𝜆𝑘 = 0, 𝛼(𝑇 ) − 𝜆𝑘 ≥ 0, 𝛾(0) − 𝜆𝑘 = 0, 𝛾(𝑇 ) − 𝜆𝑘 ≥ 0
имеет место существование и единственность решений 𝑐𝑘(𝑡), принад-
лежащих пространству 𝑊 2

2 ([0, 𝑇 ]), для уравнения 𝐿𝑘𝑐𝑘 = 𝑓𝑘 (т. е. в
этом случае вообще не требуются какие-либо краевые условия!). Можно
привести и другие задачи, разрешимые (причем единственным обра-
зом) в пространстве 𝑊 2

2 ([0, 𝑇 ]); соответствующие условия на функции
𝛼(𝑡), 𝛽(𝑡), 𝛾(𝑡) и 𝑓𝑘(𝑡) легко определяются. Но вместе с тем заметим,
что для исследования разрешимости краевых задач для уравнений (*)
далее нам понадобятся лишь Утверждения 1–7.

Замечание 2. Как при выполнении условий Утверждений 1-7, так и
при наличии иных условий, обеспечивающих разрешимость в простран-
стве 𝑊 2

2 ([0, 𝑇 ]) соответствующих краевых задач для уравнений 𝐿𝑘𝑐𝑘 =
𝑓𝑘, функция 𝛼(𝑡) − 𝜆𝑘 может произвольно менять знак на интервале
(0, 𝑇 ).
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3. Разрешимость краевых задач для обобщенного уравнения
Буссинеска – Лява

Доказанные в предыдущем пункте Утверждения позволят изучить
разрешимость краевых задач для обобщенного уравнения Буссинеска –
Лява.

Всюду ниже 𝑘0 есть минимальное натуральное число, определенное
условием (2.2).

Теорема 1. Пусть выполняются условия (2.3) и (2.5), а также усло-
вия (2.4) и (2.6) при 𝑘 = 1. Тогда, если 𝑓(𝑥, 𝑡)∈𝐿2(𝑄), 𝑓 ′𝑘(𝑡)∈𝑊 1

2 ([0, 𝑇 ]),
𝑘 = 1, . . . , 𝑘0 − 1, то начально-краевая задача

𝐿𝑢 = 𝑓(𝑥, 𝑡), (3.1)
𝑢(𝑥, 0)|𝑆 = 0, (3.2)

𝑢(𝑥, 0) = 𝑢𝑡(𝑥, 0) = 0, 𝑥 ∈ Ω (3.3)

имеет решение 𝑢(𝑥, 𝑡), принадлежащее пространству 𝑉 , причем толь-
ко одно.

Доказательство. Искомое решение 𝑢(𝑥, 𝑡) ищем в виде ряда Фурье
𝑢(𝑥, 𝑡) =

∑︀∞
𝑘=1 𝑐𝑘(𝑡)𝜔𝑘(𝑥) с функциями 𝑐𝑘(𝑡), являющимися решениями

задачи

𝐿𝑘𝑐𝑘 = 𝑓𝑘(𝑡), (3.4)
𝑐𝑘(0) = 𝑐′𝑘(0) = 0. (3.5)

Согласно Утверждению 1, функции 𝑐𝑘(𝑡) при 𝑘 = 1, . . . , 𝑘0−1 будут
корректно определены как элементы пространства 𝑊 2

2 ([0, 𝑇 ]). Если же
𝑘 ≥ 𝑘0, то соответствующие уравнения 𝐿𝑘𝑐𝑘 = 𝑓𝑘 не будут вырождаться,
и тем самым все функции 𝑐𝑘(𝑡) как решения задач (3.4), (3.5) также
будут корректно определены.

Положим

𝑢1(𝑥, 𝑡) =

𝑘0−1∑︁
𝑘=1

𝑐𝑘(𝑡)𝜔𝑘(𝑥), 𝑢2(𝑥, 𝑡) =

∞∑︁
𝑘=𝑘0

𝑐𝑘(𝑡)𝜔𝑘(𝑥).

Используя элементарные оценки для решений задачи Коши для не-
вырождающихся уравнений второго порядка, а также неравенство Бес-
селя, нетрудно показать, что функция 𝑢2(𝑥, 𝑡) является элементом про-
странства 𝑉 .

Принадлежность же функции 𝑢1(𝑥, 𝑡) пространству 𝑉 очевидна. Сле-
довательно, и функция 𝑢(𝑥, 𝑡) будет принадлежать пространству 𝑉 ,
и тем самым функция 𝑢(𝑥, 𝑡) и будет искомым решением начально-
краевой задачи (3.1)–(3.3).

Единственность решений очевидна.
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Теорема 2. Пусть 𝑘0 = 2, выполняются условия (2.3) и (2.5), а
также условия (2.4) и (2.6) при 𝑘 = 1.

Тогда если 𝑓(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐿2(𝑄), 𝑓1(𝑡) ∈ 𝑊 1
2 ([0, 𝑇 ]), 𝑓1(0) = 0, то началь-

но-краевая задача (3.1)-(3.3) имеет решение 𝑢(𝑥, 𝑡), принадлежащее
пространству 𝑉 , причем ровно одно.

Доказательство. Искомое решение будем искать в виде

𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑐1(𝑡)𝜔1(𝑥) +

∞∑︁
𝑘=2

𝑐𝑘(𝑡)𝜔𝑘(𝑥)

с функцией 𝑐1(𝑡), являющейся решением задачи

𝐿1𝑐1 = 𝑓1(𝑡), 𝑐1(0) = 0,

и функциями 𝑐𝑘(𝑡), 𝑘 = 2, 3, . . . , являющимися решениями задачи Коши
(3.4), (3.5). Существование функции 𝑐1(𝑡), её принадлежность простран-
ству𝑊 2

2 ([0, 𝑇 ]) установлены в Утверждении 4, существование же функ-
ций 𝑐𝑘(𝑡), 𝑘 = 2, 3, . . . , и их принадлежность пространству 𝑊 2

2 ([0, 𝑇 ])
очевидны. Также очевидна принадлежность функции

∞∑︁
𝑘=2

𝑐𝑘(𝑡)𝜔𝑘(𝑥)

пространству 𝑉 . Далее, вследствие условий 𝑓1(0) = 0, 𝛼(0) − 𝜆1 =
0, 𝛾(0)− 𝜆1 > 0, а также условия (2.4) уравнение 𝐿1𝑐1 = 𝑓1 влечет ра-
венство 𝑐′1(0) = 0. Но тогда функция 𝑢(𝑥, 𝑡) и будет искомым решением
краевой задачи (3.1)–(3.3).

Единственность решений очевидна.

Следующие результаты показывают, что начально-краевая задача
(3.1)–(3.3) может оказаться некорректной и что корректность имеет ме-
сто при задании некоторых дополнительных условий (другими словами,
что задача (3.1)–(3.3) может оказаться недоопределенной).

Теорема 3. Пусть выполняются условия (2.3)–(2.5), (2.12) для 𝑘 =
1, . . . , 𝑘0 − 1, а также условия (2.4) при 𝑘 = 1. Тогда если 𝑓(𝑥, 𝑡) ∈
𝐿2(𝑄), 𝑓𝑘(𝑡) ∈ 𝑊 1

2 ([0, 𝑇 ]), 𝑘 = 1, . . . , 𝑘0 − 1, то краевая задача для
уравнения (3.1) с условиями (3.2) и (3.3), а также с дополнительными
условиями ∫︁

Ω
𝑢𝑡(𝑥, 𝑇 )𝜔𝑘(𝑥) 𝑑𝑥 = 0, 𝑘 = 1, . . . , 𝑘0 − 1 (3.6)

имеет решение 𝑢(𝑥, 𝑡), принадлежащее пространству 𝑉 , причем толь-
ко одно.
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Доказательство. Решение 𝑢(𝑥, 𝑡) краевой задачи (3.1)–(3.3) с дополни-
тельными условиями (3.6) имеет вид

𝑢(𝑥, 𝑡) =

𝑘0−1∑︁
𝑘=1

𝑐𝑘(𝑡)𝜔𝑘(𝑥) +
∞∑︁

𝑘=𝑘0

𝑐𝑘(𝑡)𝜔𝑘(𝑥) (3.7)

с функциями 𝑐𝑘(𝑡), определенными при 𝑘 = 1, . . . , 𝑘0 − 1 как решения
задачи

𝐿𝑐𝑘(𝑡) = 𝑓𝑘(𝑡), 𝑐𝑘(0) = 𝑐′𝑘(0) = 𝑐′𝑘(𝑇 ) = 0,

(см. Утверждение 2), и при 𝑘 = 𝑘0, 𝑘0 + 1, . . . — как решения зада-
чи Коши (3.4), (3.5). Очевидно, что и функция, являющаяся суммой
первых 𝑘0 слагаемых, и функция, являющаяся второй суммой в равен-
стве (3.7), принадлежат пространству 𝑉 . Тем самым равенство (3.7)
действительно будет определять решение краевой задачи (3.1)–(3.3),
(3.6).

Единственность решений очевидна.

Теорема 4. Пусть выполняются условия (2.3), (2.5) и (2.14) при
𝑘 = 1, . . . , 𝑘0 − 1, а также условие (2.4) при 𝑘 = 1. Тогда если 𝑓(𝑥, 𝑡) ∈
𝐿2(𝑄), 𝑓𝑘(𝑡) ∈ 𝑊 1

2 (0, 𝑇 ), 𝑘 = 1, . . . , 𝑘0 − 1, то краевая задача для урав-
нения (3.1) с условиями (3.2) и (3.3), а также с дополнительными
условиями ∫︁

Ω
𝑢(𝑥, 𝑇 )𝜔𝑘(𝑥) 𝑑𝑥 = 0, 𝑘 = 1, . . . , 𝑘0 − 1

имеет решение 𝑢(𝑥, 𝑡), принадлежащее пространству 𝑉 , причем ровно
одно.

Доказательство этой теоремы проводится вполне аналогично дока-
зательству Теоремы 3. Уточним лишь, что используется Утверждение
3.

Теорема 5. Пусть выполняются условия (2.3), (2.5) и (2.17), а так-
же условия (2.4) и (2.17) при 𝑘 = 1. Тогда если 𝑓(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐿2(𝑄), 𝑓1(𝑡) ∈
𝑊 1

2 ([0, 𝑇 ]), 𝑓1(0) = 0, то краевая задача для уравнения (3.1) с условия-
ми (3.2) и (3.3), а также дополнительным условием∫︁

Ω
𝑢(𝑥, 𝑇 )𝜔1(𝑥) 𝑑𝑥 = 0

имеет решение 𝑢(𝑥, 𝑡), принадлежащее пространству 𝑉 , причем ровно
одно.

Доказательство. Решение 𝑢(𝑥, 𝑡) в данном случае представим в виде
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𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑐1(𝑡)𝜔1(𝑥) +

∞∑︁
𝑘=2

𝑐𝑘(𝑡)𝜔𝑘(𝑥).

Функция 𝑐1(𝑡) здесь определяется с помощью Утверждения 5, функции
же 𝑐𝑘(𝑡), 𝑘 = 2, 3 . . . — как решение задачи Коши (3.4), (3.5).

Очевидно, что функция 𝑢(𝑥, 𝑡) будет принадлежать пространству 𝑉 .
Далее, вследствие условия (2.16) и условия 𝑓1(0) = 0 для функции 𝑐1(𝑡)
будет выполняться равенство 𝑐′1(0) = 0. Следовательно, и для функции
𝑢(𝑥, 𝑡) в целом будут выполняться условия (3.2) и (3.3).

Единственность решений очевидна.

Теорема 6. Пусть выполняются условия (2.3) и (2.5), а также усло-
вия (2.4) и (2.18) при 𝑘 = 1. Тогда, если 𝑓(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐿2(𝑄), 𝑓1(𝑡) ∈
𝑊 1

2 ([0, 𝑇 ]), 𝑓1(0) = 0, то краевая задача для уравнения (3.1) с усло-
виями (3.2) и (3.3), а также с дополнительным условием∫︁

Ω
𝑢𝑡(𝑥, 𝑇 )𝜔1(𝑥) 𝑑𝑥 = 0

имеет решение 𝑢(𝑥, 𝑡), принадлежащее пространству 𝑉, причем ровно
одно.

Теорема 7. Пусть выполняются условия (2.3) и (2.5), условие (2.4)
при 𝑘 = 1, а также условие

𝛼(0)− 𝜆1 = 0, 𝛼(𝑇 )− 𝜆1 < 0, 𝛾(0)− 𝜆1 > 0, 𝛾(𝑇 )− 𝜆1 < 0.

Тогда, если 𝑓(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐿2(𝑄), 𝑓1(𝑡) ∈ 𝑊 1
2 ([0, 𝑇 ]), 𝑓1(0) = 0, то кра-

евая задача для уравнения (3.1) с условиями (3.2) и (3.3), а также
дополнительным условием∫︁

Ω
𝑢(𝑥, 𝑇 )𝜔1(𝑥) 𝑑𝑥 =

∫︁
Ω
𝑢𝑡(𝑥, 𝑇 )𝜔1(𝑥) 𝑑𝑥 = 0

имеет решение, принадлежащее пространству 𝑉 , причем ровно одно.

Доказательство теорем 6 и 7 очевидно.
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