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Аннотация: Исследуется ядро Дирихле, свойства которого — суммы косину-
сов кратных дуг — представляют несомненный интерес в теории тригонометриче-
ских рядов. Например, хорошо известны результаты об асимптотическом поведении
констант Лебега, представляющих собой интегральные нормы ядер Дирихле. Эти
результаты постоянно развиваются и обобщаются применительно к различным си-
стемам функций как в одномерной, так и в многомерной ситуациях. Найден главный
член асимптотики для величины глобального минимума ядра Дирихле при стрем-
лении его номера к бесконечности. Главный член есть произведение означенного
номера на отрицательную константу, которая совпадает с величиной глобального
минимума sinc-функции (кардинального синуса). В доказательстве используется
связь ядер Дирихле с многочленами Чебышева второго рода. Отмечено, что резуль-
тат претерпевает количественные изменения при переходе к лакунарным суммам
косинусов. Интерес к подобным конструкциям вызван поставленной несколько лет
назад Л. Е. Россовским и А. А. Товсултановым задачей о вычислении спектрального
радиуса для специального однопараметрического семейства функциональных опе-
раторов. Вопрос сводится к изучению поведения «длинных» произведений синусов
с лакунами в аргументах. Показано, что выявленное асимптотическое свойство ядер
Дирихле оказывается полезным в схожей «нелакунарной» задаче.
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Abstract: The main object of our study is the Dirichlet kernel. The properties of this
trigonometric polynomial — the sum of cosines of multiple arcs — are of undoubted
interest in the theory of trigonometric series. For example, the results on the asymptotic
behavior of the Lebesgue constants, which are the integral norms of the Dirichlet kernels,
are well known. These results are constantly being developed and generalized as applied
to various systems of functions in both one-dimensional and multidimensional situations.
In this paper, we find the leading term of the asymptotics for the value of the global
minimum of the Dirichlet kernel as its number tends to infinity. The leading term is the
product of the said number by a negative constant, which coincides with the value of
the global minimum of the sinc-function (cardinal sine). The proof uses the connection
between Dirichlet kernels and Chebyshev polynomials of the second kind. As can be
seen from the authors’ previous works, the result undergoes quantitative changes in the
transition to lacunary sums of cosines. Our interest in such constructions is caused
by the problem posed several years ago by L. E. Rossovskii and A.A. Tovsultanov on
calculating the spectral radius for a special one-parameter family of functional operators.
The question reduces to studying the behavior of “long” products of sines with lacunae
in the arguments. It is shown that the revealed asymptotic property of Dirichlet kernels
turns out to be useful in a similar “non-lacunary” problem.
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1. Введение. Формулировка результатов

Как известно, ядром Дирихле называется тригонометрический по-
лином

𝐷𝑛(𝑥) ≡
1

2
+

𝑛∑︁
𝑘=1

cos(𝑘𝑥), 𝑛 ∈ N, (1.1)

вещественной переменной 𝑥. Выражение (1.1) играет весьма важную
роль в теории функций благодаря тому, что через свертку с ним запи-
сывается частичная сумма тригонометрического ряда Фурье (см. мо-
нографии [4, гл. I, § 29, 31], [8, гл. II, § 5]). Четная 2𝜋-периодическая
функция (1.1) устроена так, что

sup
𝑥∈R

𝐷𝑛(𝑥) = max
𝑥∈[0,𝜋]

𝐷𝑛(𝑥) = 𝐷𝑛(0) = 𝑛+
1

2
, 𝑛 ∈ N.

Глобальные максимумы «нормированных» ядер Дирихле 𝐷𝑛(𝑥)/𝑛 об-
разуют убывающую к единице последовательность 1 + 1/(2𝑛), 𝑛 ∈ N.

Обсуждаемый в работе эффект формулируется просто: глобальные
минимумы величин 𝐷𝑛(𝑥)/𝑛 также образуют сходящуюся числовую
последовательность. Точный результат выглядит следующим образом.

Теорема 1. Для ядер Дирихле (1.1) справедливо предельное соотно-
шение

lim
𝑛→∞

1

𝑛
inf
𝑥∈R

𝐷𝑛(𝑥) = lim
𝑛→∞

1

𝑛
min
𝑥∈[0,𝜋]

𝑛∑︁
𝑘=1

cos(𝑘𝑥) = cos𝑥0, (1.2)

где 𝑥0 = 4, 4934... — единственный на интервале (𝜋, 3𝜋/2) корень урав-
нения tg 𝑥 = 𝑥. Величина предела в (1.2) равна −0, 2172...=−1/

√︀
1 + 𝑥20

и совпадает также с глобальным минимумом функции sinc𝑥≡sin𝑥/𝑥.

Проиллюстрируем теорему 1 расчетами, проведенными без компью-
терной помощи. При 𝑛 = 1, 2, 3 величины

inf
𝑥∈R

𝐷1(𝑥) = min
𝑥∈[0,𝜋]

𝐷1(𝑥) = 𝐷1(𝜋) = −
1

2
= −0, 5,

1

2
inf
𝑥∈R

𝐷2(𝑥) =
1

2
min
𝑥∈[0,𝜋]

𝐷2(𝑥) =
1

2
𝐷2

(︂
arccos

(︂
−1

4

)︂)︂
= − 5

16
= −0, 3125,

1

3
inf
𝑥∈R

𝐷3(𝑥) =
1

3
min
𝑥∈[0,𝜋]

𝐷3(𝑥) =
1

3
𝐷3

(︃
arccos

√
7− 1

6

)︃
=

= − 7

162

(︁
2
√
7 + 1

)︁
= −0, 2718...
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обнаруживают тенденцию к монотонному возрастанию. Будет ли это
общим свойством последовательности

𝑑𝑛 ≡
1

𝑛
inf
𝑥∈R

𝐷𝑛(𝑥), 𝑛 ∈ N, (1.3)

нам неизвестно. Другой вопрос, имеющий определенный интерес, со-
стоит в нахождении второго члена асимптотики

𝑑𝑛 = cos𝑥0 + 𝑜(1), 𝑛→∞,

эквивалентной предельному соотношению (1.2).
Отметим, что асимптотическое поведение глобальных минимумов

лакунарных сумм косинусов, по сравнению с величинами (1.3), будет
несколько иным. Например, как показано в [3, §3], существует предел

lim
𝑛→∞

1

𝑛
inf
𝑥∈R

𝑛∑︁
𝑘=1

cos
(︁
2𝑘𝑥
)︁
= lim

𝑛→∞

1

𝑛
min

𝑥∈[0,𝜋/2]

𝑛∑︁
𝑘=1

cos
(︁
2𝑘𝑥
)︁
= −1

2
.

Более общий результат, полученный в [1, теорема 3], дает для произ-
вольно зафиксированного 𝜈 ∈ N двустороннюю оценку

− cos
𝜋

2𝜈 + 1
− 2

(2𝜈 + 1)𝑛
6

1

𝑛
inf
𝑥∈R

𝑛∑︁
𝑘=1

cos
(︁
2𝜈𝑘𝑥

)︁
6 − cos

𝜋

2𝜈 + 1
,

которая действует при всех 𝑛 ∈ N и влечет асимптотику

1

𝑛
inf
𝑥∈R

𝑛∑︁
𝑘=1

cos
(︁
2𝜈𝑘𝑥

)︁
= − cos

𝜋

2𝜈 + 1
+𝑂

(︂
1

𝑛

)︂
, 𝑛→∞.

Кроме того, согласно [2, §3], можно указать семейство P, состоящее из
специальных квадратичных иррациональностей, такое что

lim
𝑛→∞

1

𝑛
inf
𝑥∈R

𝑛∑︁
𝑘=1

cos
(︁
𝑝𝑘𝑥
)︁
= −1

для любого 𝑝 ∈ P (в частности, этому семейству принадлежит число
𝑝 =
√
2 + 1, известное как серебряное сечение).

Серия работ [1–3] (см. также [7], [11]) появилась как отклик на по-
ставленную в [12] задачу о вычислении спектрального радиуса для одно-
го семейства функциональных операторов, сводящуюся к нахождению
предела последовательности(︃

sup
𝑥∈R

𝑛∏︁
𝑘=1

⃒⃒⃒
sin
(︁
𝑝𝑘𝑥
)︁⃒⃒⃒)︃1/𝑛

, 𝑛 ∈ N, (1.4)

Известия Иркутского государственного университета.
Серия «Математика». 2026. Т. 55. С. 3–14
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при различных значениях 𝑝 ∈ R. Величина (1.4) является своеобразным
мультипликативным аналогом величины

1

𝑛
inf
𝑥∈R

𝑛∑︁
𝑘=1

cos
(︁
𝑝𝑘𝑥
)︁
, 𝑛 ∈ N

(подробности см. в [1–3]). Поэтому естественно ожидать, что предельное
свойство (1.2) ядер Дирихле окажется полезным при изучении после-
довательности (︃

sup
𝑥∈R

𝑛∏︁
𝑘=1

|sin(𝑘𝑥)|

)︃1/𝑛

, 𝑛 ∈ N,

образованной по принципу (1.4), но без лакун в аргументе синуса.

Теорема 2. Для последовательности, заданной при 𝑛 ∈ N формулой

𝑎𝑛 ≡

(︃
sup
𝑥∈R

𝑛∏︁
𝑘=1

|sin(𝑘𝑥)|

)︃1/𝑛

=

(︃
max

𝑥∈[0,𝜋/2]

𝑛∏︁
𝑘=1

|sin(𝑘𝑥)|

)︃1/𝑛

, (1.5)

верны соотношения

0, 5 6 lim
𝑛→∞

𝑎𝑛 6 lim
𝑛→∞

𝑎𝑛 6 sin
𝑥0
2

= 0, 7801... (1.6)

с тем же значением 𝑥0, что и в теореме 1.

Теоремы 1, 2 будут доказаны в заключительных разделах работы.
Нижняя граница в (1.6) извлекается из самых элементарных соображе-
ний. Верхняя граница получена с привлечением теоремы 1. Есть веские
основания полагать, что последовательность (1.5) является сходящей-
ся, но для нахождения ее предела требуется отдельное исследование,
выходящее за рамки этой статьи.

2. Многочлены Чебышева второго рода

Будем использовать связь ядер Дирихле с многочленами Чебыше-
ва второго рода 𝑈2𝑛(𝑡) (см., например, [10, гл. III, §6]), выражаемую
посредством формулы

𝐷𝑛(2𝑥) ≡
1

2
+

𝑛∑︁
𝑘=1

cos(2𝑘𝑥) =
sin((2𝑛+ 1)𝑥)

2 sin𝑥
≡ 1

2
𝑈2𝑛(cos𝑥). (2.1)

Как известно,

𝑈2(𝑡) = 4𝑡2− 1, 𝑈4(𝑡) = 16𝑡4− 12𝑡2 +1, 𝑈6(𝑡) = 64𝑡6− 80𝑡4 +24𝑡2− 1.
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Первичные расчеты показывают, что

min
|𝑡|61

𝑈2(𝑡) = −1, min
|𝑡|61

𝑈4(𝑡) = −
5

4
= −1, 25,

min
|𝑡|61

𝑈6(𝑡) = −
7
(︀
2
√
7 + 1

)︀
27

= −1, 6311...,
(2.2)

и полезны при сравнении со следующим общим результатом.

Лемма 1. Величина глобального минимума многочлена Чебышева
второго рода с четным номером 2𝑛 эквивалентна при 𝑛→∞ величине
(sin𝑥0/𝑥0) 2𝑛, где

sin𝑥0
𝑥0

≡ sinc𝑥0 = inf
𝑥∈R

sinc𝑥

с прежним значением 𝑥0 из формулировки теоремы 1.

Доказательство. Вначале заметим, что

inf
𝑡∈R

𝑈2𝑛(𝑡) = min
|𝑡|61

𝑈2𝑛(𝑡) (2.3)

при каждом 𝑛 ∈ N. Действительно, поскольку

𝑈2𝑛(𝑡) =
𝑛∑︁
𝑘=0

𝐶2𝑘+1
2𝑛+1

(︀
𝑡2 − 1

)︀𝑘
𝑡2𝑛−2𝑘,

то для всех |𝑡| > 1 и 𝑛 ∈ N верна оценка

𝑈2𝑛(𝑡) = (2𝑛+ 1) 𝑡2𝑛 +
𝑛∑︁
𝑘=1

𝐶2𝑘+1
2𝑛+1

(︀
𝑡2 − 1

)︀𝑘
𝑡2𝑛−2𝑘 > 2𝑛+ 1 = 𝑈2𝑛(1).

Тем самым

min
|𝑡|61

𝑈2𝑛(𝑡) 6 𝑈2𝑛(1) 6 inf
|𝑡|>1

𝑈2𝑛(𝑡), 𝑛 ∈ N,

откуда и следует нужное.
Учитывая (2.1), формулу (2.3) можно дополнить так:

inf
𝑡∈R

𝑈2𝑛(𝑡) = min
|𝑡|61

𝑈2𝑛(𝑡) = min
𝑥∈

(︁
𝜋

2𝑛+1
, 3𝜋
2(2𝑛+1)

)︁ sin((2𝑛+ 1)𝑥)

sin𝑥
, 𝑛 ∈ N.

Дальнейший несложный анализ поведения производной(︂
sin ((2𝑛+ 1)𝑥)

sin𝑥

)︂′
=

cos𝑥 cos ((2𝑛+ 1)𝑥)

sin2 𝑥

(︂
(2𝑛+1) tg 𝑥− tg ((2𝑛+ 1)𝑥)

)︂
Известия Иркутского государственного университета.
Серия «Математика». 2026. Т. 55. С. 3–14
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на промежутке 𝑥 ∈ (𝜋/(2𝑛+ 1), 3𝜋/(4𝑛+ 2)) приводит к эквивалентно-
сти

min
|𝑡|61

𝑈2𝑛(𝑡) ∼ ℎ𝑛 ≡
sin𝑥0

sin 𝑥0
2𝑛+1

= 𝑈2𝑛

(︂
cos

𝑥0
2𝑛+ 1

)︂
= 2𝐷𝑛

(︂
2𝑥0

2𝑛+ 1

)︂
(2.4)

при 𝑛→∞. Именно это в чуть другой, но равносильной форме и утвер-
ждается в лемме 1.

Каждый из первых трех членов

ℎ1 ≡
sin𝑥0

sin(𝑥0/3)
= −0, 9787..., ℎ2 ≡

sin𝑥0
sin(𝑥0/5)

= −1, 2474...,

ℎ3 ≡
sin𝑥0

sin(𝑥0/7)
= −1, 6303...

последовательности ℎ𝑛 из (2.4) уж𝑒 очень близок к соответствующему
точному значению, указанному в (2.2).

Отметим, что лемма 1 не имеет аналога для многочленов Чебышева
второго рода с нечетными номерами, поскольку

𝑈2𝑛−1(𝑡) =
𝑛−1∑︁
𝑘=0

𝐶2𝑘+1
2𝑛

(︀
𝑡2 − 1

)︀𝑘
𝑡2𝑛−2𝑘−1,

и очевидно
inf
𝑡∈R

𝑈2𝑛−1(𝑡) = −∞

для любого 𝑛 ∈ N.

3. Доказательство теоремы 1

Ввиду связи (2.1) имеем

inf
𝑥∈R

𝐷𝑛(𝑥) = inf
𝑥∈R

𝐷𝑛(2𝑥) =
1

2
min
|𝑡|61

𝑈2𝑛(𝑡), 𝑛 ∈ N.

По лемме 1, учитывая (2.3), запишем

lim
𝑛→∞

1

2𝑛
inf
𝑡∈R

𝑈2𝑛(𝑡) = lim
𝑛→∞

1

2𝑛
min
|𝑡|61

𝑈2𝑛(𝑡) =
sin𝑥0
𝑥0

со значением 𝑥0, описанным в теореме 1. Но тогда

lim
𝑛→∞

1

𝑛
inf
𝑥∈R

𝐷𝑛(𝑥) = lim
𝑛→∞

1

2𝑛
min
|𝑡|61

𝑈2𝑛(𝑡) =
sin𝑥0
𝑥0

= cos𝑥0.
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Остальные части соотношения (1.2) очевидны, как и равенство

inf
𝑥∈R

sinc𝑥 =
sin𝑥0
𝑥0

.

Теорема 1 доказана.

4. Доказательство теоремы 2

Финальную часть работы предварим известным вспомогательным
утверждением (см. [9, гл. 6, §6.1]), обоснование которого полезно для
полноты изложения.

Лемма 2. При всех 𝑛 ∈ N справедливо тождество

𝑛∏︁
𝑘=1

sin
𝑘𝜋

𝑛+ 1
=
𝑛+ 1

2𝑛
. (4.1)

Доказательство. Для произвольного 𝑛 ∈ N запишем двучлен 𝑧𝑛+1 − 1
двумя способами и получим тождество

𝑛∏︁
𝑘=1

(︁
𝑧 − 𝑒

2𝑘𝜋𝑖
𝑛+1

)︁
= 𝑧𝑛 + ...+ 𝑧 + 1, 𝑧 ∈ C.

В частности, при 𝑧 = 1 имеем

𝑛∏︁
𝑘=1

(︁
1− 𝑒

2𝑘𝜋𝑖
𝑛+1

)︁
= 𝑛+ 1, 𝑛 ∈ N.

Следовательно, левую часть можно заменить ее модулем, который за-
писывается как

𝑛∏︁
𝑘=1

⃒⃒⃒
1− 𝑒

2𝑘𝜋𝑖
𝑛+1

⃒⃒⃒
=

𝑛∏︁
𝑘=1

√︃(︂
1− cos

2𝑘𝜋

𝑛+ 1

)︂2

+ sin2
2𝑘𝜋

𝑛+ 1
= 2𝑛

𝑛∏︁
𝑘=1

sin
𝑘𝜋

𝑛+ 1
.

Проверка формулы (4.1) завершена.

Известно более общее соотношение

𝑛∏︁
𝑘=0

sin

(︂
𝑘𝜋

𝑛+ 1
+ 𝑧

)︂
=

sin ((𝑛+ 1)𝑧)

2𝑛
, 𝑛 ∈ N, 𝑧 ∈ C,

из которого (4.1) выводится делением на sin 𝑧 с последующим перехо-
дом к пределу при 𝑧 → 0.
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Приступим непосредственно к доказательству теоремы 2. Восполь-
зуемся формулой (4.1) из леммы 2 и получим, что

𝑎𝑛 ≡

(︃
sup
𝑥∈R

𝑛∏︁
𝑘=1

|sin(𝑘𝑥)|

)︃1/𝑛

>

(︃
𝑛∏︁
𝑘=1

sin
𝑘𝜋

𝑛+ 1

)︃1/𝑛

=
(𝑛+ 1)1/𝑛

2

для всех 𝑛 ∈ N. Отсюда извлекаем ограничение lim
𝑛→∞

𝑎𝑛 > 0, 5, т. е.

оценку снизу в (1.6).
С другой стороны, для любых 𝑛 ∈ N и 𝑥 ∈ R неравенство Коши

о среднем дает(︃
𝑛∏︁
𝑘=1

|sin(𝑘𝑥)|

)︃1/𝑛

=

⎯⎸⎸⎷(︃ 𝑛∏︁
𝑘=1

sin2(𝑘𝑥)

)︃1/𝑛

6

⎯⎸⎸⎷ 1

𝑛

𝑛∑︁
𝑘=1

sin2(𝑘𝑥) =

=

⎯⎸⎸⎷1

2

(︃
1− 1

𝑛

𝑛∑︁
𝑘=1

cos(2𝑘𝑥)

)︃
.

Таким образом, справедлива оценка(︃
𝑛∏︁
𝑘=1

|sin(𝑘𝑥)|

)︃1/𝑛

6

√︂
1

2
+

1

4𝑛
− 1

2𝑛
𝐷𝑛(2𝑥), 𝑛 ∈ N, 𝑥 ∈ R.

Как следствие,

𝑎𝑛 6

√︂
1

2
+

1

4𝑛
− 1

2𝑛
inf
𝑥∈R

𝐷𝑛(𝑥), 𝑛 ∈ N.

По теореме 1 подкоренное выражение стремится к числу

1

2
− 1

2
cos𝑥0 = sin2

𝑥0
2

при 𝑛 → ∞. Тем самым lim
𝑛→∞

𝑎𝑛 6 sin(𝑥0/2), и оценка сверху в (1.6)
получена. Доказательство теоремы 2 проведено.

5. Заключение

Завершая работу над статьей, авторы неожиданно обнаружили два
интересных наброска о минимальном значении ядра Дирихле (первый
совсем краткий, второй более развернутый), которые на своих пер-
сональных страницах в сети в разное время выложили Alan Wiggins
и Idris David Mercer (https://www-personal.umd.umich.edu/∼adwiggin и
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https://idmercer.com/). Предложенные в упомянутых материалах под-
ходы отличны от нашего; связь с многочленами Чебышева и возмож-
ные приложения не обсуждаются. Каких-либо публикаций на эту тему
в математических изданиях найти не удалось. Имеется, впрочем, одно
исключение. Как выяснилось, формула (1.2) из теоремы 1 в завуалиро-
ванной форме и с другим обоснованием содержится в работе [6, разд. 2].
В этой связи публикация результата в чистом виде с сопутствуюши-
ми дополнениями и связями представляется полезной. Укажем еще,
что возрастание (пока гипотетическое) последовательности (1.3) есть
свойство более сильное, чем возрастание последовательности

1

2𝑛+ 1
inf
𝑥∈R

𝐷𝑛(𝑥), 𝑛 ∈ N,

фактически доказанное в [6, лемма 2.2]. Отметим, наконец, что четные
тригонометрические полиномы, близкие к 𝐷𝑛(𝑥), а также величины,
подобные

inf
𝑥∈R

𝐷𝑛(𝑥) = min
𝑥∈[0,𝜋]

𝐷𝑛(𝑥),

возникают в экстремальных задачах, изучаемых А. С. Беловым (поми-
мо цитированной работы [6] см., например, [5]).
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