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Аннотация: Предлагается математическая модель оптимального управления эко-
номическим субъектом в условиях массового заболевания. Показывается, что она
одновременно отражает биологические и социально-экономические факторы и явля-
ется модификацией модели, предложенной авторами в предыдущих исследованиях,
поскольку учитывает фактор вакцинации населения. Полученная модель сформу-
лирована в терминах задачи оптимального управления с точечным запаздыванием
по фазовым и управляющим переменным. Также в модели присутствуют проме-
жуточные ограничения. Для анализа представленной модели применяется функция
Понтрягина, позволяющая сделать выводы о структуре оптимального управления.
Для решения полученной задачи оптимального управления предлагается примене-
ние метода параметризации. Приведены результаты вычислительных экспериментов
с предлагаемой моделью для случая, когда параметры модели оценены на данных
о COVID-19 за 2020 г. по Российской Федерации.
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Abstract: The paper proposes a mathematical model for optimal control of an economic
entity in the context of a widespread disease outbreak. This model simultaneously reflects
biological and socio-economic factors and is a modification of the model previously pro-
posed by the authors, as it considers the factor of population vaccination. The resulting
model is formulated as an optimal control problem with a pointwise delay in both the state
and control variables. The model also includes intermediate constraints. To analyze the
presented model, the Pontryagin function is applied, which allows conclusions to be drawn
about the structure of the optimal control. The parameterization method is proposed to
solve the obtained optimal control problem. The results of computational experiments
with the proposed model are presented for the case when the model parameters are
estimated using data on COVID-19 for 2020 in the Russian Federation.
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1. Введение

Увеличение популяции населения и его мобильности в современном
мире ведет к возрастанию рисков, связанных с возникновением массо-
вых заболеваний. В случае вспышки массового заболевания руковод-
ству экономической системы — страны или региона — необходимо раз-
работать стратегию управления в сложившихся условиях. Определить
такую стратегию можно, в частности, с помощью соответствующей ма-
тематической модели.

Большинство математических моделей массовых заболеваний отра-
жают только биологические и популяционные факторы (модели SIR,
SEIR, SVIR и т. д.) [7–12; 14]. Однако при принятии управленческо-
го решения желательно учитывать и социально-экономический аспект
[4; 9; 13].

В данной работе предлагается математическая модель оптимального
управления экономическим субъектом в условиях массового заболе-
вания, одновременно учитывающая биологические и социально-эконо-
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мические факторы, в частности фактор вакцинации населения. Она
является модификацией модели, предложенной авторами в предыду-
щих исследованиях [4;13], где вакцинация не принималась во внимание.
Полученная модель сформулирована в терминах задачи оптимального
управления с точечным запаздыванием как по фазовым переменным,
так и по управляющим, присутствуют промежуточные ограничения.
Для анализа представленной модели применяется функция Понтряги-
на, позволяющая сделать выводы о структуре оптимального управле-
ния. Последнее дает возможность выбрать подходящий класс управля-
ющих функций для применения метода параметризации [3].

2. Формулировка модели

Рассмотрим математическую модель управления социально-эконо-
мической системой в условиях массового заболевания для случая, когда
разработаны профилактические вакцины, которые помогают замедлить
распространение эпидемии.

Для описания биологического аспекта массового заболевания введём
разбиение населения 𝑁 страны или региона на замкнутые непересе-
кающиеся подмножества (компартменты) и обозначим их количество:
𝑃 — лица, не имеющие иммунитета к заболеванию, но соблюдающие
ограничительные меры (например, режим самоизоляции) и тем самым
снижающие для себя риск заражения; 𝑆 — лица, не имеющие имму-
нитета к заболеванию и не соблюдающие ограничительные меры и,
следовательно, потенциально подверженные заражению; 𝐸 — лица, у
которых заболевание находится в инкубационной стадии; 𝐼 — забо-
левшие; 𝑄 — госпитализированные; 𝑅 — выздоровевшие; 𝑉𝑖 — лица,
получившие искусственный иммунитет к заболеванию благодаря тому,
что привились 𝑖-м видом вакцины, 1 6 𝑖 6 𝑛, 𝑛 — количество видов
вакцин против заболевания; 𝐷 — умершие вследствие заболевания.

Социально-экономический аспект опишем следующими показателя-
ми: 𝑌 — валовый выпуск в денежном выражении; 𝜋 – прибыль эконо-
мического субъекта; 𝐾 – стоимость основных фондов; 𝐿 – численность
трудоспособного населения с точки зрения результативного труда; 𝑍 —
количество койко-мест в учреждениях здравоохранения.

Управляющие воздействия органов власти выражаются выделением
бюджета на меры в рамках периода планирования, а также определе-
нием стратегии расходования этого бюджета. Рассмотрим следующие
управления: 𝑢1 — затраты на переоборудование существующих койко-
мест для размещения заболевших; 𝑢2 — затраты на увеличение числа
койко-мест за счёт строительства новых больниц; 𝑢3 — затраты на ин-
формирование населения о заболевании, методах профилактики и борь-
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бы с ним; 𝑢3+𝑖 — затраты на кампанию по вакцинированию населения
𝑖-м видом вакцины, 1 6 𝑖 6 𝑛.

Опишем динамику выделенных компартментов. В представленных
ниже уравнениях коэффициенты 𝑘𝑖𝑗 𝑖, 𝑗∈ {𝑆, 𝑃,𝐸, 𝐼,𝑄,𝑅,𝐷, 𝑉1, . . . , 𝑉𝑛}
обозначают интенсивности перехода лиц из компартмента 𝑖 в компарт-
мент 𝑗.

𝑑𝑆

𝑑𝑡
= 𝑘𝑃𝑆𝑃 (𝑡)−

(︂
𝑘𝑆𝐸

(︂
𝐼(𝑡)

𝑁(𝑡)

)︂
+ 𝑘𝑆𝑃 (𝑢3(𝑡))− 𝜌

)︂
𝑆(𝑡)

+𝑘𝑅𝑆𝑅(𝑡− 𝜏) +
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑉𝑖(𝑡− ̃︀𝜏𝑖)− 𝑛∑︁
𝑖=1

𝑢3+𝑖(𝑡− ̂︀𝜏𝑖)
𝑐𝑖

,
(2.1)

где 𝜌 — естественный прирост населения в долях от общей численности
населения; 𝜏 — время, в течение которого сохраняется иммунитет у
выздоровевших; ̃︀𝜏𝑖 — время, в течение которого сохраняется искусствен-
ный иммунитет у вакцинированных 𝑖-м видом вакцины; ̂︀𝜏𝑖 — время,
в течение которого вырабатывается иммунитет после вакцинации 𝑖-м
видом вакцины. В случае использования многокомпонентных вакцин,
которые вводятся в несколько этапов через определённые промежут-
ки времени, иммунитет полностью формируется только после введения
последнего компонента [6]. Это позволяет сделать упрощение и предста-
вить такие вакцины как однокомпонентные, считая фактом вакцинации
введение последнего компонента вакцины:

𝑑𝑃

𝑑𝑡
= 𝑘𝑆𝑃 (𝑢3(𝑡))𝑆(𝑡)− 𝑘𝑃𝑆𝑃 (𝑡), (2.2)

𝑑𝐸

𝑑𝑡
= 𝑘𝑆𝐸

(︂
𝐼(𝑡)

𝑁(𝑡)

)︂(︃
𝑆(𝑡) +

𝑛∑︁
𝑖=1

(1− ̃︀𝑒𝑖)𝑢3+𝑖(𝑡− ̂︀𝜏𝑖)
𝑐𝑖

)︃
− 𝑘𝐸𝐼𝐸(𝑡), (2.3)

𝑑𝐼

𝑑𝑡
= 𝑘𝐸𝐼𝐸(𝑡)− (𝑘𝐼𝑄 + 𝑘𝐼𝑅 + 𝑘𝐼𝐷)𝐼(𝑡), (2.4)

𝑑𝑄

𝑑𝑡
= 𝑘𝐼𝑄𝐼(𝑡)− (𝑘𝑄𝐷 + 𝑘𝑄𝑅)𝑄(𝑡), (2.5)

𝑑𝑅

𝑑𝑡
= 𝑘𝐼𝑅𝐼(𝑡) + 𝑘𝑄𝑅𝑄(𝑡)− 𝑘𝑅𝑆𝑅(𝑡), (2.6)

𝑑𝐷

𝑑𝑡
= 𝑘𝑄𝐷𝑄(𝑡) + 𝑘𝐼𝐷𝐼(𝑡), (2.7)

𝑑𝑍

𝑑𝑡
= 𝑔(𝑢2(𝑡− 𝜏))− 𝜇𝑍(𝑡) + 𝑘𝑢1(𝑡), (2.8)

где 𝑔(𝑢2) — функция увеличения количества койко-мест за счёт вложе-
ний в строительство новых больниц, 𝜏 — время, за которое строится
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больница после выделения бюджета на её строительство, 𝜇 — коэф-
фициент амортизации больничных фондов; 𝑘 — соотношение количе-
ства койко-мест, переоборудованных для размещения заболевших, и
вложений в их переоборудование.

Обозначим через ̃︀𝑉𝑖(𝑡) количество вакцинированных, на которых во-
зымела действие вакцина вида 𝑖 в момент 𝑡:

̃︀𝑉𝑖(𝑡) = (︂1− (1− ̃︀𝑒𝑖)𝑘𝑆𝐸 (︂ 𝐼(𝑡)

𝑁(𝑡)

)︂)︂
𝑢3+𝑖(𝑡− ̂︀𝜏𝑖)

𝑐𝑖
,

где 𝑐𝑖 — стоимость одной дозы 𝑖-го вида вакцины; ̃︀𝑒𝑖 — эффективность
вакцины 𝑖-го вида. Эффективность вакцины — доля уменьшения веро-
ятности заболеть [6]. Например, эффективность вакцины, равная 80 %,
означает, что риск заразиться у привитого человека становится меньше
на 80 % относительно такого же риска для непривитого человека.

В этом случае динамика вакцинированных удовлетворяет уравне-
нию:

𝑑𝑉𝑖
𝑑𝑡

= ̃︀𝑉𝑖(𝑡)− ̃︀𝑉𝑖(𝑡− ̃︀𝜏𝑖), 𝑖 = 1, 𝑛. (2.9)

Введем алгебраические связи, характеризующие социально-экономи-
ческие показатели модели при 𝑡0 6 𝑡 6 𝑇 . Так, обеспеченность госпита-
лизированных койко-местами определяется условием

𝑄(𝑡) 6 𝑍(𝑡). (2.10)

Численность населения экономической системы

𝑁(𝑡) = 𝑃 (𝑡) + 𝑆(𝑡) + 𝐸(𝑡) + 𝐼(𝑡) +𝑄(𝑡) +𝑅(𝑡) +
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑉𝑖(𝑡). (2.11)

Общий объём результативного труда:

𝐿(𝑡) = 𝑚

(︃
𝑒𝑃𝑃 (𝑡) + 𝑒𝑆𝑆(𝑡) + 𝑒𝐸𝐸(𝑡) + 𝑒𝑅𝑅(𝑡) +

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑒𝑉𝑖𝑉𝑖(𝑡)

)︃
, (2.12)

где 𝑚 – доля трудоспособного населения от общей численности населе-
ния; 𝑒𝑘 – продуктивность труда человека из 𝑘-й группы (𝑘∈{𝑃, 𝑆,𝐸,𝑅,
𝑉1, . . . , 𝑉𝑛}), измеряющаяся в долях от продуктивности труда здорового
человека.

Валовый выпуск 𝑌 описывается некоторой производственной функ-
цией 𝑌 (𝑡) = 𝐹 (𝐾(𝑡), 𝐿(𝑡)). Здесь 𝐾(𝑡) является детерминированной эк-
зогенной функцией, описывающей динамику изменения основных фон-
дов на периоде планирования. Бухгалтерскую прибыль 𝜋 экономиче-
ского субъекта можно представить в следующем виде:

𝜋(𝑡) = 𝑌 (𝑡)−
𝑛+3∑︁
𝑖=1

𝑢𝑖(𝑡). (2.13)
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Отметим, что валовый выпуск 𝑌 (𝑡) зависит от биосоциального эффек-
та массового заболевания. Следовательно, величина прибыли также
опосредованно учитывает данный эффект.

Целью вакцинации населения является достижение коллективного
иммунитета. Считается, что коллективный иммунитет сформирован,
когда определенная (достаточно значительная) доля населения имеет
искусственный и/или естественный иммунитет к заболеванию [1]. В
терминах модели будем считать, что коллективный иммунитет дол-
жен быть обязательно достигнут на момент окончания моделируемого
периода. Таким образом, следует ввести терминальное ограничение:

𝑅(𝑇 ) +
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑉𝑖(𝑇 )

𝑁(𝑇 )
> 𝜈, (2.14)

где 𝑉𝑖(𝑇 ) — количество людей, привитых 𝑖-м видом вакцины, на мо-
мент окончания моделируемого периода, 𝑁(𝑇 ) — численность населе-
ния (популяция) на момент окончания моделируемого периода, 𝜈 — до-
ля имеющих иммунитет, необходимый для достижения коллективного
иммунитета.

Относительно управления в модели делаются следующие предполо-
жения:⎧⎪⎨⎪⎩

𝑢𝑖(𝑡) > 0, 𝑖 = 1, 𝑛+ 3,∫︁ 𝑇

𝑡0

𝑢𝑖(𝑡)𝑑𝑡 ≤ 𝐵𝑖, 𝑖 = 1, 3,

∫︁ 𝑇

𝑡0

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑢3+𝑖(𝑡)𝑑𝑡 ≤ 𝐵4.
(2.15)

Здесь 𝐵1 – объём бюджета на переоборудование существующих койко-
мест; 𝐵2 – объём бюджета на строительство новых больниц; 𝐵3 – объём
бюджета на информационную кампанию по борьбе с массовым забо-
леванием; 𝐵4 – общий бюджет на вакцинацию всеми видами вакцин.
Так как возможности экономической системы ограничены, то суще-
ствует константа 𝐶: 𝑈𝑖 6 𝐶 для ∀𝑡 ∈ [𝑡0;𝑇 ], 𝑖 = 1, 𝑛+ 3. Тогда можно
предположить, что управления 𝑈𝑖 (𝑖 = 1, 𝑛+ 3) принадлежат классу
кусочно-непрерывных функций. На выбор целевого функционала вли-
яет орган управления экономической системой. Наиболее логичны две
цели: уменьшение количества заболевших, увеличение совокупной при-
были. Можно сформулировать функционал, содержащий свертку доли
заболевших и доли относительной прибыли:

𝐽1(𝑢1, ..., 𝑢𝑛+3) =

∫︁ 𝑇

𝑡0

(︂
𝛼1

𝐸(𝑡)

𝑁(𝑡0)
− 𝛼2

𝜋(𝑡)

𝑌 (𝑡0)

)︂
𝑑𝑡→ min . (2.16)

Здесь 𝛼1 + 𝛼2 = 1.
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Зафиксируем начальные условия системы:

𝑆(𝑡0) = 𝑆0, 𝑃 (𝑡0) = 𝑃 0, 𝐸(𝑡0) = 𝐸0, 𝐼(𝑡0) = 𝐼0,
𝑄(𝑡0) = 𝑄0, 𝐷(𝑡0) = 𝐷0, 𝑍(𝑡0) = 𝑍0,

𝑅(𝑡) = 𝑅0(𝑡), 𝑉𝑖(𝑡) = 𝑉 0
𝑖 (𝑡), 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, при 𝑡 6 𝑡0,

(2.17)

(функции 𝑅0(𝑡), 𝑉 0
𝑖 (𝑡) известны на момент начала планирования), тогда

задача (2.1)–(2.17) представляет собой задачу ОУ с точечным запаз-
дыванием по фазовым траекториям, по управляющему воздействию,
промежуточными фазовыми ограничениями, терминальными ограни-
чениями.

Отметим, что в системе дифференциальных уравнений задачи (2.1)–
(2.17) правая часть удовлетворяет условию сублинейного роста, мно-
жество значений управления выбирается из компакта. Таким образом,
задача (2.1)–(2.17) имеет решение на допустимом множестве, а принцип
максимума позволяет определить структуру оптимального управления.

3. Структура оптимального управления

Сведем исходную задачу ОУ (2.1)–(2.16) к задаче со свободным пра-
вым концом, терминальным функционалом и без промежуточных огра-
ничений. Для этого введем переменные 𝐹1, 𝐹2:

𝑑𝐹1

𝑑𝑡
= 𝛼1

𝐸(𝑡)

𝑁(0)
− 𝛼2

𝜋(𝑡)

𝑌 (0)
, 𝐹1(𝑡0) = 0;

𝑑𝐹2

𝑑𝑡
=
(︀
[𝑄(𝑡)− 𝑍(𝑡)]+

)︀2
, 𝐹2(𝑡0) = 0.

(3.1)

Здесь функция срезки [𝜁]+ = 𝜁, если 𝜁 > 0, [𝜁]+ = 0, если 𝜁 6 0.
Пусть 𝑥(𝑡) — вектор-функция фазовых переменных, 𝑢(𝑡) — вектор

управляющих функций, 𝑝(𝑡) — вектор-функция сопряженных перемен-
ных, 𝛾 ∈ ℜ𝑛+1 — вектор лагов запаздывания в фазовых переменных,
𝜃 ∈ ℜ𝑛+1 — вектор лагов запаздывания в управлении:

𝑥(𝑡) = (𝑆(𝑡), 𝑃 (𝑡), 𝐸(𝑡), 𝐼(𝑡), 𝑄(𝑡), 𝑅(𝑡), 𝐷(𝑡), 𝑍(𝑡), 𝑉1(𝑡), . . . ,
𝑉𝑛(𝑡), 𝐹1(𝑡), 𝐹2(𝑡))

𝑝(𝑡) = (𝑝𝑆(𝑡), 𝑝𝑃 (𝑡), 𝑝𝐸(𝑡), 𝑝𝐼(𝑡), 𝑝𝑄(𝑡), 𝑝𝑅(𝑡), 𝑝𝐷(𝑡), 𝑝𝑍(𝑡), 𝑝𝑉1(𝑡), . . . ,
𝑝𝑉𝑛(𝑡), 𝑝𝐹1(𝑡), 𝑝𝐹2(𝑡));

𝑢(𝑡) = (𝑢1(𝑡), . . . , 𝑢3+𝑛(𝑡)), 𝛾 = (𝜏, ̃︀𝜏1, . . . , ̃︀𝜏𝑛), 𝜃 = (𝜏 , 𝜏1, . . . , 𝜏𝑛).

Также введем обозначения:
𝑥𝛾(𝑡) = (𝑥(𝑡− 𝛾1), 𝑥(𝑡− 𝛾2), . . . , 𝑥(𝑡− 𝛾𝑛+1)),
𝑢𝜃(𝑡) = (𝑢(𝑡− 𝜃1), 𝑢(𝑡− 𝜃2), . . . , 𝑢(𝑡− 𝜃𝑛+1)).
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Модифицируем целевой функционал (2.16) к виду

𝐽2(𝑥(𝑇 ))=𝐹1(𝑇 )+𝛽1𝐹2(𝑇 ) + 𝛽2

(︃[︂
𝜈 −

𝑅(𝑇 ) +
∑︀𝑛

𝑖=1 𝑉𝑖(𝑇 )

𝑁(𝑇 )

]︂+)︃2

→min .

(3.2)
Здесь 𝛽1, 𝛽2 — штрафные коэффициенты.

Введем 𝐻(𝑡, 𝑝, 𝑥, 𝑥𝛾(𝑡), 𝑢, 𝑢𝜃(𝑡)) =
⟨
𝑝, 𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑥𝛾(𝑡), 𝑢, 𝑢𝜃(𝑡))

⟩
(функцию

Понтрягина). Здесь 𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑥𝛾(𝑡), 𝑢, 𝑢𝜃(𝑡)) — вектор-функция, состоящая
из правых частей системы обыкновенных дифференциальных уравне-
ний (2.1)–(2.9), (3.1); ⟨𝑝, 𝑓⟩ — скалярное произведение 𝑝, 𝑓 .

Непосредственно анализируя функцию 𝐻(𝑡, 𝑝, 𝑥, 𝑥𝛾(𝑡), 𝑢, 𝑢𝜃(𝑡)), мож-
но выделить слагаемые, зависящие от 𝑢1, ..., 𝑢𝑛+3:

ℎ1(𝑢1) =

(︂
𝑝𝑍 · 𝑘 − 𝛼2

𝑌 (0)

)︂
𝑢1; ℎ2(𝑢2) = 𝑝𝑍 · 𝑔(𝑢2(𝑡− 𝜏))− 𝛼2

𝑌 (0)
𝑢2;

ℎ3(𝑢3) = (𝑝𝑃 − 𝑝𝑆) · 𝑆 · 𝑘𝑆𝑃 (𝑢3)−
𝛼2

𝑌 (0)
𝑢3;

ℎ3+𝑖(𝑢3+𝑖) =

(︂
𝑝𝑆 + 𝑘𝑆𝐸

(︂
𝐼

𝑁

)︂
(1− 𝑒𝑖)(𝑝𝐸 − 𝑝𝑉𝑖)

)︂
𝑢3+𝑖(𝑡− 𝜏𝑖)

𝑐𝑖
− 𝛼2

𝑌 (0)
𝑢3+𝑖

−
(︂
1− (1− ̃︀𝑒𝑖)𝑘𝑆𝐸 (︂ 𝐼(𝑡− ̃︀𝜏𝑖)

𝑁(𝑡− ̃︀𝜏𝑖)
)︂)︂

𝑢3+𝑖(𝑡− ̂︀𝜏𝑖 − ̃︀𝜏𝑖)
𝑐𝑖

𝑝𝑉𝑖 , 1 6 𝑖 6 𝑛.

Из полученных выражений можно сделать следующие выводы:
1. Функция Понтрягина зависит от 𝑢1 и 𝑢2 линейно, при этом наложены
ограничения 0 6 𝑢𝑖 6 𝐶,

∫︀ 𝑇
𝑡0
𝑢𝑖(𝑡)𝑑𝑡 6 𝐵𝑖, 𝑖 = 1, 2. Следовательно,

управления 𝑢1 и 𝑢2 могут быть представлены кусочно-постоянными
функциями.
2. Выбор 𝑢3 зависит от характера функции 𝑘𝑆𝑃 (𝑢3). Если эта функция
линейна, то характер управления 𝑢3 аналогичен 𝑢1 и 𝑢2. В иной ситуа-
ции для определения структуры управлений требуется знание свойств
функции 𝑘𝑆𝑃 (𝑢3).
3. Функция Понтрягина имеет линейную зависимость от интенсивности
вакцинаций 𝑢4, . . . , 𝑢𝑛+3, причём эти управления ограничены:

0 6 𝑢𝑖(𝑡) 6 𝐾, 4 6 𝑖 6 𝑛+ 3,

∫︁ 𝑇

𝑡0

𝑛+3∑︁
𝑖=4

𝑢𝑖(𝑡)𝑑𝑡 6 𝐵4.

Таким образом, для определения интенсивности вакцинации в каж-
дый момент времени требуется решение задачи линейного программи-
рования. Если вакцина единственна или для каждого вида вакцины
будет свой бюджет, то управления, связанные с вакцинацией, имеют
кусочно-постоянный вид.
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4. Вычислительный эксперимент

В работах [4; 5; 13] приведены результаты вычислительных экспери-
ментов с моделью управления экономической системой без вакцина-
ции. Параметры модели были оценены на основе статистических дан-
ных о COVID-19 за 2020 г. по Российской Федерации. Также в модели
учитывается разрыв фазовых траекторий в случаях ввода и отмены
ограничительных мер:

𝑆(𝜏1+) = (1− 𝑎)𝑆(𝜏1−), 𝑃 (𝜏1+) = 𝑃 (𝜏1−) + 𝑎𝑆(𝜏1−);

𝑆(𝜏2+) = 𝑆(𝜏2−) + 𝑏𝑃 (𝜏2−), 𝑃 (𝜏2+) = (1− 𝑏)𝑃 (𝜏2−).

В данном исследовании для проведения вычислительного экспери-
мента часть оценок параметров, относящихся к социально-биологичес-
ким факторам, взята из работ [4; 5; 13]. Другая часть параметров была
оценена на основе данных по Российской Федерации, относящихся к
периоду с 5 декабря 2020 г., когда была начата массовая вакцинация
против COVID-19 в России.

Так, основными применяемыми в это время в России были следу-
ющие вакцины: «Спутник V», «ЭпиВакКорона», «КовиВак», «Спут-
ник Лайт». Таким образом, для вычислительного эксперимента было
выбрано четыре вида вакцины. Параметры по данным видам вакцин
были взяты из источников, находящихся в открытом доступе в интерне-
те: interfax.ru, ria.ru, sputnikvaccine.com, pharmvestnik.ru, vector.nsc.ru,
covivac.ru, id-clinic.ru, vedomosti.ru, rg.ru, medsi.ru. Для вакцины «Спут-
ник V» стоимость одной дозы составила 𝑐1 =1908,2 руб., время выработ-
ки иммунитета после вакцинации 21 день (̂︀𝜏1 = 0, 7), время сохранения
иммунитета у вакцинированных ̃︀𝜏1=24 мес., эффективность вакцины
91,6 Целевой показатель коллективного иммунитета для России был
оценен как 60 %, т. е. 𝜈 = 0, 6.

Задача оптимального управления (2.1)–(2.15), (2.17), (3.2), (3.1) ре-
шалась при нескольких горизонтах планирования 𝑇 = 4, 6, 9 и 12 мес. В
функционале (3.2) параметры штрафа полагались: 𝛽1 = 1000, 𝛽2 = 100.
Для каждого значения 𝑇 функционал рассматривался при 𝛼1 = 0, 0;
0, 1; 0, 3; 0, 5; 0, 7; 0, 9; 1, 0, соответственно, 𝛼2 = 1− 𝛼1.

Решение находилось методом параметризации [3] в классе кусочно-
постоянных управлений 𝑢𝑖(𝑡) при 1 6 𝑖 6 7 и моментов 𝜏1, 𝜏2. Выбор
такого класса управлений определяется значениями оцененных пара-
метров модели (𝑘𝑆𝑃 (𝑢3) – линейная функция) выводами п. 3. На первом
этапе задачи ОУ решались с одним моментом переключения в каж-
дом управлении. На втором этапе при усложнении структуры управле-
ния до двух переключений улучшения решения не происходило. Нами
проведен ряд экспериментов с различными начальными приближени-
ями, наилучшие из них представлены в статье. При этом полученное
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приближение может отличаться от оптимального решения исходной
задачи.

В отличие от модели без вакцинации [5;13] в задаче (2.1)–(2.17) при
всех рассматриваемых значениях 𝑇 и весовых коэффициентах 𝛼1, 𝛼2

оптимальное управление 𝑢2 нулевое, т. е. вложения в строительство
больниц не требуется. Таким образом, процесс вакцинирования позво-
ляет обойтись без капитальных вложений. Также при всех значениях
весовых коэффициентов и горизонтах планирования начало ограничи-
тельных мер в оптимальном случае должно быть введено немедленно:
𝜏1 = 0. Длительность ограничительных мер зависит от весовых коэф-
фициентов функционала при краткосрочном планировании (𝑇 = 4, 6),
при долгосрочном планировании (𝑇 = 9, 12) длительность практически
постоянная.

В табл. 1 приведены значения параметров оптимального управления
𝑢1, 𝑢3, 𝜏2.

Таблица 1

Параметры оптимального управления для 𝑢1, 𝑢3, 𝜏2
Параметр Вес экономического критерия 𝛼1

1,0 0,9 0,7 0,5 0,3 0,1 0,0

𝑇 = 4

𝑣3 0 0 999 379 222 168 166

𝑡3 0 0 0, 5 1, 32 2, 25 2, 98 3, 00

𝜏2 0, 94 1, 03 1, 90 2, 43 3, 18 3, 67 3, 26

𝑇 = 6

𝑣3 0 0 211 181 181 181 181

𝑡3 0 0 2, 37 2, 76 2, 75 2, 76 2, 76

𝜏2 3, 0 3, 0 3, 74 4, 5 5, 1 5, 57 6, 0

𝑇 = 9

𝑣1 2634 2634 2634 2642 2659 2691 3452

𝑡1 1, 13 1, 13 1, 13 1, 13 1, 13 1, 13 0, 96

𝑣3 105 105 105 103 101 96 60

𝑡3 1, 65 1, 65 1, 65 1, 63 1, 59 1, 52 0, 91

𝜏2 2, 87 2, 87 2, 87 2, 87 2, 87 2, 87 2, 87

𝑇 = 12

𝑣1 3268 3268 3282 3280 3307 3344 3797

𝑡1 1, 3 1, 3 1, 3 1, 3 1, 3 1, 3 1, 3

𝑣3 166 166 163 163 158 149 108

𝑡3 2, 46 2, 46 2, 46 2, 46 2, 46 2, 46 1, 50

𝜏2 3, 14 3, 14 3, 14 3, 14 3, 14 3, 14 3, 16

Вложение в информационную кампанию 𝑢3 и в переоборудование
существующих койко-мест 𝑢1 имеет вид (𝑖 = 1, 3): 𝑢𝑖(𝑡) = 𝑣𝑖, при 0 6
𝑡 < 𝑡𝑖; 𝑢𝑖(𝑡) = 0, при 𝑡𝑖 6 𝑡 6 𝑇.

Если рассматривать переоборудование существующих койко-мест, то
при коротком горизонте планирования (𝑇 = 4; 6) оптимальное управ-
ление 𝑢1 нулевое при всех значениях 𝛼1, за исключением 𝛼1 = 0. В
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последнем случае (полностью социальный критерий) проводится вло-
жение в переоборудование на начальном коротком временном этапе, а
затем вложение прекращается. Так, при 𝑇 = 4: 𝑢1(𝑡) = 2334 млн руб.
при 0 6 𝑡 < 0, 7, 𝑢1(𝑡) = 0 при 0, 7 6 𝑡 6 4. Аналогично при 𝑇 = 6:
𝑢1(𝑡) = 2853 млн руб. при 0 6 𝑡 < 0, 7, 𝑢1(𝑡) = 0 при 0, 7 6 𝑡 6 6.
При увеличении горизонта планирования вложение в переоборудование
требуется при всех вариантах весовых коэффициентов.

Интенсивность вакцинирования 𝑖-й вакциной (𝑖 = 1, 2, 3, 4) имеет
cледующую структуру управления:

𝑢3+𝑖(𝑡) =

{︂
𝑣3+𝑖,1, 0 6 𝑡 < 𝑡3+𝑖;
𝑣3+𝑖,2, 𝑡3+𝑖 6 𝑡 6 𝑇.

В табл. 2 и 3 приведены значения параметров оптимального управ-
ления вакцинации при 𝑇 = 4, 6, 9, 12.

Таблица 2

Параметры оптимального управления вакцинации при 𝑇 = 4; 6

Параметр Вес экономического критерия 𝛼1

1,0 0,9 0,7 0,5 0,3 0,1 0,0

𝑇 = 4

𝑣41 9053 9079 8897 9559 8480 8875 7296
𝑡4 2, 01 1, 94 2, 23 2, 23 2, 55 2, 82 3, 04
𝑣42 0 0 0 0 0 0 0
𝑣51 9795 10212 8343 7808 6590 6423 6054
𝑡5 1, 73 1, 87 2, 18 2, 37 2, 37 2, 61 2, 89
𝑣52 0 0 0 0 0 0 0
𝑣61 10624 9912 9813 10555 9568 9112 8630
𝑡6 2, 61 2, 53 2, 68 2, 75 2, 93 3, 10 4, 0
𝑣62 0 0 0 0 0 0 0
𝑣71 5754 5894 5541 5164 4915 4468 3856
𝑡7 2, 88 2, 95 2, 88 3, 02 3, 20 3, 12 3, 18
𝑣72 0 0 0 0 0 0 0

𝑇 = 6

𝑣41 6148 6176 5607 5505 5513 5551 5498
𝑡4 3, 69 3, 8 4, 23 4, 27 4, 3 4, 19 4, 3
𝑣42 0 0 0 0 0 449 1321
𝑣51 5225 4881 4778 4561 4571 4572 4324
𝑡5 2, 94 2, 62 2, 94 2, 94 3, 08 2, 89 2, 71
𝑣52 0 0 0 1844 1786 1869 1682
𝑣61 7553 7711 7806 6898 6851 6847 6830
𝑡6 4, 25 4, 36 4, 36 4, 44 4, 43 4, 33 4, 43
𝑣62 0 0 0 0 0 0 0
𝑣71 3960 3783 3558 3096 3071 3170 3066
𝑡7 2, 77 2, 99 2, 77 2, 79 2, 75 2, 86 2, 8
𝑣72 1657 1774 1506 1449 1447 1496 1396
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Таблица 3

Параметры оптимального управления вакцинации при 𝑇 = 9; 12.

Параметр Вес экономического критерия 𝛼1

1,0 0,9 0,7 0,5 0,3 0,1 0,0

𝑇 = 9

𝑣41 5007 5007 5007 5007 5007 5007 4999
𝑡4 3, 47 3, 47 3, 47 3, 47 3, 47 3, 47 3, 48
𝑣42 1351 1351 1351 1351 1351 1351 1352
𝑣51 3885 3885 3885 3885 3885 3885 3886
𝑡5 3, 27 3, 27 3, 27 3, 27 3, 27 3, 27 3, 27
𝑣52 1529 1529 1529 1529 1529 1529 1530
𝑣61 6210 6210 6210 6210 6210 6210 6210
𝑡6 4, 03 4, 03 4, 03 4, 03 4, 03 4, 03 4, 03
𝑣62 0 0 0 0 0 0 0
𝑣71 2774 2774 2774 2774 2774 2774 2774
𝑡7 2, 41 2, 41 2, 41 2, 41 2, 41 2, 41 2, 41
𝑣72 1278 1278 1278 1278 1278 1278 1278

𝑇 = 12

𝑣41 5497 5497 5497 5497 5497 5497 5492
𝑡4 3, 74 3, 74 3, 74 3, 74 3, 74 3, 74 3, 74
𝑣42 1158 1158 1158 1158 1158 1158 1155
𝑣51 4075 4075 4075 4075 4075 4075 4074
𝑡5 2, 99 2, 99 2, 99 2, 99 2, 99 2, 99 2, 99
𝑣52 1388 1388 1388 1388 1388 1388 1388
𝑣61 5423 5423 5423 5423 5423 5423 5408
𝑡6 2, 21 2, 21 2, 21 2, 21 2, 21 2, 21 2, 23
𝑣62 0 0 0 0 0 0 0
𝑣71 2908 2908 2908 2908 2908 2908 2891
𝑡7 2, 04 2, 04 2, 04 2, 04 2, 04 2, 04 2, 03
𝑣72 1385 1385 1385 1385 1385 1385 1387

Исходя из результатов, представленных в табл. 2, 3, можно сделать
ряд выводов.

При 𝑇= 4 проводится вакцинирование всеми видами вакцин на на-
чальном интервале планирования, к концу этого интервала суммарное
количество вакцинированных и переболевших достигает показателя вы-
ше необходимого в 60%. В оставшееся время планирования вакциниро-
вание не проводится. При 𝑇=6; 9; 12 выделяется два интервала: на на-
чальном проводится вакцинирование всеми видами вакцин, на втором
интервале для поддержки необходимой доли в 60 % происходит менее
интенсивное вакцинирование некоторыми видами вакцин. При этом ос-
новная часть привитых приходится на вакцины «КовиВак», «Спутник
Лайт». Стратегии вакцинирования при долгосрочном горизонте прак-
тически не зависят от весовых коэффициентов в функционале. В этом
случае основная цель состоит в обеспечении условия (2.14).
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5. Заключение

В работе предлагается модель управления экономической системой
в условиях массового заболевания, включающая одновременно соци-
ально-биологические и экономические факторы, учитывающая фактор
вакцинации. Полученная модель формулируется как задача оптималь-
ного управления с точечным запаздыванием в фазовых и управляющих
переменных. Приведены результаты экспериментов со значениями па-
раметров, оценных на основе данных, относящихся к периоду панедмии
COVID-19 в России.
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