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Аннотация: Моделирование движений манипуляционного робота с большим чис-
лом степеней свободы приводит к сложным нелинейным управляемым системам
дифференциальных уравнений большой размерности. Методы декомпозиции позво-
ляют разделить движения и перейти к управляемым системам малой размерности.
Показывается, что при разделении обобщенных координат для манипуляционного
робота с электромеханическими приводами используется процедура замораживания
связей. Она позволяет исходную задачу управления движениями манипуляционного
робота заменить последовательностью простых задач управления системами с одной
степенью свободы. Решения этих задач ищутся в классе импульсных управлений.
При их нахождении ищутся траектории прямых путей принципа наименьшего дей-
ствия Гамильтона неуправляемой системы. Импульсное управление в начальный
момент времени переводит движение на траекторию прямого пути, а в конечный
момент гасит его скорость. Заданное ограничение на энергию импульсного управле-
ния позволяет найти субоптимальное по времени движения управление.
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Abstract: Modeling the motion of a manipulation robot with a large number of degrees
of freedom leads to complex nonlinear control systems of high-dimensional differential
equations. Decomposition methods allow us to separate the motions and move on to
low-dimensional control systems. In this paper, a constraint freezing procedure is used to
separate generalized coordinates for a manipulation robot with electromechanical drives.
This procedure allows us to replace the original problem of controlling the movements of
a manipulation robot with a sequence of simple control problems for systems with a single
degree of freedom. Solutions to these problems are sought in the class of impulse controls.
Their determination involves searching for trajectories of straight paths according to
Hamilton’s principle of least action for an uncontrolled system. At the initial instant,
impulse control transfers motion to a straight path trajectory and dampens its velocity
at the final instant. A specified constraint on the energy of impulse control allows us to
find a suboptimal control with respect to motion time.
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1. Введение

Математические модели манипуляционных роботов с большим чис-
лом степеней свободы описываются сложными системами дифференци-
альных уравнений больших размерностей [1; 2]. Методы декомпозиции
применяют при решении сложных задач управления для манипуляци-
онных роботов, описываемых системами дифференциальных уравнений
большой размерности. Е. С. Пятницкий предложил использовать спе-
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циальные управления по принципу обратной связи, которые после пере-
ходных процессов приводят систему к простейшей форме стандартных
одномерных линейных дифференциальных уравнений, для которых ис-
пользуются известные управления принципа максимума Понтрягина
[3; 4]. При разделении движений в методе декомпозиции Ф. Л. Черно-
усько при нахождении субоптимальных управлений использует реше-
ние игровой задачи на быстродействие [5; 6]. Предложенный им метод
получил развитие в работе С. А. Решмина [7]. В настоящей работе
при разделении обобщенных координат для манипуляционного робо-
та с электромеханическими приводами используется процедура замо-
раживания связей. Для системы с одной степенью свободы решается
вспомогательная задача нахождения программного управления, кото-
рое переводит систему из заданного начального положения равновесия
в заданное конечное положение равновесия. При определении импульс-
ного управления используются прямые пути неуправляемой системы.
Предложена конструктивная процедура построения субоптимального
по времени импульсного управления при заданном ограничении на его
энергию.

2. Постановка задачи

Манипуляционный робот с 𝑛 степенями свободы состоит из звеньев
(абсолютно твердых тел), соединенных цилиндрическими шарнирами.
В качестве обобщенных координат выбираются относительные углы по-
воротов звеньев 𝑞1, . . . , 𝑞𝑛. Обобщенные силы состоят из управляющих
моментов 𝑀1, . . . ,𝑀𝑛 и слагаемых, включающих все остальные внеш-
ние и внутренние силы 𝑄1, . . . , 𝑄𝑛, определяемые заданными непрерыв-
ными функциями 𝑄𝑖(𝑡,q, q̇), 𝑖 = 1, 𝑛, времени 𝑡, обобщенных коорди-
нат q = (𝑞1, . . . , 𝑞𝑛)

⊤ и обобщенных скоростей q̇ = (𝑞1, . . . , 𝑞𝑛)
⊤. Каж-

дый управляющий момент создается отдельным электродвигателем по-
стоянного тока. Управляющим воздействием является электрическое
напряжение 𝑢𝑖, подаваемое на обмотку ротора 𝑖-го электродвигателя.
Используя баланс напряжений в цепи ротора и момент, создаваемый
электродвигателем, запишем уравнения

𝐿𝑖
𝑑𝑗𝑖
𝑑𝑡

+𝑅𝑖𝑗𝑖 + 𝑘𝐸𝑖 𝑛𝑖𝑞𝑖 = 𝑢𝑖, 𝑀𝑖 = 𝑛𝑖(𝑘
𝑀
𝑖 𝑗𝑖 − 𝑛𝑖𝑏𝑖𝑞𝑖).

Здесь 𝑗𝑖 — сила тока в цепи ротора 𝑖-го электродвигателя, 𝐿𝑖 — ко-
эффициент индуктивности, 𝑅𝑖 — электрическое сопротивление, 𝑛𝑖 —
передаточное число 𝑖-го редуктора, 𝑘𝐸𝑖 , 𝑘

𝑀
𝑖 , 𝑏𝑖 — постоянные положи-

тельные коэффициенты, 𝑖 = 1, 𝑛. Обычно индуктивность мала и можно
явно найти силовые моменты, создаваемые электродвигателями:

𝑀𝑖 = 𝛼𝑖𝑢𝑖 − 𝛽𝑖𝑞𝑖, 𝑖 = 1, 𝑛, (2.1)
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где 𝛼𝑖 = 𝑛𝑖𝑘
𝑀
𝑖 𝑅

−1
𝑖 , 𝛽𝑖 = 𝑛2𝑖 (𝑏𝑖 + 𝑘𝑀𝑖 𝑘

𝐸
𝑖 𝑅

−1
𝑖 ).

При нахождении кинетических энергий двигателей учитываем толь-
ко энергии их роторов. Тогда кинетическая энергия робота складыва-
ется из кинетической энергии движения системы звеньев 𝑇 1(q, q̇) и ки-
нетических энергий движений роторов электродвигателей 𝑇 2

𝑖 (q, q̇), 𝑖 =
1, 𝑛 [8]. Кинетическую энергию движения системы звеньев определим
формулой

𝑇 1(q, q̇) =
1

2

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

𝑎1𝑖𝑗(q)𝑞𝑖𝑞𝑗 ,

где 𝑎1𝑖𝑗(q), 𝑖, 𝑗 = 1, 𝑛, — известные непрерывные функции и матрица

𝐴1(q) =
(︁
𝑎1𝑖𝑗(q)

)︁𝑛
𝑖,𝑗=1

является положительно определенной. Роторы
электродвигателей являются симметричными телами, оси симметрии
которых совпадают с осями цилиндрических шарниров, а их центры
масс — с центрами цилиндрических шарниров. Они вращаются вокруг
своих осей симметрии с угловыми скоростями 𝑛𝑖𝑞𝑖, 𝑖 = 1, 𝑛. Кинетиче-
ские энергии роторов определяются формулами

𝑇 1
𝑖 (q, q̇) =

1

2

(︁
𝑚𝑖𝑣

2
𝑖 (q, q̇) + 𝐽𝑖(𝑛𝑖𝑞𝑖 + 𝜔𝑖(q, q̇))

2 + 𝐽
′
𝑖𝜔

′2
𝑖 (q, q̇)

)︁
,

где 𝑚𝑖 — масса ротора, 𝐽𝑖 — момент инерции ротора относительно его
оси симметрии, 𝐽 ′

𝑖 — момент инерции ротора относительно оси пер-
пендикулярной его оси симметрии, v𝑖(q, q̇) — линейная скорость цен-
тра масс ротора, 𝜔𝑖(q, q̇) — проекция угловой скорости статора на ось
симметрии ротора, 𝜔′

𝑖(q, q̇) — проекция угловой скорости статора на
ось перпендикулярную оси симметрии ротора, v𝑖(q, q̇) =

∑︀𝑛
𝑗=1 b𝑖𝑗(q)𝑞𝑗 ,

𝜔𝑖(q, q̇) =
∑︀𝑛

𝑗=1 𝑏𝑖𝑗(q)𝑞𝑗 , 𝜔
′
𝑖(q, q̇) =

∑︀𝑛
𝑗=1 𝑏

′
𝑖𝑗(q)𝑞𝑗 , b𝑖𝑗(q), 𝑏𝑖𝑗(q), 𝑏

′
𝑖𝑗(q),

𝑗 = 1, 𝑛, — известные непрерывные функции, 𝑖 = 1, 𝑛. Суммарная
кинетическая энергия роторов определится формулой

𝑇 2(q, q̇) =
1

2

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

𝑎2𝑖𝑗(q)𝑞𝑖𝑞𝑗 =

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑇 2
𝑖 (q, q̇),

где 𝑎2𝑖𝑗(q), 𝑖, 𝑗 = 1, 𝑛, — известные непрерывные функции и матри-

ца 𝐴2(q) =
(︁
𝑎2𝑖𝑗(q)

)︁𝑛
𝑖,𝑗=1

является положительно определенной. В ре-

зультате кинетическая энергия манипуляционного робота определяется
формулой

𝑇 (q, q̇) =
1

2

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

𝑎𝑖𝑗(q)𝑞𝑖𝑞𝑗 = 𝑇 1(q, q̇) + 𝑇 2(q, q̇),

где 𝑎𝑖𝑗(q)=𝑎1𝑖𝑗(q)+𝑎
2
𝑖𝑗(q), 𝑖, 𝑗 = 1, 𝑛, — известные непрерывные функции

и матрица 𝐴(q) = (𝑎𝑖𝑗(q))
𝑛
𝑖,𝑗=1 является положительно определенной.

Известия Иркутского государственного университета.
Серия «Математика». 2025. Т. 54. С. 3–17



МЕТОД ДЕКОМПОЗИЦИИ 7

Для описания динамики движений электромеханической системы
используем уравнения Лагранжа

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑎𝑖𝑗(q)𝑞𝑗 +

𝑛∑︁
𝑗,𝑘=1

Γ𝑖𝑗𝑘(q)𝑞𝑗𝑞𝑘 + 𝛽𝑖𝑞𝑖 −𝑄𝑖(𝑡,q, q̇) = 𝛼𝑖𝑢𝑖, 𝑖 = 1, 𝑛, (2.2)

где символы Кристоффеля определяются формулами

Γ𝑖𝑗𝑘(q) =
1

2

(︂
𝜕𝑎𝑖𝑘(q)

𝜕𝑞𝑗
+
𝜕𝑎𝑗𝑘(q)

𝜕𝑞𝑖
+
𝜕𝑎𝑖𝑗(q)

𝜕𝑞𝑘

)︂
, 𝑖, 𝑗, 𝑘 = 1, 𝑛.

Требуется найти программные управления 𝑢𝑖(𝑡), 𝑖 = 1, 𝑛, 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝜏 и
движения манипуляционного робота 𝑞𝑖(𝑡), 𝑖 = 1, 𝑛, 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝜏 , переводя-
щие его из заданного начального положения равновесия 𝑞𝑖(0) = 𝑞0𝑖 , 𝑖 =
1, 𝑛, в заданное конечное положение равновесия 𝑞𝑖(𝜏) = 𝑞𝜏𝑖 , 𝑖 = 1, 𝑛, а
также время такого перехода 𝜏 .

3. Метод декомпозиции

В настоящей работе в основе метода декомпозиции лежит процедура
замораживания связей. Она позволяет в управляемой математической
модели манипуляционного робота провести разделение обобщенных ко-
ординат. При этом общая задача управления манипуляционным робо-
том заменяется серией простых задач управления для каждой отдель-
ной обобщенной координаты. Каждой серии отвечает упорядоченный
набор простых поворотов, т. е. упорядоченный набор обобщенных ко-
ординат 𝑞𝑛1 , . . . , 𝑞𝑛𝑛 . Число различных серий равняется 𝑛! Выбранная
серия распадается на 𝑛 простых поворотов, в которых все координаты,
кроме одной, не меняются во время движения. Следовательно, в про-
цедуре реализации серии движений последовательно изменяется кон-
фигурация манипуляционного робота. До начала движения положения
звеньев определяются формулами 𝑞𝑛𝑘

= 𝑞0𝑛𝑘
, 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛, и заморажи-

ваются связи, т. е. повороты вокруг всех цилиндрических шарниров
запрещаются. В начале первого интервала движения разрешается пово-
рот только относительно цилиндрического шарнира, который отвечает
за изменение обобщенной координаты 𝑞𝑛1 , а остальные связи остают-
ся замороженными. В конце первого интервала запрещается поворот
относительно этого шарнира. На следующих интервалах движения по-
следовательно разрешаются повороты относительно других цилиндри-
ческих шарниров, а именно при изменении координаты 𝑞𝑛𝑚 , 1 ≤ 𝑚 ≤ 𝑛,
должны выполняться следующие условия: 𝑞𝑛𝑚(𝑡), 𝜏𝑛𝑚−1 ≤ 𝑡 ≤ 𝜏𝑛𝑚 ,
— непрерывная функция на отрезке [𝜏𝑛𝑚−1 , 𝜏𝑛𝑚 ] и дважды непрерыв-
но дифференцируемая на интервале (𝜏𝑛𝑚−1 , 𝜏𝑛𝑚), 𝑞𝑛𝑚(𝜏𝑛𝑚−1) = 𝑞0𝑛𝑚

,
𝑞𝑛𝑚(𝜏𝑛𝑚) = 𝑞𝜏𝑛𝑚

; 𝑞𝑛𝑘
(𝑡) = 𝑞𝜏𝑛𝑘

, 𝜏𝑛𝑚−1 ≤ 𝑡 ≤ 𝜏𝑛𝑚 , при 1 ≤ 𝑘 < 𝑚, 𝑚 ≥ 2;
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𝑞𝑛𝑘
(𝑡) = 𝑞0𝑛𝑘

, 𝜏𝑛𝑚−1 ≤ 𝑡 ≤ 𝜏𝑛𝑚 , при 𝑛 ≥ 𝑘 > 𝑚, 𝑚 ≤ 𝑛 − 1; 𝜏𝑛𝑘−1
<

𝜏𝑛𝑘
, 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛, 𝜏𝑛0 = 0, 𝜏𝑛𝑛 = 𝜏 . Предложенный метод декомпозиции

позволяет манипуляционному роботу перейти из начального положе-
ния равновесия в конечное последовательно по отдельным обобщен-
ным координатам. Он требует конструктивной реализации процедуры
замораживания связей.

На интервалах
(︀
𝜏𝑛𝑚−1 , 𝜏𝑛𝑚

)︀
, 1 ≤ 𝑚 ≤ 𝑛, введем вспомогательные

векторные дважды непрерывно дифференцируемые функции q𝑛𝑚(𝑡) =
(𝑞1(𝑡), . . . , 𝑞𝑛(𝑡))

⊤, где 𝑞𝑖(𝑡) = 𝑞𝑛𝑚(𝑡) при 𝑖 = 𝑛𝑚, 𝑞𝑖(𝑡) = 𝑞𝑛𝑘
(𝜏) при

𝑖 = 𝑛𝑘, 1 ≤ 𝑘 < 𝑚, 𝑚 ≥ 2, 𝑞𝑖(𝑡) = 𝑞𝑛𝑘
(0) при 𝑖 = 𝑛𝑘, 𝑛 ≥ 𝑘 > 𝑚

и 𝑚 ≤ 𝑛 − 1. Для рассматриваемых движений простых поворотов на
интервалах

(︀
𝜏𝑛𝑚−1 , 𝜏𝑛𝑚

)︀
, 1 ≤ 𝑚 ≤ 𝑛, уравнения Лагранжа принимают

вид

𝑎𝑛𝑘𝑛𝑚(q𝑛𝑚(𝑡))𝑞𝑛𝑚(𝑡) +

(︂
𝜕𝑎𝑛𝑘𝑛𝑚(q)

𝜕𝑞𝑛𝑚

− 1

2

𝜕𝑎𝑛𝑚𝑛𝑚(q)

𝜕𝑞𝑛𝑘

)︂
|q=q𝑛𝑚 (𝑡)𝑞

2
𝑛𝑚

(𝑡)

−𝑄𝑛𝑘
(𝑡,q𝑛𝑚(𝑡), q̇𝑛𝑚(𝑡)) = 𝛼𝑛𝑘

𝑢̃𝑛𝑘
(𝑡), 𝑛𝑘 ̸= 𝑛𝑚,

𝑎𝑛𝑚𝑛𝑚(q𝑛𝑚(𝑡))𝑞𝑛𝑚(𝑡) +
1

2

𝜕𝑎𝑛𝑚𝑛𝑚(q)

𝜕𝑞𝑛𝑚

|q=q𝑛𝑚 (𝑡)𝑞
2
𝑛𝑚

(𝑡) + 𝛽𝑛𝑚𝑞𝑛𝑚(𝑡)

−𝑄𝑛𝑚(𝑡,q𝑛𝑚(𝑡), q̇𝑛𝑚(𝑡)) = 𝛼𝑛𝑚𝑢𝑛𝑚(𝑡).

Основным является последнее уравнение из системы уравнений Лагран-
жа. Первые уравнения системы определяют реакции замороженных
связей 𝑢̃𝑛𝑘

(𝑡), 𝑡 ∈ (𝜏𝑛𝑚−1,𝜏𝑛𝑚
), 𝑛𝑘 ̸= 𝑛𝑚 и непосредственно к задаче управ-

ления роботом отношения не имеют. Они могут быть использованы
при оценке прочностных свойств конструкции робота. Задача управле-
ния в предлагаемом методе декомпозиции формулируется следующим
образом. Для каждого управляемого дифференциального уравнения
выбранной серии

𝑎𝑛𝑚𝑛𝑚(q𝑛𝑚)𝑞𝑛𝑚 +
1

2

𝜕𝑎𝑛𝑚𝑛𝑚(q)

𝜕𝑞𝑛𝑚

|q=q𝑛𝑚
𝑞2𝑛𝑚

+ 𝛽𝑛𝑚𝑞𝑛𝑚

−𝑄𝑛𝑚(𝑡,q𝑛𝑚 , q̇𝑛𝑚) = 𝛼𝑛𝑚𝑢𝑛𝑚 (3.1)

требуется найти программное управление 𝑢𝑛𝑚(𝑡), 𝜏𝑛𝑚−1 ≤ 𝑡 ≤ 𝜏𝑛𝑚 , и
решение дифференциального уравнения (3.1) 𝑞𝑛𝑚(𝑡), 𝜏𝑛𝑚−1 ≤ 𝑡 ≤ 𝜏𝑛𝑚 ,
переводящее его из начального положения равновесия 𝑞𝑛𝑚(𝜏𝑛𝑚−1) = 𝑞0𝑛𝑚

в конечное положение равновесия 𝑞𝑛𝑚(𝜏𝑛𝑚) = 𝑞𝜏𝑛𝑚
, а также время такого

перехода 𝜏𝑛𝑚 − 𝜏𝑛𝑚−1 , 1 ≤ 𝑚 ≤ 𝑛. Здесь используются следующие обо-
значения: q𝑛𝑚 = (𝑞1, . . . , 𝑞𝑛)

⊤, где 𝑞𝑖 = 𝑞𝑛𝑚 при 𝑖 = 𝑛𝑚, 𝑞𝑖 = 𝑞𝑛𝑘
(𝜏) при

𝑖 = 𝑛𝑘, 1 ≤ 𝑘 < 𝑚, 𝑚 ≥ 2, 𝑞𝑖 = 𝑞𝑛𝑘
(0) при 𝑖 = 𝑛𝑘, 𝑛 ≥ 𝑘 > 𝑚, 𝑚 ≤ 𝑛− 1;

q̇𝑛𝑚 = (𝑞1, . . . , 𝑞𝑛)
⊤, где 𝑞𝑖 = 𝑞𝑛𝑚 при 𝑖 = 𝑛𝑚, 𝑞𝑖 = 0 при 𝑖 = 𝑛𝑘, 1 ≤ 𝑘 <

𝑚, 𝑚 ≥ 2, 𝑞𝑖 = 0 при 𝑖 = 𝑛𝑘, 𝑛 ≥ 𝑘 > 𝑚, 𝑚 ≤ 𝑛− 1.

Известия Иркутского государственного университета.
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Для существования единственного решения поставленной задачи на
управления требуется накладывать дополнительные ограничения. При
этом полученное решение будет зависеть от выбора серии простых по-
воротов 𝑞𝑛1 , . . . , 𝑞𝑛𝑛 .

4. Субоптимальные импульсные управления

В классической механике расширение пространства обобщенных ко-
ординат, связанное с ведением дополнительной временной координаты,
называется расширенным координатным пространством. В последнем
пространстве движение механической системы изображается некоторой
кривой. Фиксируем начальный 𝑡 = 0 и конечный 𝑡 = 𝜏 моменты време-
ни, а также начальное 𝑞𝑖(0) = 𝑞0𝑖 , 𝑖 = 1, 𝑛, и конечное 𝑞𝑖(𝜏) = 𝑞𝜏𝑖 , 𝑖 = 1, 𝑛,
положения механической системы. Возможные движения, переводящие
систему из начального положения в конечное, определяют кривые в рас-
ширенном координатном пространстве или пути, соединяющие в этом
пространстве начальную и конечную точки. Прямой путь определя-
ется движением механической системы с выбранными силовыми воз-
действиями. Остальные пути называются окольными. Вариационный
принцип Гамильтона позволяет в множестве окольных путей выбрать
прямой путь. Для нахождения прямого пути можно также использо-
вать решение краевой задачи для системы дифференциальных урав-
нений. В случае неуправляемого простого поворота манипуляционного
робота траектория его перехода из начального положения в конечное
положение определяется решением 𝑞𝑛𝑚(𝑡, 𝜏𝑛𝑚−1 , 𝜏𝑛𝑚), 𝑡 ∈ [𝜏𝑛𝑚−1 , 𝜏𝑛𝑚 ],
двухточечной краевой задачи для дифференциального уравнения

𝑎𝑛𝑚𝑛𝑚(q𝑛𝑚)𝑞𝑛𝑚 +
1

2

𝜕𝑎𝑛𝑚𝑛𝑚(q)

𝜕𝑞𝑛𝑚

|q=q𝑛𝑚
𝑞2𝑛𝑚

+ 𝛽𝑛𝑚𝑞𝑛𝑚

−𝑄𝑛𝑚(𝑡,q𝑛𝑚 , q̇𝑛𝑚) = 0, 𝑞𝑛𝑚(𝜏𝑛𝑚−1) = 𝑞0𝑛𝑚
, 𝑞𝑛𝑚(𝜏𝑛𝑚) = 𝑞𝜏𝑛𝑚

. (4.1)

Воспользуемся этим решением при нахождении программного управле-
ния. Так как начальное и конечное положения являются положениями
равновесия, то при использовании прямого пути необходимо в началь-
ный момент разогнать манипулятор из положения равновесия и перейти
на траекторию прямого пути, а в конечный момент его затормозить и
прийти в положение равновесия с нулевой обобщенной скоростью. Для
этой цели используем следующие программные импульсные управле-
ния:

𝑢𝑛𝑚(𝑡) = 𝑆0
𝑛𝑚
𝛿
(︀
𝑡− 𝜏𝑛𝑚−1

)︀
+ 𝑆𝜏

𝑛𝑚
𝛿 (𝑡− 𝜏𝑛𝑚) , 𝑡 ∈ R, 𝑚 = 1, 𝑛, (4.2)

где 𝛿(·) — функция Дирака. Используя дифференциальное уравнение
(3.1), формулу (4.2), решение краевой задачи (4.1) и свойства функции
Дирака, находим
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𝑆0
𝑛𝑚

(𝜏𝑛𝑚−1 , 𝜏𝑛𝑚) =
1

2
𝑎𝑛𝑚𝑛𝑚(𝑞

0
𝑛𝑚

) ˙̃𝑞2𝑛𝑚
(𝜏𝑛𝑚−1 + 0, 𝜏𝑛𝑚−1 , 𝜏𝑛𝑚), (4.3)

𝑆𝜏
𝑛𝑚

(𝜏𝑛𝑚−1 , 𝜏𝑛𝑚) =
1

2
𝑎𝑛𝑚𝑛𝑚(𝑞

𝜏
𝑛𝑚

) ˙̃𝑞2𝑛𝑚
(𝜏𝑛𝑚 − 0, 𝜏𝑛𝑚−1 , 𝜏𝑛𝑚), 𝑚 = 1, 𝑛.

Для определения положительных параметров 𝜏𝑛𝑚 , 𝑚 = 1, 𝑛, необхо-
димо наложить дополнительные ограничения на энергию импульсных
управлений. Находим при простом повороте манипулятора работу им-
пульсных сил при его переходе в начальный момент на траекторию
прямого пути и работу импульсных сил при его торможении в конечном
положении равновесия

𝐴0
𝑛𝑚

(𝜏𝑛𝑚−1 , 𝜏𝑛𝑚) =
1

2
𝑆0
𝑛𝑚

(𝜏𝑛𝑚−1 , 𝜏𝑛𝑚) ˙̃𝑞𝑛𝑚(𝜏𝑛𝑚−1 + 0, 𝜏𝑛𝑚−1 , 𝜏𝑛𝑚),

𝐴𝜏
𝑛𝑚

(𝜏𝑛𝑚−1 , 𝜏𝑛𝑚) =
1

2
𝑆𝜏
𝑛𝑚

(𝜏𝑛𝑚−1 , 𝜏𝑛𝑚) ˙̃𝑞𝑛𝑚(𝜏𝑛𝑚 − 0, 𝜏𝑛𝑚−1 , 𝜏𝑛𝑚), 𝑚 = 1, 𝑛.

Используя формулы (4.3), имеем

𝐴0
𝑛𝑚

(𝜏𝑛𝑚−1 , 𝜏𝑛𝑚) =
1

4
𝑎𝑛𝑚𝑛𝑚(𝑞

0
𝑛𝑚

) ˙̃𝑞3𝑛𝑚
(𝜏𝑛𝑚−1 + 0, 𝜏𝑛𝑚−1 , 𝜏𝑛𝑚), (4.4)

𝐴𝜏
𝑛𝑚

(𝜏𝑛𝑚−1 , 𝜏𝑛𝑚) =
1

4
𝑎𝑛𝑚𝑛𝑚(𝑞

𝜏
𝑛𝑚

) ˙̃𝑞3𝑛𝑚
(𝜏𝑛𝑚 − 0, 𝜏𝑛𝑚−1 , 𝜏𝑛𝑚), 𝑚 = 1, 𝑛.

В результате работа импульсных сил при простом повороте манипу-
лятора равняется 𝐴𝑛𝑚(𝜏𝑛𝑚−1 , 𝜏𝑛𝑚) = 𝐴0

𝑛𝑚
(𝜏𝑛𝑚−1 , 𝜏𝑛𝑚)+ 𝐴𝜏

𝑛𝑚
(𝜏𝑛𝑚−1 , 𝜏𝑛𝑚),

𝑚 = 1, 𝑛.
Будем оптимизировать время простого поворота 𝜏𝑛𝑚 − 𝜏𝑛𝑚−1 ма-

нипулятора при заданном ограничении на энергию импульсных сил
𝐴𝑛𝑚(𝜏𝑛𝑚−1 , 𝜏𝑛𝑚) ≤ 𝜈, 𝑚 = 1, 𝑛. Решения соответствующих задач услов-
ной оптимизации 𝜏0𝑛𝑚

, 𝑚 = 1, 𝑛, определяют субоптимальные импульс-
ные управления

𝑢0𝑛𝑚
(𝑡) = 𝑆0

𝑛𝑚
(𝜏0𝑛𝑚−1

, 𝜏0𝑛𝑚
)𝛿
(︁
𝑡− 𝜏0𝑛𝑚−1

)︁
+ 𝑆𝜏

𝑛𝑚
(𝜏0𝑛𝑚−1

, 𝜏0𝑛𝑚
)𝛿
(︀
𝑡− 𝜏0𝑛𝑚

)︀
,

𝑡 ∈ R, 𝑚 = 1, 𝑛.

5. Электромеханический двузвенный манипулятор

Рассмотрим электромеханический манипуляционный робот с дву-
звенной рукой, совершающий плоскопараллельные движения в гори-
зонтальной плоскости [10]. Манипулятор состоит из неподвижного ос-
нования, руки, имеющей два абсолютно твердых звена 𝐺1, 𝐺2, и двух

Известия Иркутского государственного университета.
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приводов 𝐷1, 𝐷2. Звено 𝐺1 связано с основанием и звеном 𝐺2 идеаль-
ными цилиндрическими шарнирами. Оси обоих шарниров направлены
вертикально. Каждый из приводов состоит из электродвигателя по-
стоянного тока с независимым возбуждением и редуктора. Привод 𝐷1

управляет поворотом руки относительно основания. Статор двигателя
и корпус редуктора этого привода закреплены на неподвижном осно-
вании. Привод 𝐷2 управляет поворотом звена 𝐺2 относительно звена
𝐺1. Ось вращения ротора электродвигателя привода 𝐷2 проходит че-
рез центр инерции ротора и совпадает с осью шарнира, соединяющего
звенья руки манипулятора. Инерция подвижных частей редукторов не
учитывается. Заметим, что задача импульсного оптимального управле-
ния без учета электромеханического привода также рассматривалась
в [11].

В качестве обобщенных координат примем угол 𝑞1 поворота звена
𝐺1 относительно основания и угол 𝑞2 поворота звена 𝐺2 относительно
звена 𝐺1.

Кинетическая энергия описанной электромеханической системы рав-
на сумме кинетических энергий двух звеньев 𝐺1, 𝐺2 и двух приводов
𝐷1, 𝐷2. Выражения для кинетических энергий 𝑇1, 𝑇2 звеньев 𝐺1, 𝐺2

имеют следующий вид:

𝑇1 =
1

2
𝐼1𝑞

2
1,

𝑇2 =
1

2

(︀
𝐼2 + 𝜇𝑎2 + 2𝜇𝑎𝐿 cos(𝑞2)

)︀
𝑞21 +

1

2
𝐼2𝑞

2
2 + (𝐼2 + 𝜇𝑎𝐿 cos(𝑞2)) 𝑞1𝑞2.

Здесь 𝑎 — расстояние между осями шарниров манипуляторов, 𝐿 — рас-
стояние от оси шарнира, соединяющего звенья, до центра масс звена
𝐺2, 𝜇 — масса звена 𝐺2 руки, 𝐼1 — момент инерции звена 𝐺1 (вместе с
неподвижными частями привода 𝐷2) относительно оси шарнира, соеди-
няющего звено 𝐺1 с основанием, 𝐼2 — момент инерции звена 𝐺2 (вместе
с неподвижными частями привода 𝐷2) относительно оси шарнира, со-
единяющего звенья руки. Выражения для кинетических энергий 𝑇3, 𝑇4
приводов 𝐷1, 𝐷2 имеют следующий вид:

𝑇3 =
1

2
𝐽1𝑛

2
1𝑞

2
1,

𝑇4 =
1

2

(︀
𝐽2 + 𝜇2𝑎

2
)︀
𝑞21 +

1

2
𝐽2𝑛

2
2𝑞

2
2 + 𝐽2𝑛2𝑞1𝑞2.

Здесь 𝜇2 — масса ротора электродвигателя привода 𝐷2, 𝐽1, 𝐽2 — момен-
ты инерции роторов электродвигателей приводов 𝐷1, 𝐷2 соответствен-
но относительно осей их вращения, 𝑛1, 𝑛2 — передаточные числа редук-
торов приводов 𝐷1, 𝐷2 соответственно. Полная кинетическая энергия
манипуляционного робота 𝑇 равна

𝑇 =
1

2
(𝐴11 + 2𝜇𝑎𝐿 cos(𝑞2)) 𝑞

2
1 +

1

2
𝐴22𝑞

2
2
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+(𝐴12 + 𝜇𝑎𝐿 cos(𝑞2)) 𝑞1𝑞2,

где 𝐴11 = 𝐼1+𝐼2+𝐽1𝑛
2
1+𝐽2+(𝜇+𝜇2)𝑎

2, 𝐴12 = 𝐼2+𝐽2𝑛2, 𝐴22 = 𝐼2+𝐽2𝑛
2
2.

Обобщенные силы в нашем случае состоят только из управляющих
моментов𝑀1, 𝑀2. Если пренебречь индуктивностью, то они будут опре-
деляться формулами (2.1). В результате уравнения Лагранжа примут
вид

(𝐴11 + 2𝜇𝑎𝐿 cos(𝑞2)) 𝑞1 + (𝐴12 + 𝜇𝑎𝐿 cos(𝑞2)) 𝑞2 − 2𝜇𝑎𝐿 sin(𝑞2)𝑞1𝑞2

−𝜇𝑎𝐿 sin(𝑞2)𝑞
2
2 =

𝑛1𝑘
𝑀
1

𝑅1

(︀
𝑢1 − 𝑛1𝑘

𝐸
1 𝑞1
)︀
,

(𝐴12 + 𝜇𝑎𝐿 cos(𝑞2)) 𝑞1 +𝐴22𝑞2 + 𝜇𝑎𝐿 sin(𝑞2)𝑞
2
1

=
𝑛2𝑘

𝑀
2

𝑅2

(︀
𝑢2 − 𝑛2𝑘

𝐸
2 𝑞2
)︀
.

Общая задача управления манипуляционным роботом может быть
заменена двумя сериями простых задач управления с упорядоченными
наборами обобщенных координат 𝑞1, 𝑞2 или 𝑞2, 𝑞1. Рассмотрим первую
серию двух простых поворотов 𝑞1, 𝑞2.

При первом повороте 𝑞2(𝑡) = 𝑞02, 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝜏1, и уравнение (3.1)
принимает вид

𝑞1 + 𝛼11𝑞1 = 𝛽11𝑢1, (5.1)

где 𝛼11 =
𝑛2
1𝑘

𝑀
1 𝑘𝐸1

𝑅1(𝐴11+2𝜇𝑎𝐿 cos(𝑞02))
, 𝛽11 =

𝑛1𝑘𝑀1
𝑅1(𝐴11+2𝜇𝑎𝐿 cos(𝑞02))

. Требуется найти

программное управление 𝑢1(𝑡), 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝜏1, и решение дифференци-
ального уравнения (5.1) 𝑞1(𝑡), 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝜏1, переводящее манипулятор
из начального положения равновесия 𝑞1(0) = 𝑞01 в конечное положение
равновесия 𝑞1(𝜏1) = 𝑞𝜏1 , а также время такого перехода 𝜏1.

Краевая задача (4.1) имеет вид

𝑞1 + 𝛼11𝑞1 = 0, 𝑞1(0) = 𝑞01, 𝑞1(𝜏1) = 𝑞𝜏1 . (5.2)

Ее решение определяется формулой

𝑞1(𝑡, 𝜏1) =
1

exp(−𝛼11𝜏1)− 1

(︁
exp(−𝛼11𝜏1)𝑞

0
1 − 𝑞𝜏1+

+
(︀
𝑞𝜏1 − 𝑞01

)︀
exp(−𝛼11𝑡)

)︁
, 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝜏1.

Импульсное программное управление определяется следующим обра-
зом:

𝑢1(𝑡, 𝜏1) = 𝑆0
1(𝜏1)𝛿(𝑡) + 𝑆𝜏

1 (𝜏1)𝛿(𝑡− 𝜏1), 𝑡 ∈ R. (5.3)

Используя формулы (4.3), находим

𝑆0
1(𝜏1) = −

𝛼11

(︀
𝑞𝜏1 − 𝑞01

)︀
𝛽11(exp(−𝛼11𝜏1)− 1)

, 𝑆𝜏
1 (𝜏1) = −𝑆0

1(𝜏1)𝑒𝑥𝑝(−𝛼11𝜏1). (5.4)
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Используя формулы (4.4) при первом простом повороте манипулятора,
находим работу импульсных сил при его переходе в начальный мо-
мент на траекторию прямого пути и работу импульсных сил при его
торможении в конечном положении равновесия

𝐴0
1(𝜏1) =

𝛼2
11

(︀
𝑞𝜏1 − 𝑞01

)︀2
2𝛽11(exp(−𝛼11𝜏1)− 1)2

,

𝐴𝜏
1(𝜏1) = 𝐴0

1(𝜏1)𝑒𝑥𝑝(−2𝛼11𝜏1),

находим также работу всех импульсных сил при первом простом пово-
роте

𝐴1(𝜏1) = 𝐴0
1(𝜏1) (1 + 𝑒𝑥𝑝(−2𝛼11𝜏1)) .

Будем оптимизировать время простого поворота манипулятора при за-
данном ограничении на энергию импульсных сил, т.е. находить min 𝜏1
при 𝐴1(𝜏1) ≤ 𝜈. Функция 𝐴1(𝜏1), 0 < 𝜏1 < +∞, монотонно убывает и

𝐴1(+∞) =
𝛼2
11(𝑞𝜏1−𝑞01)

2

2𝛽11
= 𝛾1. Поэтому требуется выполнение условия

𝛼2
11

(︀
𝑞𝜏1 − 𝑞01

)︀2
2𝛽11

< 𝜈.

При выполнении последнего условия находим оптимальное значение
параметра

𝜏01 = − 1

𝛼11
ln

1−
√︀

1− (1− 𝛾1/𝜈)2

1− 𝛾1/𝜈
.

Учитывая (5.3), получим следующую формулу для первого субопти-
мального управления

𝑢01(𝑡) = 𝑆0
1(𝜏

0
1 )𝛿(𝑡) + 𝑆𝜏

1 (𝜏
0
1 )𝛿(𝑡− 𝜏01 ), 𝑡 ∈ R. (5.4)

При втором повороте 𝑞1(𝑡) = 𝑞𝜏1 , 𝜏
0
1 ≤ 𝑡 ≤ 𝜏, и уравнение (3.1) принимает

вид
𝑞2 + 𝛼22𝑞2 = 𝛽22𝑢2, (5.5)

где 𝛼22 =
𝑛2
2𝑘

𝑀
2 𝑘𝐸2

𝑅2𝐴22
, 𝛽22 =

𝑛2𝑘𝑀2
𝑅2𝐴22

. Требуется найти программное управле-
ние 𝑢2(𝑡), 𝜏01 ≤ 𝑡 ≤ 𝜏 , решение дифференциального уравнения (5.5) и
время перехода 𝜏 − 𝜏01 манипулятора из начального положения равно-
весия 𝑞2(𝜏02 ) = 𝑞02 в конечное положение равновесия 𝑞2(𝜏) = 𝑞𝜏2 .

Импульсное программное управление определяется формулой

𝑢2(𝑡, 𝜏
0
1 , 𝜏) = 𝑆0

2(𝜏
0
1 , 𝜏)𝛿(𝑡− 𝜏01 ) + 𝑆𝜏

2 (𝜏
0
1 , 𝜏)𝛿(𝑡− 𝜏), 𝑡 ∈ R, (5.6)

где

𝑆0
2(𝜏

0
1 , 𝜏) = −

𝛼22

(︀
𝑞𝜏2 − 𝑞02

)︀
𝛽22(exp(−𝛼22(𝜏 − 𝜏01 )− 1)

,
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𝑆𝜏
2 (𝜏

0
1 , 𝜏) = −𝑆0

2(𝜏
0
1 , 𝜏)𝑒𝑥𝑝(−𝛼22(𝜏 − 𝜏01 ).

Находим работы импульсных сил при переходе манипулятора в началь-
ный момент на траекторию прямого пути и работу импульсных сил при
его торможении в конечном положении равновесия:

𝐴0
2(𝜏

0
1 , 𝜏) =

𝛼2
22

(︀
𝑞𝜏2 − 𝑞02

)︀2
2𝛽22(exp(−𝛼22(𝜏 − 𝜏01 )− 1)2

,

𝐴𝜏
2(𝜏

0
1 , 𝜏) = 𝐴0

2(𝜏
0
1 , 𝜏)𝑒𝑥𝑝(−2𝛼11(𝜏 − 𝜏01 ),

а также находим работу всех импульсных сил при втором простом
повороте манипулятора

𝐴2(𝜏
0
1 , 𝜏) = 𝐴0

2(𝜏
0
1 , 𝜏)

(︀
1 + 𝑒𝑥𝑝(−2𝛼11(𝜏 − 𝜏01 )

)︀
.

Оптимизируя время второго простого поворота манипулятора при за-
данном ограничении на энергию импульсных сил, находим оптимальное
значение параметра

𝜏0 = 𝜏01 − 1

𝛼22
ln

1−
√︀

1− (1− 𝛾2/𝜈)2

1− 𝛾2/𝜈
, (5.7)

где 𝛾2 = 𝐴2(𝜏1,+∞) =
𝛼2
22(𝑞𝜏2−𝑞02)

2

2𝛽22
. Оптимальное значение этого пара-

метра совпадает со временем движения манипулятора 𝜏0 из начального
положения равновесия в конечное положение равновесия для первой
серии простых поворотов рассматриваемого метода декомпозиции. Учи-
тывая (5.6), получим следующую формулу для второго субоптимально-
го управления

𝑢02(𝑡) = 𝑆0
2(𝜏

0
1 , 𝜏

0)𝛿(𝑡− 𝜏01 ) + 𝑆𝜏
2 (𝜏

0
1 , 𝜏

0)𝛿(𝑡− 𝜏0), 𝑡 ∈ R. (5.8)

Аналогичные вычисления можно провести для второй серии простых
поворотов 𝑞2, 𝑞1. В результате определим время движения манипулято-
ра 𝜏0 из начального положения равновесия в конечное положение рав-
новесия для второй серии простых поворотов рассматриваемого метода
декомпозиции:

𝜏0 = 𝜏0 − 𝜏01 − 1

𝛼̃22
ln

1−
√︀

1− (1− 𝛾2/𝜈)2

1− 𝛾2/𝜈
. (5.9)

Здесь 𝛼̃22=
𝑛2
1𝑘

𝑀
1 𝑘𝐸1

𝑅1(𝐴11+2𝜇𝑎𝐿 cos(𝑞𝜏2 ))
, 𝛽22=

𝑛1𝑘𝑀1
𝑅1(𝐴11+2𝜇𝑎𝐿 cos(𝑞𝜏2 ))

, 𝛾2=
𝛼̃2
22(𝑞𝜏1−𝑞01)

2

2𝛽22
.

Формулы (5.7) и (5.9) определяют зависимость времени движения
манипулятора от выбора серии простых поворотов рассматриваемого
метода декомпозиции.
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6. Заключение

Субоптимальные управления являются приближениями оптималь-
ных управлений сложных робототехнических систем [9]. Предложен-
ный в работе метод декомпозиции позволяет определить конструктив-
ную процедуру построения субоптимальных управлений для манипу-
ляционных роботов с большим числом степеней свободы и нелиней-
ной динамикой. Их применение связано с увеличением оптимального
времени работы манипулятора. Его время работы зависит от выбора
серии простых поворотов в предложенном методе декомпозиции. При
переходе от обобщенных к реальным импульсным управлениям можно
использовать известные аппроксимации функции Дирака. Параметры
реальных импульсов должны обеспечить в начальный момент переход
манипулятора из положения равновесия на траекторию прямого пути,
а в конечный момент торможение манипулятора в конечном положении
равновесия.
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