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Аннотация. Рассматривается нелинейное уравнение супердиффузии с эффектом
запаздывания. Производится дискретизация задачи. Приводятся конструкции раз-
ностного метода повышенного порядка точности с кусочно-линейной интерполяцией.
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ях доказывается теорема о сходимости второго порядка по пространственному и
временному шагам и об устойчивости метода. Приводятся результаты численных
экспериментов на тестовых примерах.
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Abstract. In this paper, the nonlinear superdiffusion equation with functional delay is
considered. The discretization of the problem is performed. Constructions of the high
accuracy difference method with piecewise linear interpolation are given. The order of the
residual of the numerical method is studied. Under certain assumptions, the convergence
of the second order in spatial and temporal steps and stability of the method is proved.
The results of numerical experiments on test examples are presented.
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1. Введение

Уравнения в частных производных как целого, так и дробного поряд-
ков с различными усложняющими эффектами широко используются во
многих математических моделях (газодинамика, популяционная дина-
мика, задачи экологии и т.д). Эти эффекты могут включать нелиней-
ности в операторе дифференцирования [3; 9], эффекты запаздывания
[8; 11] и наличие производных дробных порядков по пространству (су-
пердиффузия) [4; 5]. Так, например, модель переноса загрязняющих
веществ в стоке воды может содержать одновременно и дробную про-
изводную по пространству и запаздывание. В связи со сложностью
изучаемых эффектов на первый план выходит разработка численных
алгоритмов решения поставленных задач. Так для уравнений с дроб-
ными производными по состоянию в настоящее время работ в этом
направлении огромное количество, отметим лишь работу [10], резуль-
таты которой использованы в данной статье. Численный метод для
дробного по пространству линейного уравнения с постоянным запаз-
дыванием был разработан в [6], с функциональным запаздыванием в
работе [1], см. также библиографии в этих работах.

В данной работе рассматривается квазилинейное уравнение супер-
диффузии с эффектом функционального запаздывания. Учитывая осо-
бый вид нелинейности (квазилинейность), можно построить эффектив-
ный алгоритм решения рассматриваемых уравнений. Идея этого алго-
ритма была заимствована из [2]. Ранее в работе [7] был построен метод
первого порядка относительно шагов дискретизации по времени и про-
странству, в данной работе строится метод второго порядка. Второй
порядок относительно шага дискретизации по пространству достигает-
ся применением одного из алгоритмов аппроксимации двухсторонней
производной Римана – Лиувилля из [10]. Второй порядок относительно
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шага дискретизации по времени достигается за счет сочетания трех
факторов: во-первых, в отличие от алгоритма работы [7], где рассмат-
ривалась чисто неявная схема, в данной работе строится аналог схемы
Кранка – Николсон; во-вторых, для учета эффекта функционального
запаздывания применяется кусочно-линейная интерполяция с экстра-
поляцией продолжением, вместо кусочно-постоянной; в-третьих, более
точно аппроксимируется нелинейный коэффициент супердиффузии. В
результате на каждом временном слое возникает линейная система спе-
циального вида, с диагональным преобладанием и положительными
диагональными элементами, что позволяет эффективно её решать. Кро-
ме того, свойства системы позволяют доказать устойчивость метода при
определенных условиях и, как следствие, получить сходимость метода
с соответствующим порядком в максимум-норме.

2. Постановка задачи и основные предположения

Рассмотрим нелинейное уравнение супердиффузии с запаздыванием:

∂u

∂t
= K(u(x, t))

(∂αu
∂xα

+
∂αu

∂(−x)α
)
+ f

(
x, t, ut(x, ·)

)
, (2.1)

где t ∈ [t0, θ] ⊂ R1, x ∈ [0,X] ⊂ R1 — независимые переменные. u(x, t) ∈
R1 — искомая функция, ut(x, ·) = {u(x, t + s), −τ 6 s 6 0} – функция-
предыстория искомой функции к моменту t. K(u(x, t)) – нелинейный
коэффициент супердиффузии, τ > 0 – величина запаздывания. Лево-
сторонняя и правосторонняя дробные производные порядка α, 1 < α <
2, определяются в смысле Римана – Лиувилля:

∂αu

∂xα
=

1

Γ(2− α)

∂2

∂x2

x∫

0

u(η, t)dη

(x− η)α−1
,

∂αu

∂(−x)α =
1

Γ(2− α)

∂2

∂x2

X∫

x

u(η, t)dη

(η − x)α−1
.

Пусть заданы следующие начальные и граничные условия:

u(x, t) = ϕ(x, t), x ∈ [0,X], t ∈ [t0 − τ, t0], (2.2)

u(0, t) = 0, u(X, t) = 0, t ∈ [t0, θ]. (2.3)

Будем предполагать, что ϕ(x, t), K(u(x, t)) и f
(
x, t, ut(x, ·)

)
тако-

вы, что задача (2.1)–(2.3) имеет единственное решение u(x, t). При-
чем для доказательства сходимости численного метода будем предпо-
лагать необходимую степень гладкости решения u(x, t) в ограниченной
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области [0,X]× [t0, θ]. Обозначим через Q[−τ, 0] пространство кусочно-
непрерывных функций q(s) на отрезке [−τ, 0] с конечным числом точек
разрыва первого рода, в точках разрыва непрерывных справа, с нор-
мой ‖q(·)‖Q[−τ,0] = max

−τ6s60
|q(s)|. Будем предполагать, что функционал

f
(
x, t, ut(x, ·)

)
является липшицевым с константой Lf по последнему

аргументу, т. е. существует константа Lf такая, что для всех t ∈ [t0, θ],
x ∈ [0,X], v1(·) ∈ Q, v2(·) ∈ Q выполняется

|f(x, t, v1(·)) − f(x, t, v2(·))| 6 Lf‖v1(·)− v2(·)‖Q. (2.4)

Пусть для всех t ∈ [t0− τ, t0], x ∈ [0,X] точное решение задачи (2.1)–
(2.3) удовлетворяет условию |u(x, t)| 6 U . Будем предполагать, что для
функции K(u) в области |u| 6 2U выполняется условие

K(u) > K̂ > 0.

Предположим, что функция K(u) является липшицевой в вышеука-
занной области определения, т. е. существует константа LK , что для
всех u и v из этой области определения выполняется неравенство

|K(u)−K(v)| 6 LK |u− v|. (2.5)

3. Метод повышенного порядка точности

Разобьём отрезки [t0, θ], [0,X] на части с шагами ∆ = (θ − t0)/M и
h = X/N соответственно, введя точки tk = t0 + k∆, k = 0,M , xi =
ih, i = 0, N . Будем считать, что величина τ/∆ = m — целое число. Обо-
значим через uik приближение точного решения u(xi, tk) в узлах (xi, tk).

При всяком фиксированном i = 0, N введем дискретную предысторию
к моменту времени tk, k = 0,M : {uil}k = {uil, k −m 6 l 6 k}.

Определение 1. Оператором интерполяции-экстраполяции дискре-
тной предыстории {uil}k назовем отображение

I : {uil}k → vik(·) ∈ Q[−τ,∆].

В дальнейшем будем использовать кусочно-линейную интерполяцию
с экстраполяцией продолжением

vik(t) =





ϕ(xi, t), t ∈ [t0 − τ, t0],

uij−1
tj−t
∆ + uij

t−tj−1

∆ , t ∈ [tj−1, tj), 1 6 j 6 k,

uik−1
tk−t
∆ + uik

t−tk−1

∆ , t ∈ [tk, tk+1].

(3.1)

Такой способ интерполяции с экстраполяцией продолжением имеет
второй порядок погрешности по ∆, т. е., если точное решение u(x, t)
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является дважды непрерывно дифференцируемым по t на [t0 − τ, θ],
тогда существуют константы C1 и C2 такие, что для всех i, k и t ∈
[tk − τ, tk+1] выполняется неравенство

|vik(t)− u(xi, t)| 6 C1 max
k−m6j6k

|uij − u(xi, tj)|+ C2∆
2. (3.2)

Отметим тот факт, что оператор кусочно-линейной интерполяции
с экстраполяцией продолжением является липшицевым с константой
LI в следующем смысле. Пусть v̂ik(t) и vik(t) являются результатами
действия оператора интерполяции с экстраполяцией продолжением на
две дискретные предыстории {v̂ij}k и {vij}k соответственно. Тогда для
всех t ∈ [tk − τ, tk+1] выполняется неравенство

|v̂ik(t)− vik(t)| 6 LI max
k−m6j6k

|v̂ij − vij |.

Для приближения левосторонней дробной производной на k+1 вре-
менном слое будем использовать сдвинутую вправо формулу Грюнва-

льда – Летникова [10]: δα,x[u
i
k+1] =

1
hα

i+1∑
j=0

ωα,ju
i−j+1
k+1 , где нормализован-

ные веса Грюнвальда определяются соотношениями

ωα,0 =
α

2
gα,0, ωα,j =

α

2
gα,j +

2− α

2
gα,j−1, j > 1,

gα,j =
Γ(j − α)

Γ(−α)Γ(j + 1)
, j > 0.

В частности, gα,0 = 1, gα,1 = −α, ωα,0 =
α

2
> 0, ωα,1 =

2− α− α2

2
< 0,

ωα,2 =
α(α2 + α− 4)

4
, gα,j = (−1)j

α(α− 1) · · · (α− j + 1)

j!
, j = 2, . . . .

Аналогичным образом для приближения правосторонней дробной про-
изводной на k+1 временном слое будем использовать сдвинутую влево
формулу Грюнвальда – Летникова [10]:

δα,−x[u
i
k+1] =

1

hα

N−i+1∑

j=0

ωα,ju
i+j−1
k+1 .

Обозначим Λ(uik)[u
i
k+1] = K

(3
2
uik −

1

2
uik−1

)
(δα,x[u

i
k+1] + δα,−x[u

i
k+1]).

Лемма 1. Пусть выполнено условие (2.5). Левосторонняя и право-
сторонняя производные порядка α + 1 точного решения вместе с их
преобразованиями Фурье являются непрерывными. Тогда

K(u(xi, tk+ 1
2
))

(∂αu(xi, tk+ 1
2
)

∂xα
+
∂αu(xi, tk+ 1

2
)

∂(−x)α
)

=

= Λ(u(xi, tk))[u(x
i, tk+ 1

2
)] + P i

k, |P i
k| 6 C3(∆

2 + h2).
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Доказательство. В силу предположений о соответствующей гладкости
решения u(x, t) задачи (2.1)–(2.3) и липшицевости K(u) получаем

u(xi, tk+ 1
2
) =

3

2
u(xi, tk)−

1

2
u(xi, tk−1) + r1, |r1| 6 C4∆

2,

|K(u(xi, tk+ 1
2
))−K

(3
2
u(xi, tk)−

1

2
u(xi, tk−1)

)
| 6

6 LK |u(xi, tk+ 1
2
)− 3

2
u(xi, tk) +

1

2
u(xi, tk−1)| 6 LKC4∆

2.

Тогда K(u(xi, tk+ 1
2
)) = K

(3
2
u(xi, tk)−

1

2
u(xi, tk−1)

)
+ r2, |r2| 6 C5∆

2.

Из [10] следует, что

∂αu(xi, tk+ 1
2
)

∂xα
= δα,x[u(x

i, tk+ 1
2
)] + r3, |r3| 6 C6h

2,

∂αu(xi, tk+ 1
2
)

∂(−x)α = δα,−x[u(x
i, tk+ 1

2
)] + r4, |r4| 6 C7h

2.

Из вышеуказанных соотношений следует, что δα,x[u(x
i, tk+ 1

2
)],

δα,−x[u(x
i, tk+ 1

2
)] иK

(
3
2u(x

i, tk)−1
2u(x

i, tk−1)
)

являются ограниченными.

Откуда сразу следует заключение леммы.

Для k = 0,M − 1 рассмотрим неявно-явную разностную схему с
начальными и граничными условиями

uik+1 − uik
∆

= Λ(uik)
[uik + uik+1

2

]
+ f(xi, tk+ 1

2
, vik(·)), i = 1, N − 1, (3.3)

vi0(t) = ϕ(xi, t), t 6 t0, i = 0, N ; u0k = 0, uNk = 0, k = 0,M. (3.4)

Использование интерполяции с экстраполяцией позволяет явно вы-
числить функционал f(xi, tk+ 1

2
, vik(·)). Значения функции K(u) в систе-

ме (3.3) вычисляются в узлах временных слоев tk−1 и tk. Следовательно,
схема (3.3)–(3.4) является линейной системой по отношению к значе-
ниям uik+1 на временном слое tk+1. Перепишем систему (3.3) для i =

1, N − 1 в следующем виде:

uik+1 −
∆

2
Λ(uik)[u

i
k+1] = uik +

∆

2
Λ(uik)[u

i
k] + ∆f(xi, tk+ 1

2
, vik(·)). (3.5)

Выпишем матрицу A коэффициентов при неизвестных системы (3.5),
элементы матрицы A размерности N − 1×N − 1 имеют вид

Aij =





1− 2ξiωα,1 j = i,
−ξi(ωα,2 + ωα,0) j = i− 1,
−ξi(ωα,0 + ωα,2) j = i+ 1,
−ξiωα,i−j+1 j < i− 1,
−ξiωα,j−i+1 j > i+ 1,
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где ξi = K
(3
2
uik −

1

2
uik−1

) ∆

2hα
> 0.

Лемма 2. Коэффициенты матрицы A имеют строгое диагональное
преобладание с положительными диагональными элементами. Следо-
вательно, система (3.5) разрешима и имеет единственное решение.

Доказательство. Заметим, что для ωα,j выполняются соотношения [10]:

ωα,j > 0, j = 0, 3, 4, . . . ; ωα,1 < 0, ωα,0 + ωα,2 > 0,
i∑

j=0

ωα,j < 0, i > 2.

Тогда диагональные элементы больше 0, более того, Aii = 1− 2ξiωα,1 >
1. Покажем строгое диагональное преобладание. Пусть i = 1, тогда

Aii −
N−1∑

j=2

|Aij | = 1− 2ξiωα,1 − ξi(ωα,0 + ωα,2)−
N−1∑

j=i+2

ξiωα,j−i+1 =

= 1− ξiωα,1 − ξi

N−1∑

j=0

ωα,j > 1.

Это следует из того факта, что ξi > 0,
N−1∑
j=0

ωα,j < 0, ωα,1 < 0.

Аналогичным образом проверяются случаи i = 2, . . . , N − 1.

4. Невязка разностного метода

Определение 2. Невязкой без интерполяции метода (3.3) назовем

Ψ i
k =

u(xi, tk+1)− u(xi, tk)

∆
− Λ(u(xi, tk))

[u(xi, tk) + u(xi, tk+1)

2

]
−

−f
(
xi, tk+ 1

2
, ut

k+1
2

(xi, ·)
)
, i = 1, N − 1, k = 0,M − 1.

Лемма 3. Пусть выполнены условия леммы 1 и точное решение три-
жды непрерывно дифференцируемо по переменной t. Тогда невязка без
интерполяции метода (3.3) имеет порядок h2 +∆2, т. е. существует
константа C8 такая, что

|Ψ i
k| 6 C8(h

2 +∆2), i = 1, . . . , N − 1, k = 0, . . . ,M − 1.

Доказательство. Согласно формуле численного дифференцирования

u(xi, tk) + u(xi, tk+1)

2
= u(xi, tk+ 1

2
) + r5, |r5| 6 C9∆

2,



112 В.Г. ПИМЕНОВ, А.В.ЛЕКОМЦЕВ

u(xi, tk+1)− u(xi, tk)

∆
=
∂u(xi, tk+ 1

2
)

∂t
+ r6, |r6| 6 C10∆

2.

Тогда из леммы 1 и того факта, что u(xi, tk+ 1
2
) является точным реше-

нием уравнения (2.1), получаем утверждение леммы.

Определение 3. Невязкой с кусочно-линейной интерполяцией и экс-
траполяцией продолжением метода (3.3) назовем

Ψ̂ i
k =

u(xi, tk+1)− u(xi, tk)

∆
− Λ(u(xi, tk))

[u(xi, tk) + u(xi, tk+1)

2

]
−

−f
(
xi, tk+ 1

2
, v̂t

k+1
2

(xi, ·)
)
, i = 1, N − 1, k = 0,M − 1,

где v̂(xi, t) для t ∈ [tk−τ, tk+1] является результатом кусочно-линейно
интерполяции и экстраполяции продолжением (3.1) дискретной пре-
дыстории точного решения в узлах {u(xi, tl)}k.
Лемма 4. Пусть выполняются условия предыдущей леммы. Тогда
невязка с кусочно-линейной интерполяцией и экстраполяцией продол-
жением метода (3.3) имеет порядок h2 + ∆2, т. е. существует по-
стоянная C11 такая, что

|Ψ̂ i
k| 6 C11(h

2 +∆2), i = 1, . . . , N − 1, k = 0, . . . ,M − 1.

Доказательство. Доказательство приведено в лемме 4 из [7].

5. Анализ погрешности

Определим погрешность метода (3.3) следующим образом:

εij = u(xi, tj)− uij, j = 0, . . . ,M, i = 0, . . . , N.

Будем говорить, что метод сходится с порядком hp+∆q, если существует
константа C, не зависящая от h и ∆, такая, что |εij | 6 C(hp + ∆q) для
всех i = 0, 1, . . . , N и j = 0, 1, . . . ,M. Для каждого временного слоя
с номером j = 0, 1, . . . ,M введем вектор послойной погрешности εj =

(ε1j , ε
2
j , · · · , εN−1

j ) с нормой ‖εj‖ = max
16i6N−1

|εij |. Также введем накоплен-

ную предысторию послойной погрешности к моменту tk, k = 0, 1, . . . ,M :
{εj}k = {εj , 0 6 j 6 k} с нормой ‖{εj}k‖ = max

06j6k
‖εj‖.

Лемма 5. Пусть |εi0k+1| = max
16i6N−1

|εik+1|, тогда

(1 + Li0
k )|εi0k+1| 6 |εi0k +

∆

2
Λ(ui0k )[ε

i0
k ]|+ |εi0k |∆3LKC12 + |εi0k−1|∆LKC12+
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+∆|f̂ i0
k+ 1

2

− f i0
k+ 1

2

|+∆C11(h
2 +∆2), (5.1)

Li0
k = − ∆

2hα
K
(3
2
ui0k − 1

2
ui0k−1

)(i0+1∑

j=0

ωα,j +

N−i0+1∑

j=0

ωα,j

)
> 0,

f i
k+ 1

2
= f

(
xi, tk+ 1

2
, vt

k+1
2

(xi, ·)
)
, f̂ i

k+ 1
2
= f

(
xi, tk+ 1

2
, v̂t

k+1
2

(xi, ·)
)
.

Доказательство. Запишем метод (3.3) в виде

uik+1 −
∆

2
Λ(uik)[u

i
k+1] = uik +

∆

2
Λ(uik)[u

i
k] + ∆f i

k+ 1
2

.

Выпишем определение невязки с интерполяцией в следующей форме:

u(xi, tk+1)−
∆

2
Λ(uik)[u(x

i, tk+1)] = u(xi, tk) +
∆

2
Λ(uik)[u(x

i, tk)]+

+∆(Λ(u(xi, tk))− Λ(uik))[
u(xi, tk) + u(xi, tk+1)

2
] + ∆f̂ i

k+ 1
2
+∆Ψ̂ i

k.

Тогда уравнение для погрешности будет иметь вид

εik+1 −
∆

2
Λ(uik)[ε

i
k+1] = εik +

∆

2
Λ(uik)[ε

i
k] + ∆(f̂ i

k+ 1
2

− f i
k+ 1

2

) + ∆Ψ̂ i
k+

+∆(Λ(u(xi, tk))− Λ(uik))[
u(xi, tk) + u(xi, tk+1)

2
]. (5.2)

Модуль левой части соотношения (5.2) для индекса i0 будет иметь вид

|εi0k+1 −
∆

2hα
K
(3
2
ui0k − 1

2
ui0k−1

)(i0+1∑

j=0

ωα,jε
i0−j+1
k+1 +

N−i0+1∑

j=0

ωα,jε
i0+j−1
k+1

)
|.

Повторяя способ оценки подобного соотношения в лемме 5 из [7], а

также в силу того, что ωα,1 =
2− α− α2

2
< 0, ωα,0 + ωα,2 > 0, ωα,j > 0

для j > 3 и K(
3

2
ui0k − 1

2
ui0k−1) > 0, можно получить оценку

|εi0k+1 −
∆

2
Λ(ui0k )[ε

i0
k+1]| > (1 + Li0

k )|εi0k+1|, Li0
k > 0. (5.3)

Оценим модуль правой части соотношения (5.2) для индекса i = i0.
Из определения оператора Λ, липшицевости функции K и ограничен-
ности δα,x[u(x

i0 , tk)], δα,x[u(x
i0 , tk+1)], δα,−x[u(x

i0 , tk)], δα,−x[u(x
i0 , tk+1)]

получаем

|(Λ(u(xi0 , tk))− Λ(ui0k ))[
u(xi0 , tk) + u(xi0 , tk+1)

2
]| =
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=
1

2
|[K
(3
2
u(xi0 , tk)−

1

2
u(xi0 , tk−1)

)
−K

(3
2
ui0k − 1

2
ui0k−1

)
]
(
δα,x[u(x

i0 , tk)]+

+δα,−x[u(x
i0 , tk)] + δα,x[u(x

i0 , tk+1)] + δα,−x[u(x
i0 , tk+1)]

)
| 6

6 2LKC12|
3

2
εi0k − 1

2
εi0k−1| 6 LKC12(3|εi0k |+ |εi0k−1|), (5.4)

|δα,x[u(xi0 , tk)]| 6 C12, |δα,x[u(xi0 , tk+1)]| 6 C12,

|δα,−x[u(x
i0 , tk)]| 6 C12, |δα,−x[u(x

i0 , tk+1)]| 6 C12.

Используя лемму 4, соотношения (5.3) и (5.4), получим из соотношения
(5.2) для индекса i = i0 следующее неравенство:

(1 + Li0
k )|εi0k+1| 6 |εi0k +

∆

2
Λ(ui0k )[ε

i0
k ]|+ |εi0k |∆3LKC12 + |εi0k−1|∆LKC12+

+∆|f̂ i0
k+ 1

2

− f i0
k+ 1

2

|+∆C11(h
2 +∆2).

Лемма доказана, что означает устойчивость разностной схемы.

Лемма 6. Пусть ∆ 6
2hα

CK(α2 + α− 2)
, где |K(u)| 6 CK . Если выпол-

няются условия предыдущей леммы, то справедлива оценка

‖{εj}k+1‖ 6 (1 + (LfLI + 4LKC12)∆)‖{εj}k‖+ C11∆(h2 +∆2).

Доказательство. Пусть |εi0k+1| = max
16i6N−1

|εik+1|, тогда из (5.1) получим

‖εk+1‖ 6
1

(1 + Li0
k )

(
|εi0k +

∆

2
Λ(ui0k )[ε

i0
k ]|
)
+ ‖εk‖∆3LKC12+

+‖εk−1‖∆LKC12 +∆|f̂ i0
k+ 1

2

− f i0
k+ 1

2

|+∆C11(h
2 +∆2). (5.5)

В силу липшицевости f по последнему аргументу и свойств кусочно-
линейно интерполяции с экстраполяцией продолжением получим

|f̂ i0
k+ 1

2

− f i0
k+ 1

2

| = |f
(
xi0 , tk+ 1

2
, v̂t

k+1
2

(xi0 , ·)
)
− f

(
xi0 , tk+ 1

2
, vt

k+1
2

(xi0 , ·)
)
| 6

6 Lf max
t∈[tk−τ,tk+1]

|v̂(xi0 , t)− v(xi0 , t)| 6 LfLI‖{εj}k‖. (5.6)

Используя следующие свойства коэффициентов ωα,j > 0 для j > 3,

ωα,0 + ωα,2 > 0, ωα,1 < 0,

i∑

j=0

ωα,j < 0 для i > 2, получим

1

(1 + Li0
k )

|εi0k +
∆

2
Λ(ui0k )[ε

i0
k ]| 6

1

(1 + Li0
k )

[
|1 + ∆

2hα
2ωα,1K(

3

2
ui0k − 1

2
ui0k−1)|·
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·|εi0k |+
∆

2hα
K(

3

2
ui0k − 1

2
ui0k−1)

(
|ωα,0 + ωα,2||εi0+1

k |+ |ωα,2 + ωα,0||εi0−1
k |+

+

i0+1∑

j=3

|ωα,j||εi0−j+1
k |+

N−i0+1∑

j=3

|ωα,j||εi0+j−1
k |

)]
6

1

(1 + Li0
k )

[
1+

∆

2hα
K
(3
2
ui0k −

−1

2
ui0k−1

)(i0+1∑

j=0

ωα,j +

N−i0+1∑

j=0

ωα,j

)]
‖εk‖ =

1− Li0
k

1 + Li0
k

‖εk‖ 6 ‖εk‖. (5.7)

Неравенство (5.7) выполняется в силу ∆ 6
2hα

CK(α2 + α− 2)
, так как

1+
∆

2hα
2ωα,1K(

3

2
ui0k − 1

2
ui0k−1) = 1− ∆

2hα
(α2+α−2)K(

3

2
ui0k − 1

2
ui0k−1) > 0.

Из соотношений (5.5), (5.6) и (5.7) следует утверждение леммы.

Теорема 1. Пусть точное решение u(x, t) задачи (2.1)–(2.3) удовле-
творяет условиям леммы 1 и леммы 3. Тогда метод (3.3) сходится с
порядком h2 +∆2.

Доказательство. Из леммы 6 мы получаем, что

‖{εj}k+1‖ 6 A‖{εj}k‖+B,

где A = 1 + (LfLI + 4LKC12)∆, B = C11∆(h2 +∆2). Дальнейшее дока-
зательство полностью повторяет доказательство теоремы 1 из [7].

6. Численный эксперимент

Рассмотрим тестовое уравнение с постоянным сосредоточенным запаз-
дыванием по переменной t:

∂u(x, t)

∂t
= K(u(x, t))[

∂αu

∂xα
+

∂αu

∂(−x)α ] + 2tx2(1− x)2 + u(x, t− τ(t))−

−(t−0, 1)2x2(1−x)2− 0, 1 + βt6x6(1− x)6

2
t2[

2

Γ(3− α)
(x2−α+(1−x)2−α)−

− 12

Γ(4− α)
(x3−α + (1− x)3−α) +

24

Γ(5− α)
(x4−α + (1− x)4−α)],

где x ∈ [0, 1], t ∈ [0, 1], τ(t) = 0, 1, K(u(x, t)) = (u3(x, t)+0, 1)/2. Заданы
начальные и граничные условия

u(x, t) = t2x2(1− x)2, x ∈ [0, 1], t ∈ [−0.1, 0].
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u(0, t) = u(1, t) = 0, t ∈ [0, 1].

Рассматриваемое уравнение выписано по точному решению u(x, t) =
t2x2(1− x)2. Введем обозначение E(∆, h) = max

06k6M, 06i6N
|u(xi, tk)− uik|.

В данном примере CK < 1/8. Тогда

∆ 6
2hα

CK(α2 + α− 2)
<

16hα

α2 + α− 2
= ∆. (6.1)

Метод (3.3) тестировался для различных шагов ∆ и h. Были по-

лучены вычислительные порядки сходимости order∆ = log2(
E(2∆,h)
E(∆,h) ),

orderh = log2(
E(∆,2h)
E(∆,h) ) по ∆ и h соответственно. Параметр ∆ вычислялся

для наименьшего шага h при фиксированном ∆. Метод (3.3) сравнивал-
ся с методом первого порядка, который был получен ранее в статье [7].

Обозначим через E(∆, h), order∆ и orderh погрешность и вычислитель-
ные порядки сходимости метода первого порядка соответственно.

В табл. 1 показан вычислительный порядок сходимости по h.

7. Заключение

В данной работе представлен численный метод решения дифференци-
ального уравнения супердиффузии. Уравнение содержит несколько эф-
фектов, усложняющих решение: дробный характер пространственной
производной, наличие функционального запаздывания и, самое
главное, нелинейность коэффициента супердиффузии.

Таблица 1

Зависимость погрешностей и вычислительных порядков сходимости от шагов

α ∆ h ∆ E(∆, h) orderh E(∆, h) orderh

1,9 1/4000 1/20 0,0011 0,000173158 0,000112093

1,9 1/4000 1/40 0,0011 0,000043041 2,0083 0,000028555 1,9729

1,9 1/4000 1/80 0,0011 0,000010678 2,0111 0,000012048 1,2449

1,1 1/4000 1/320 0,0197 0,000001337 0,000102656

1,1 1/4000 1/640 0,0197 0,000000405 1,7230 0,000053423 0,9423

1,1 1/4000 1/1280 0,0197 0,000000115 1,8163 0,000027543 0,9558

Таблица 2 показывает вычислительный порядок сходимости по ∆.
Условие (6.1) для табл. 2 выполняется только для α = 1, 1, однако все
равно наблюдается сходимость метода (3.3).
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Таблица 2

Зависимость погрешностей и вычислительных порядков сходимости от шагов

α h ∆ ∆ E(∆, h) order∆ E(∆, h) order∆

1,9 1/1000 1/20 0,0000091 0,000007114 0,002666906

1,9 1/1000 1/40 0,0000091 0,000001783 1,9964 0,001337513 0,9956

1,9 1/1000 1/80 0,0000091 0,000000452 1,9799 0,000665114 1,0079

1,1 1/2000 1/100 0,0121 0,000001816 0,000855208

1,1 1/2000 1/200 0,0121 0,000000459 1,9842 0,000419821 1,0265

1,1 1/2000 1/400 0,0121 0,000000115 1,9969 0,000203094 1,0476

Разностный численный алгоритм основан на следующих методах.
Учет левых и правых дробных производных осуществляется с помо-
щью сдвинутых формул Грюнвальда-Летникова второго порядка. Эф-
фект функционального запаздывания учитывается с помощью кусочно-
линейной интерполяции, а неявность становится конечномерной после
дополнительной экстраполяции продолжением. Нелинейность коэффи-
циента супердиффузии преодолевается использованием значения этого
коэффициента на предыдущем временном слое. В результате алгоритм
сводится к решению системы линейных уравнений специального вида
на каждом временном слое. Выписывается основная матрица этой си-
стемы и показано, что она имеет диагональное преобладание, из чего
следует, что система однозначно разрешима.

Локальная погрешность (невязка) алгоритма выписывается без уче-
та интерполяции и с учетом кусочно-линейной интерполяции с экстра-
поляцией продолжением. Показано, что невязка имееет второй порядок
малости по ∆ и h. Введены сеточное значение глобальной погрешности
метода, послойный вектор погрешности и вектор накопленной истории
погрешности. Основным результатом статьи является доказательство
леммы 5, играющей роль утверждения об устойчивости алгоритма в
максимальной норме, откуда следует теорема о сходимости алгоритма
со вторым порядком малости по ∆ и h. В последнем разделе работы
представлены результаты численных экспериментов на одном из тесто-
вых примеров. Мы надеемся, что эта методология может быть моди-
фицирована для нелинейных многомерных дробно-пространственных
уравнений с функциональным запаздыванием.
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