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Аннотация. Исследуется задача о двумерном течении жидкости в слое с подогре-
ваемым нижним дном. На верхней стенке для скорости задано условие просачива-
ния. Поле скоростей линейно по продольной координате, а поля температур и давле-
ний — квадратичные функции той же координаты. Анализ совместности уравнений
Навье – Стокса и теплопроводности приводит к нелинейной задачи на собственные
значения для нахождения поля течения в слое. Спектр этой задачи построен чис-
ленно для любых скоростей проницаемости. Установлена неединственность решения,
характерная для задач подобного рода. Проанализирована структура течения в слое
в зависимости от значений числа Рейнольдса.

Ключевые слова: тепловая конвекция, уравнения вязкой теплопроводной жидко-
сти, обратная задача, спектр краевой задачи

Благодарности: Работа поддержана Красноярским математическим центром, фи-
нансируемым Минобрнауки РФ в рамках мероприятий по созданию и развитию
региональных НОМЦ (Соглашение 075-02-2025-1606).

Ссылка для цитирования: АндреевВ.К., Лемешкова Е.Н. Спектр краевой зада-
чи двумерной тепловой конвекции // Известия Иркутского государственного уни-
верситета. Серия Математика. 2025. Т. 52. C. 34–43.
https://doi.org/10.26516/1997-7670.2025.52.34



СПЕКТР КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ 35

Research article

The Spectrum of the Boundary Value Problem

of Two-dimensional Thermal Convection

ViktorK.Andreev1, ElenaN. Lemeshkova1B

1 Institute of Computational Modeling SB RAS, Krasnoyarsk, Russian Federation

B elena cher@icm.krasn.ru

Abstract. The problem of two-dimensional fluid flow in a layer with a heated bottom
is investigated. A seepage condition is set on the upper wall for the velocity. The
velocity field is linear in the longitudinal coordinate, and the temperature and pressure
fields are quadratic functions of the same coordinate. The analysis of the compatibility
of the Navier-Stokes equations and thermal conductivity leads to a nonlinear eigenvalue
problem for finding the flow field in the layer. The spectrum of this problem is constructed
numerically for any permeability rates. The uniqueness of the solution, which is typical
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analyzed depending on the values of the Reynolds number.
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Введение

К задачам, связанным с теорией управления пограничным слоем, про-
блемами теплопередачи, в частности испарительным охлаждением, от-
носятся и задачи о течениях вблизи проницаемых поверхностей. Первой
работой, в которой было изучено течение между параллельными про-
ницаемыми стенками при малых числах Рейнольдса, является работа
Бермана [5]. В этой работе рассматриваемая задача имеет автомодель-
ное решение и сводится к обыкновенному дифференциальному уравне-
нию, сходному с уравнением Фолкнера – Скэн в теории пограничного
слоя. Обзор работ, посвященных течениям жидкостей с проницаемыми
стенками в каналах с другой геометрией, можно найти в [4].

В химической промышленности движение жидкостей и газов в тру-
бах и каналах с проницаемыми стенками происходит в аппартах, пред-
назначенных для проведения мембранных процессов разделения. Такие
процессы характеризуются малыми значениями скорости жидкости на
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стенке. В связи с этим на проницаемой стенке канала, как правило,
выставляется условие прилипания жидкости. Однако существуют та-
кие ситуации, когда условие прилипания может не выполняться [2; 3;
12]: течение разреженных газов в каналах малого размера, движение
жидкости в трубке с пористыми стенками.

Одной из характерных особенностей нелинейной задачи, рассмот-
ренной Берманом (и в настоящей работе), является неединственность
решения. В работе [7] исследовалось движение вязкой жидкости в слое,
заключенной между двумя параллельными плоскими поверхностями,
испытывающими линейное растяжение с постоянной скоростью. Уста-
новлено [7], что фиксированному значению числа Рейнольдса может
соответствовать от одного до трёх значений коэффициента давления,
а в осесимметричном случае в некотором диапазоне чисел Рейнольдса
решение вообще отсутствует.

Подобные задачи возникают в случае термокапиллярной конвекции.
В работах [4–6] изучена задача о вызванном наличием градиента тем-
пературы термокапиллярном течении невесомой жидкости с параболи-
ческой зависимостью поверхностного натяжения от температуры, до-
пускающая автомодельные (в обобщённом смысле) решения в рамках
уравнений Навье – Стокса. Установлено, что в зависимости от значений
определяющих параметров задача может иметь от одного до трёх ре-
шений. В работах [1;11] рассмотрена задача о двумерном стационарном
движении жидкости в плоском канале со свободной границей, вдоль
которой поверхностное натяжение линейно зависит от температуры.
Применение к ней тау-метода показало, что она имеет три различных
решения, а в случае теплоизолированной свободной границы — одно.
Для каждого из решений построены характерные структуры течения.

В настоящей работе рассматривается задача о двумерном течении
жидкости в канале с верхней проницаемой стенкой. На дне канала
поддерживается заданное распределение температуры. Эволюция этой
системы описывается уравнениями Навье – Стокса и теплопроводности.
Решение указанной задачи ищется в классе полей скоростей, линейных
по продольной координате [10], а поля температур и давлений — квадра-
тичные функции той же координаты. Анализ системы на совместность
приводит к нелинейной задаче на собственные значения для нахожде-
ния полей течения в канале. Численно построен спектр этой задачи
для любых скоростей проницаемости. Установлена неединственность
решения, характерная для задач подобного рода [6; 7].

1. Постановка задачи

Предположим, что вязкая несжимаемая жидкость образует горизон-
тальный слой толщины l, ограниченный твёрдыми неравномерно на-
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гретыми стенками. Температура в жидкости распределена по закону
θ(x, y) = a(y)x2 + b(y), |x| < ∞, 0 6 y 6 l. Такое распределение тем-
пературы означает, что в начале декартовой системы координат тем-
пература имеет максимум при a(0) < 0 и минимум при a(0) > 0.
Пусть u1(x, y) = w(y)x, u2(x, y) = v(y) — компоненты вектора скорости
и p(x, y) — давление, тогда стационарное течение в слое описывается
системой уравнений и граничных условий

vwy + w2 = f + νwyy, w + vy = 0,

2wa+ vay = χayy, vby = χbyy + 2χa, |x| <∞, 0 < y < l,
(1.1)

y = 0 : w = v = 0, a = a0, b = b0, (1.2)

y = l : w = 0, v = v0, a = a1, b = b1 (ay = q, by = q0). (1.3)

В уравнениях (1.1) ν > 0, χ > 0 — постоянные кинематическая вяз-
кость и температуропроводность жидкости соответственно. Давление
представимо в виде

1

ρ
p = d− f

2
x2, d = νvy −

1

2
v2 + d0, d0 = const, (1.4)

где ρ > 0 — плотность жидкости, а f — произвольная константа. В
условиях (1.2), (1.3) a0, a1, b0, b1 — известные постоянные. Первые два
условия в (1.2) есть следствия условия прилипания на нижней твер-
дой стенке y = 0. На верхней твёрдой стенке y = l для скорости
задано условие просачивания (см. первые два условия (1.3)), а для
температуры можно задать условие Дирихле (поддерживается заданное
распределение температуры) или Неймана (задан поток тепла).

Замечание 1. Поставленная задача является нелинейной и обратной,
так как постоянная f является искомой. Действительно, если из урав-
нения сохранения массы (второе уравнение (1.1)) исключить v(y), то
получается задача для функции w(y). Задачи для функций a(y), b(y)
при известной v(y) отделяются и далее здесь не рассматриваются.

Введем безразмерные переменные и параметры

ξ =
y

l
, V =

l

ν
v, F =

l4

ν2
f.

Для определения новых неизвестной функции V (ξ) и постоянной F , ко-
торая является собственным значением задачи, получаем из (1.1)–(1.3)
следующую двухточечную краевую задачу для нелинейного обыкновен-
ного дифференциального уравнения:

V ′′′ + V ′2 − V V ′′ − F = 0, (1.5)
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ξ = 0 : V = 0, V ′ = 0, (1.6)

ξ = 1 : V = R, V ′ = 0, (1.7)

где R = lν−1v0 — число Рейнольдса.

Замечание 2. Пусть число Рейнольдса мало, тогда разложения функ-
ции V и собственного числа F в ряды по параметру R с точностью до
членов O(R2) имеют вид

V = RV (1), F = RF (1), (1.8)

где порядок величин V (1) и F (1) равен единице. После подстановки
(1.8) в систему (1.5)–(1.7), и пренебрегая квадратичными по R членами,
получим линейную задачу для V (1), F (1). После решения полученной
задачи с точностью до O(R2) для функции V и постоянной F найдём
представления

V = R(3ξ2 − 2ξ3), F = −12R. (1.9)

2. Численное интегрирование

Ниже предложен алгоритм численного анализа системы (1.5)–(1.7) при
любых значениях числа V0. Основным приемом исследования является
сведение краевой задачи (1.5)-(1.7) к задаче Коши.

Подвергнем дифференциальное уравнение (1.5) действию линейной
группы преобразований [13]

ξ = D1ξ, V = D2V , (2.1)

где D1 6= 0,D2 6= 0 — параметры, подлежащие определению. Преобра-
зованное уравнение имеет вид

V
′′′
+D1D2V

′2 −D1D2V V
′′ −D3

1D
−1
2 F = 0. (2.2)

Видно, что полученное уравнение будет инвариантно относительно па-
раметров преобразования, если

D1D2 = 1. (2.3)

Тогда уравнение (2.2) примет вид

V
′′′
+ V

′2 − V V
′′ − F = 0, (2.4)

где (с учётом (2.3))
F = D4

1F. (2.5)
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Граничные условия в первой точке ξ = 0 в результате преобразования
(2.1) не меняются:

ξ = 0 : V = 0, V
′
= 0. (2.6)

Недостающими условиями при ξ = 0, очевидно, являются условия на

вторую производную V
′′
. Для получения этого условия потребуем, что-

бы после преобразования оно не зависело от D1. Это возможно добить-
ся, если взять его в виде

V ′′(0) = D−3
1 , (2.7)

тогда
V

′′
(0) = 1. (2.8)

Это равенство вместе с условиями (2.6) позволяет решить уравнение
(2.4) как задачу Коши.

Второе условие (1.7) в точке ξ = 1 после преобразования (2.1) примет
вид

V
′
(D−1

1 ) = 0, (2.9)

что определяет параметр преобразования D1, а значит и D2 из (2.3).
Описанные действия приводят к следующей схеме построения спек-

тра F =F (R) краевой задачи (1.5)–(1.7). Задается значение F ∈(−∞,∞)
модифицированого градиента давления, и задача Коши (2.4), (2.6), (2.8)

интегрируется до тех пор, пока не будет выполнено условие V
′
= 0.

Пусть это происходит при некотором значении ξ = ξ0. В соответствии с
условиями (2.3), (2.9) получаем значения параметров преобразования:
D2 = D−1

1 = ξ0. Значения R находим, используя первое условие (1.7), а
именно с учетом (2.1), R = ξ0V (ξ0). И наконец, определяем собственное

значение исходной задачи (1.5)–(1.7) в виде F = D−4
1 F = ξ

4
0F .

Отметим, что в процессе реализации описанного алгоритма учиты-

валась возможность неединственности корня ξ0 уравнения V
′
(ξ) = 0.

Кроме того, поскольку знак параметров D1,D2 преобразования (2.1)
может быть любым, интегрирование задачи (2.4), (2.6), (2.8) должно
быть отдельно выполнено в областях ξ ∈ (−∞, 0] и ξ ∈ [0,+∞). Так,
при ξ ∈ (−∞, 0] и F ∈ [F ∗,+∞) (F ∗ ≈ 0, 756) имеем два отличных

от нуля корня ξ01 и ξ02 (|ξ01| <|ξ02|) уравнения V
′
(ξ) = 0. В проме-

жутке F ∈ (−∞, F ∗) функция V
′
(ξ) не имеет нулей при ξ ∈ (−∞, 0].

В случае ξ ∈ [0,+∞) уравнение V
′
(ξ) = 0 имеет единственный ко-

рень ξ0 при любом значении модифицированного градиента давления
F ∈ (−∞,+∞).

На рис. 1 численно построен спектр F = F (R) в логарифмической
системе координат. Корень ξ01 порождает ветвь спектра для отрица-
тельных значений параметра R (ветвь 1). Корень ξ0 при F > 0 вместе с
корнем ξ02 дают ветвь 2, соответствующую положительным значениям
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R. При F < 0 значения корня ξ0 порождают ветвь 3 спектра (R > 0),
один из концов которой соответствует асимптотике (1.9), а другой при
F → 0 − 0 стремится к общей с ветвью 2 вертикальной асимптотике
при lg |R| ≈ 0, 799. Отрицательным значениям F соответствует только
ветвь 3.

Рис. 1. Спектр F = F (V0) задачи (1.5)–(1.7)

Установлено, что спектр F = F (R) обладает неединственностью ре-
шения. В частности, на ветви 3 (R > 0) имеется от одного до трёх зна-
чений собственного числа F , отвечающих фиксированному значению
параметра R. Участок ветви 2 с неединственным решением представлен
в увеличенном масштабе на рис. 1. Отметим также, что имеется не менее
двух решений с нулевым собственным значением: одно соответствует
асимптотике (1.9), а второе — значению параметра R = 6, 303 (общая
вертикальная асимптота ветвей 2 и 3).

3. Структура течения

Данные о характере течения жидкости, возникающего в слое в резуль-
тате нагрева нижней твёрдой стенки, представлены на рис. 2. Профили
горизонтальной компоненты скорости в области x > 0 изображены для
ряда точек спектра F = F (R) (по оси абсцисс отложены значения
функции W (ξ) = l2ν−1w, W = −Vξ). Кривые 1–3 соответствуют зна-
чениям F1, F2 и F3 соответственно (см. рис. 1, ветвь 2). При значении
безразмерного градиента давления F = F1 противоток в слое возни-
кает примерно в середине его глубины, причём максимумы скорости
в противоположных направлениях отличаются почти в два раза. Кри-
вая 4 соответствует решению для нулевого собственного числа: F = 0,
R = 6, 303. В этом случае течение полностью возвратное. Всем точкам
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спектра, образующим ветви 1, 3, соответствует течение типа Пуазейля
(параболический профиль горизонтальной скрости). Причём для всех
точек ветви 3 (F < 0, R > 0) течение всегда полностью возвратное.

В заключение отметим важность предложенного метода: в большин-
стве задач тепловой конвекции, содержащих параметры, представляет
интерес именно совокупность решений для всего диапазона значений
параметров, а не отдельное решение для конкретного набора значений
параметров. Также рассмотренная задача может быть использована в
качестве тестовой причисленных расчётах, а также при моделировании
реальных ситуаций, встречающихся в приложениях.

Рис. 2. Профиль горизонтальной составляющей скорости при x > 0

Заключение

Предложен численный алгоритм построения спектра краевой задачи,
моделирующей тепловую конвекцию в канале с нижней подогревае-
мой твёрдой стенкой. На верхней стенке задано условие просачивания.
Основным приёмом является сведение указанной задачи к задаче Ко-
ши. Спектр этой задачи исследовался также аналитически при малых
числах Рейнольдса. Установлена неединственность решения: фиксиро-
ванному значению числа Рейнольдса соответствует от одного до трёх
значений безразмерного градиента давления. Проанализирована струк-
тура возникающего течения в зависимости от значений параметров.
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