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Аннотация. Исследуется область теории нечетких моделей. Вводится понятие
согласованного означивания предложений данной сигнатуры, которое можно рас-
сматривать как обобщение на нечеткий случай понятия совместного множества
предложений. По аналогии с классическим случаем рассматриваются классы нечет-
ких моделей, порожденных согласованными означиваниями, вводится понятие ак-
сиоматизированного класса нечетких моделей. Нечеткие значения истинности раз-
личных предложений можно рассматривать как формализацию субъективных оце-
ночных знаний экспертов о предметной области. Для формализации таких знаний
рассматриваются интервальные и точечные означивания, описываются теоретико-
модельные свойства классов нечетких моделей, порожденных такими означивания-
ми. Зачастую при формализации некоторой системы необходимо также учитывать
и среду, в которой находится данная система, и с которой она неизбежно взаи-
модействует (например, при реализации квантовых вычислений). В этом случае в
нечеткую модель необходимо включать формализацию знаний не только о самой
системе, но и о среде, в которой она обитает. Саму же систему можно рассматривать
как подмодель полной модели. Вводится понятие подмодели нечеткой модели и фак-
торизации класса нечетких моделей по фиксированным подмоделям. Доказывается,
что классы эквивалентности такой факторизации являются аксиоматизированными
классами нечетких моделей.
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Abstract. The paper is devoted to research in the field of fuzzy model theory. The
paper introduces the notion of a coordinated valuation of sentences of a given signature,
which can be considered as a generalisation of the notion of a realizable set of sentences
to the fuzzy case. By analogy with the classical case, classes of fuzzy models generated
by coordinated valuations are considered, and the notion of axiomatised class of fuzzy
models is introduced.
Fuzzy truth values of different sentences can be considered as a formalisation of subjective
evaluative knowledge of experts about object domain. To formalise such knowledge,
interval and point valuations are considered in this paper, and model-theoretic properties
of classes of fuzzy models generated by such valuations are described.
Often, at formalisation of some system it is necessary to take into account also the
environment in which this system is located and with which it inevitably interacts. In
this case it is necessary to include in the fuzzy model the formalisation of knowledge
not only about the system itself, but also about the environment in which it lives. The
system itself can be considered as a submodel of the full model. The paper introduces
the concept of submodel of a fuzzy model and also the concept of factorisation of a
class of fuzzy models by fixed submodels. It is proved that equivalence classes of such
factorisation are axiomatised classes of fuzzy models.
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1. Введение

Представление и обработка неполных и неопределенных знаний —
важнейшая задача при разработке интеллектуальных систем. В насто-
ящее время такие системы должны эффективно управлять большими
объемами информации разного рода, часто представленной в различ-
ных форматах и поступающей из разных источников, таких как базы
данных, базы знаний, сенсорные сети, а также различные приложения,
управляемые данными [3]. В настоящее время данные часто собираются
из ненадежных источников или сам процесс сбора и обработки дан-
ных вносит неопределенность. Методы количественной оценки степени
неопределенности зачастую основаны на вероятностных структурах [6].

Известия Иркутского государственного университета.
Серия «Математика». 2025. Т. 51. С. 151–166



КЛАССЫ НЕЧЕТКИХ МОДЕЛЕЙА 153

Вероятностные базы знаний являются ярким примером, где вероят-
ности присваиваются фактам данных и/или дополнительным знаниям
(например, онтологии, определенной поверх исходных данных), чтобы
выразить уверенность, которую мы имеем в различных частях знаний
[2; 9; 14].

Неоднозначность и неполнота знаний в различных предметных обла-
стях привели к разработке нечеткой логики [1], которая, в свою очередь,
столкнулась с проблемой «логических парадоксов» при применении в
конкретных приложениях [10; 11]. Для решения этой проблемы была
предложена теория нечетких моделей [8], которая является альтерна-
тивным подходом к формализации неточности и/или неполноты знаний
по отношению к формализации с помощью нечетких множеств, пред-
ложенных Лотфи Заде [12]. В отличие от функциональных нечетких
логик, в которых не выполняются те или иные базовые логические
тождества (такие как закон невозможности противоречия, закон ис-
ключенного третьего и др.), в теории нечетких моделей сохраняются
все теоретико-модельные тождества, т. е. она является консервативным
расширением классической теории моделей. Это, с одной стороны, ре-
шает проблему логических противоречий нечетких логик (в стиле Л.
Заде), а с другой стороны, дает возможность одновременной работы
как с классическими, так и с нечеткими моделями.

Настоящие исследования продолжают работы, начатые в [15; 17].
Данная статья посвящена исследованию различных классов нечетких
моделей и их свойств.

Во втором параграфе вводится понятие согласованного означива-
ния предложений данной сигнатуры, которое можно рассматривать как
обобщение на нечеткий случай понятия совместного множества пред-
ложений. По аналогии с классическим случаем рассматриваются клас-
сы нечетких моделей, порожденных согласованными означиваниями,
вводится понятие аксиоматизированного класса нечетких моделей.

Нечеткие значения истинности различных предложений можно рас-
сматривать как формализацию субъективных оценочных знаний экс-
пертов о предметной области. В отличие от объективной субъективную
вероятность можно интерпретировать как предсказание наступления в
будущем некоторого события, для которого либо мы не обладаем стати-
стическими данными, либо по тем или иным причинам данное событие
невозможно повторить [16; 18]. Для формализации таких знаний мож-
но использовать интервальные означивания. Изучению интервальных
означиваний, а также классов нечетких моделей, порожденных интер-
вальными означиваниями, посвящен третий параграф данной статьи.

Зачастую при формализации некоторой системы необходимо учиты-
вать и среду, в которой находится данная система, и с которой она
неизбежно взаимодействует. Так, например, квантовые системы явля-
ются очень неустойчивыми и подвержены процессам декогеренции [7].
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В этом случае в нечеткую модель необходимо включать формализа-
цию знаний не только о самой системе, но и о среде, в которой она
обитает. Саму же систему будем рассматривать как подмодель этой мо-
дели. Изучению классов нечетких моделей, порожденных подмоделями,
посвящен четвертый параграф данной статьи.

Введем основные обозначения, а также приведем определение нечет-
кой модели.

В данной работе мы рассматриваем сигнатуры, не содержащие функ-
циональных символов. Через S(σ) будем обозначать множество предло-
жений сигнатуры σ, через Sa(σ) — множество атомарных предложений
сигнатуры σ, через Sqf (σ) — множество бескванторных предложений
сигнатуры σ.

Мы будем говорить об истинности формул на нечеткой модели Aµ.
Для удобства, для того чтобы говорить не об истинности произвольных
формул, а только об истинности предложений, будем обогащать сиг-
натуру σ новыми константами. Будем использовать сигнатуру σA ⇋
σ ∪ {ca | a ∈ A}, где {ca | a ∈ A} ∩ σ = ∅. При этом на Aµ будет

выполняться c
Aµ
a = a.

Определение 1. Тройка Aµ = 〈A, σ, µ〉 называется нечеткой мо-

делью, если истинностная функция µ :S(σA)→ [0, 1] является нечет-
кой мерой, определенной на алгебре Линденбаума – Тарского S(σA)/∼.

Нечеткую модель Aµ будем называть тривиальной, если ее истин-
ностная функция µ принимает только значения 0 или 1, т. е. µ : S(σA) →
{0; 1}.

Обозначим через K(A, σ) класс всех нечетких моделей сигнатуры σ,
определенных на множестве A, и через Ktr(A, σ) – класс всех тривиаль-
ных моделей сигнатуры σ, определенных на множестве A. Очевидно,
что Ktr(A, σ) ⊂ K(A, σ).

2. Аксиоматизированные классы нечетких моделей

Рассмотрим непустое множество A и сигнатуру σ (не содержащую
функциональных символов). Через ℘([0; 1]) обозначим множество всех
подмножеств интервала [0; 1].

Определение 2. Отображение η : S(σA) → ℘([0; 1]) назовем озна-

чиванием множества предложений сигнатуры σA.
Означивание η назовем полным, если для любого предложения ϕ ∈

S(σA) имеем η(ϕ) 6= ∅. В противном случае означивание η будем назы-
вать частичным.

Означивание η назовем тривиальным, если для любого предложе-
ния ϕ ∈ S(σA) имеем η(ϕ) ∈ {{0}; {1}; ∅}.

Известия Иркутского государственного университета.
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Заметим, что истинностная функция µ любой нечеткой модели Aµ

является частным случаем полного означивания, а истинностная функ-
ция тривиальной модели является тривиальным означиванием.

Определение 3. Означивание η согласуется с нечеткой моде-

лью Aµ = 〈A, σ, µ〉, если для любого предложения ϕ ∈ S(σA) имеем
η(ϕ) 6= ∅ ⇒ µ(ϕ) ∈ η(ϕ).

Означивание η назовем согласованным, если найдется хотя бы
одна нечеткая модель, с которой оно согласуется.

Рассмотрим тривиальное означивание η : S(σA) → {{0}; {1}; ∅}. Оче-
видно, что означивание η согласовано тогда и только тогда, когда мно-
жество предложений Γ = {ϕ ∈ S(σA) | η(ϕ) = {1}} является сов-
местным. Более того, если тривиальное согласованное означивание η
является полным, то множество предложений Γ является полной непро-
тиворечивой теорией.

Таким образом, мы можем рассматривать понятие согласованного
означивания как обобщение на нечеткий случай понятия совместного
множества предложений.

Определение 4. Рассмотрим означивание η : S(σA) → ℘([0; 1]). Бу-
дем говорить, что класс нечетких моделей Kη ⊆ K(A, σ) порожден

означиванием η, если

Kη = {Aµ = 〈A, σ, µ〉| модель Aµ согласованна с означиванием η}.

Определение 5. Рассмотрим класс моделей K ⊆ K(A, σ). Будем го-
ворить, что означивание ηK : S(σA) → ℘([0; 1]) порождено классом
K, если для любого ϕ ∈ S(σA) имеем ηK(ϕ) = {µ(ϕ)|Aµ ∈ K}.

Пусть K ⊆ K(A, σ) и K 6= ∅. Тогда, очевидно, означивание ηK является
полным. Более того, предложение ϕ ∈ S(σA) является тождественно
истинным (тождественно ложным) тогда и только тогда, когда для
любого класса нечетких моделей K ⊆ K(A, σ) выполняется равенство
ηK(ϕ) = {1} (ηK(ϕ) = {0}).

Определение 6. Класс нечетких моделей K назовем аксиомати-

зированным, если он порожден некоторым означиванием.

Теорема 1. Класс моделей K является аксиоматизированным тогда
и только тогда, когда K = KηK

.

Доказательство. ⇒) Пусть Aµ ∈ K. Тогда для любого предложения
ϕ ∈ S(σA) имеем µ(ϕ) ∈ ηK(ϕ). Следовательно, модель Aµ согласуется
с означиванием ηK. А значит Aµ ∈ KηK

.
Таким образом, мы показали, что для любого класса K (даже не

аксиоматизированного) выполняется условие K ⊆ KηK
.
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Покажем теперь, что если класс K аксиоматизирован, то также вы-
полняется включение KηK

⊆ K.
Пусть класс K аксиоматизирован и K 6= ∅. Тогда найдется такое

означивание η, что K = Kη.
Пусть ηK — означивание, порожденное классом K. Рассмотрим пред-

ложение ϕ ∈ S(σA) и число α ∈ ηK(ϕ). Тогда найдется такая модель
Aµ ∈ K, что µ(ϕ) = α.

С другой стороны, так как K = Kη и Aµ ∈ K, то µ(ϕ) ∈ η(ϕ).
Следовательно, α ∈ η(ϕ).

Таким образом, мы показали, что для любого предложения ϕ ∈
S(σA) выполняется включение

ηK(ϕ) ⊆ η(ϕ). (2.1)

Рассмотрим теперь модель Aµ′ ∈ KηK
. По Определению 4, модель

Aµ′ согласуется с означиванием ηK. Следовательно, для любого предло-
жения ϕ ∈ S(σA) имеем µ′(ϕ) ∈ ηK(ϕ). Тогда, согласно (2.1), получим
µ′(ϕ) ∈ η(ϕ).

Таким образом, мы получили, что Aµ′ ∈ K, а значит, и доказали
включение KηK

⊆ K.
⇐) Доказательство очевидно, так как если K = KηK

, то класс K

аксиоматизируется означиванием ηK.

Предложение 1. Пусть {Ki}i∈I — последовательность аксиомати-
зированных классов. Тогда классы

⋂

i∈I Ki и
⋃

i∈I Ki также являются
аксиоматизируемыми.

Доказательство. Пусть {Ki}i∈I — последовательность аксиоматизиро-
ванных классов. Тогда для каждого класса Ki найдется такое означи-
вание ηi, что Ki = Kηi .

Определим означивание η′ : S(σA) → ℘([0; 1]) следующим образом:
для любого предложения ϕ ∈ S(σA) имеем

η′(ϕ) =
⋂

i∈I

ηi(ϕ).

Покажем, что
⋂

i∈I Ki = Kη′ .
Aµ ∈

⋂

i∈I Ki ⇔ для любого i ∈ I имеем Aµ ∈ Ki ⇔ для любого
i ∈ I и для любого предложения ϕ ∈ S(σA) имеем µ(ϕ) ∈ ηi(ϕ) ⇔ для
любого ϕ ∈ S(σA) имеем µ(ϕ) ∈

⋂

i∈I ηi(ϕ) = η′(ϕ) ⇔ Aµ ∈ Kη′ .
Аналогично определим означивание η′′ : S(σA) → ℘([0; 1]) следую-

щим образом: для любого предложения ϕ ∈ S(σA) имеем

η′′(ϕ) =
⋃

i∈I

ηi(ϕ).
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Покажем, что
⋃

i∈I Ki = Kη′′ .
Aµ ∈

⋃

i∈I Ki ⇔ найдется такой индекс i ∈ I, что Aµ ∈ Ki ⇔
найдется такой индекс i ∈ I, что для любого предложения ϕ ∈ S(σA)
имеем µ(ϕ) ∈ ηi(ϕ) ⇔ для любого ϕ ∈ S(σA) имеем µ(ϕ) ∈

⋃

i∈I ηi(ϕ) =
η′′(ϕ) ⇔ Aµ ∈ Kη′′ .

3. Интервальные означивания

Обозначим через I множество всех замкнутых подинтервалов интер-
вала [0; 1], т. е. I = {[a; b] | 0 ≤ a ≤ b ≤ 1}.

Также будем считать, что ∅ ∈ I. Это нам позволит формализовывать
частичные (неполные) знания о предметной области.

Определение 7. Отображение ev : S(σA) → I назовем интерваль-

ным означиванием множества предложений сигнатуры σA.
Интервальное означивание ev назовем точечным, если для любого

предложения ϕ ∈ S(σA) имеем либо η(ϕ) = ∅, либо η(ϕ) является
одноэлементным множеством, т. е. числом из интервала [0; 1].

Класс моделей Kev, порожденный интервальным означиванием, бу-
дем также называть интервальным. Очевидно, что каждый интер-
вальный класс нечетких моделей является аксиоматизированным.

Предложение 2. Пусть {Ki}i∈I — последовательность интерваль-
ных классов. Тогда класс

⋂

i∈I Ki также является интервальным.

Доказательство. Пусть {Ki}i∈I — последовательность интервальных
классов. Тогда для каждого класса Ki найдется такое интервальное
означивание evi, что Ki = Kevi .

Определим означивание ev′ : S(σA) → ℘([0; 1]) следующим образом:
для любого предложения ϕ ∈ S(σA) имеем

ev′(ϕ) =
⋂

i∈I

evi(ϕ).

Очевидно, что отображение ev′ является интервальным и, по Пред-
ложению 1, аксиоматизирует класс

⋂

i∈I Ki.

Определение 8. Рассмотрим означивание η : S(σA) → ℘([0; 1]).
Означивание ηKη будем называть замыканием означивания η (и обо-
значать η).

Заметим, что если означивание η : S(σA) → ℘([0; 1]) несогласованно,
то его замыкание η является вырожденным означиванием, т. е. для
любого ϕ ∈ S(σA) имеем η(ϕ) = ∅.
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Предложение 3. Рассмотрим согласованное означивание

η : S(σA) → ℘([0; 1]).

Тогда для любого предложения ϕ ∈ S(σA) имеем

η(ϕ) 6= ∅ ⇒ η(ϕ) ⊆ η(ϕ).

Доказательство. Пусть η(ϕ) = Λ (где Λ ⊆ [0; 1]). Так как η = ηKη , то
для любого α ∈ Λ найдется такая модель Aµ ∈ Kη, что µ(ϕ) = α. А из
того, что Aµ ∈ Kη, следует, что α ∈ η(ϕ).

Теорема 2. Замыкание любого точечного означивания является ин-
тервальным означиванием.

Доказательство теоремы можно найти в работе [17].

Теорема 3. Замыкание любого интервального означивания является
интервальным означиванием.

Доказательство. Рассмотрим означивание ev : S(σA) → I и его за-
мыкание ev. Если означивание ev несогласованно, то его замыкание
вырождено, а значит, может рассматриваться как частный случай ин-
тервального означивания.

Поэтому будем рассматривать согласованное интервальное означи-
вание ev. Пусть нечеткие модели Aµ1 и Aµ2 согласуются с означиванием
ev. Тогда для любого предложения ϕ ∈ S(σA) имеем µ1(ϕ), µ2(ϕ) ∈ ev.

Допустим, что µ1(ϕ) < µ2(ϕ). Нам необходимо показать, что для лю-
бого числа α такого, что µ1(ϕ) < α < µ2(ϕ), можно построить нечеткую
модель Aµ, которая, с одной стороны, согласована с означиванием ev, а
с другой стороны, µ(ϕ) = α.

Пусть k1 = α−µ1(ϕ)
µ2(ϕ)−µ1(ϕ)

и k2 = µ2(ϕ)−α
µ2(ϕ)−µ1(ϕ)

. Определим отображение
µ = k2 · µ1 + k1 · µ2.

Не трудно показать, что отображение µ является нечеткой мерой, а
следовательно, определяет некоторую нечеткую модель Aµ.

Также очевидно, что µ(ϕ) = α.
Нам остается показать, что модель Aµ согласована с означиванием

ev. Для этого нужно показать, что для любого предложения ψ ∈ S(σA)
выполняется включение µ(ψ) ∈ ev(ψ).

Так как модели Aµ1 и Aµ2 согласуются с означиванием ev, то µ1(ψ) ∈
ev(ψ) и µ1(ψ) ∈ ev(ψ). Допустим, что µ1(ψ) < µ2(ψ).

Заметим, что k1 + k2 = 1. Тогда µ1(ψ) = k2 · µ1(ψ) + k1 · µ1(ψ). Так
как µ1(ψ) < µ2(ψ), получим µ1(ψ) ≤ k2 · µ1(ψ) + k1 · µ2(ψ).

Аналогичным образом получим k2 · µ1(ψ) + k1 · µ2(ψ) ≤ µ2(ψ).
Откуда следует µ1(ψ) ≤ µ(ψ) ≤ µ2(ψ).
А так как означивание ev интервальное, то получим µ(ψ) ∈ ev(ψ).

Следовательно, µ(ψ) ∈ ev(ψ).
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Точечные означивания можно интерпретировать как субъективные
оценки эксперта событий данной предметной области [18]. Даже в слу-
чае, когда сигнатура σA является конечной, множество предложений
S(σA) счетно.

Очевидно, что эксперт не может дать оценки для бесконечного мно-
жества событий в рассматриваемой предметной области. Поэтому вста-
ет вопрос о том, какое минимальное количество событий предметной
области необходимо означить эксперту для того, чтобы по полученной
информации однозначно восстанавливалась нечеткая модель, форма-
лизующая данную предметную область.

Таким образом, встает следующий вопрос: какие необходимо нало-
жить условия на точечное означивание ev, чтобы класс нечетких мо-
делей Kev содержал ровно одну модель? Очевидно, что если точечное
означивание ev полное, то класс Kev будет содержать ровно одну мо-
дель. Однако даже некоторые частные случаи частичного точечного
означивания могут обладать точечным замыканием.

Лемма 1. Пусть ev : S(σA) → I — точечное означивание такое, что

ev(ϕ) 6= ∅ ⇔ ϕ ∈ Sa(σA).

Класс нечетких моделей Kev содержит ровно одну модель тогда и
только тогда, когда означивание ev является тривиальным.

Доказательство. Рассмотрим нечеткую модель Aµ = 〈A, σ, µ〉. Так как
истинностная функция µ является нечеткой мерой, определенной на
алгебре Линденбаума – Тарского S(σA)/∼, то для нее выполняются
следующие включения [8]:

µ(ϕ ∧ ψ) ∈ [max{0;µ(ϕ) + µ(ψ)− 1};min{µ(ϕ);µ(ψ)}]; (3.1)

µ(ϕ ∨ ψ) ∈ [max{µ(ϕ);µ(ψ)};min{1;µ(ϕ) + µ(ψ)}]. (3.2)

Очевидно, что если модель A является тривиальной, т. е. для любых
предложений ϕ,ψ ∈ S(σA) выполняется условие µ(ϕ), µ(ψ) ∈ {0; 1}, то
интервалы из (3.1) и (3.2) сжимаются в точку (также равную 0 или 1).

В противном случае истинностное значение составного предложения
не может однозначно определяться по истинностным значениям входя-
щих в него атомарных предложений. А значит, означивание всех ато-
марных предложений недостаточно для того, чтобы однозначно описать
нечеткую модель.

Лемма 2. Пусть ev : S(σA) → I — точечное означивание. Тогда для
того, чтобы класс нечетких моделей Kev содержал ровно одну модель,
достаточно выполнения условия

{ϕ ∈ S(σA) | ev(ϕ) 6= ∅} = Sqf (σA).
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Доказательство. Рассмотрим нечеткую модель Aµ = 〈A, σ, µ〉. В ста-
тье [17] было показано, что для любой формулы с одной свободной
переменной ϕ(x) имеем

µ
(

∀xϕ(x)
)

= lim
n→∞

µ
( n∧

i=1

ϕ(ai)
)

µ
(

∃xϕ(x)
)

= lim
n→∞

µ
( n∨

i=1

ϕ(ai)
)

.

Следовательно, для определения нечеткой модели нет необходимости
означивать предложения, содержащие кванторы. Истинностные зна-
чения предложений с кванторами однозначно восстанавливаются по
истинностным значениям соответствующих бескванторных предложе-
ний.

Таким образом, в Лемме 2 показано, что означивание всех бескван-
торных предложений сигнатуры σA достаточно для того, чтобы одно-
значно определить нечеткую модель. Однако этого может оказаться
«слишком много» для описания нечеткой модели.

Следующие два предложения приводят примеры собственных под-
множеств множества всех бескванторных предложений сигнатуры σA,
означивание которых достаточно для однозначного описания нечеткой
модели.

Предложение 4. Пусть множество всех атомарных предложений
сигнатуры σA конечно, т. е. Sa(σA) = {ψ1, ..., ψn}. Определим множе-
ство всех максимальных конъюнктов Sβ(σA) следующим образом:

Sβ(σA) = {ϕ ∈ Sqf (σA) | ϕ = ε1ψ1 ∧ ... ∧ εnψn, εi ∈ {_;¬}}.

Точечное означивание ev такое, что ev(ϕ) 6= ∅ ⇔ ϕ ∈ Sβ(σA) является
согласованным тогда и только тогда, когда выполняется условие

∑

ϕ∈Sβ(σA)

µ(ϕ) = 1.

Более того, класс Kev содержит ровно одну нечеткую модель.

Предложение 5. Пусть Sa(σA) = {ψ1, ..., ψn, ...}. Определим мно-
жество всех положительных конъюнктов Sγ(σA) следующим об-
разом:

Sγ(σA) = {ϕi ∈ Sqf (σA) | ϕi = ψi1 ∧ ... ∧ ψini
, ni ∈ N}.

Точечное означивание ev такое, что ev(ϕ) 6= ∅ ⇔ ϕ ∈ Sγ(σA) является
согласованным тогда и только тогда, когда для любых предложений
ϕ1, ϕ2 ∈ Sγ(σA) выполняется условие

ϕ1 ∼ ϕ1 ∧ ϕ2 ⇒ µ(ϕ1) ≤ µ(ϕ2).

Более того, класс Kev содержит ровно одну нечеткую модель.
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4. Классы моделей, порожденные подмоделями

В этом параграфе введем еще одно ограничение на сигнатуру σ. Мы
будем рассматривать чисто предикатную сигнатуру (т. е. не содержа-
щую ни функциональных символов, ни символов констант).

Мы будем говорить, что нечеткие модели Aµ1 = 〈A, σ, µ1〉 и Aµ2 =
〈A, σ, µ2〉 изоморфны (и обозначать Aµ1 ≡ Aµ2), если для любого
предложения ϕ ∈ S(σA) имеет место равенство µ1(ϕ) = µ2(ϕ).

Далее дадим определение подмодели нечеткой модели, определенной
на предикатной сигнатуре σ.

Определение 9. Пусть B ⊆ A. Тогда нечеткая модель

Bµ1 = 〈B,σ, µ1〉

является подмоделью нечеткой модели Aµ2 = 〈A, σ, µ2〉, если для
любого бескванторного предложения ϕ ∈ S(σB) имеет место µ1(ϕ) =
µ2(ϕ).

Далее через A
⇂B
µ будем обозначать подмодель модели Aµ, определен-

ную на множестве B.

Определение 10. Рассмотрим нечеткие модели Aµ1 = 〈A,µ1, σ〉 и
Aµ2 = 〈A,µ2, σ〉. Пусть B ⊆ A. Будем говорить, что модели Aµ1 и
Aµ2 являются B-эквивалентными (и обозначать Aµ1 ∼B Aµ2), если

A
⇂B
µ1 ≡ A

⇂B
µ2 .

Очевидно, что для любого подмножества B ⊆ A отношение ∼B яв-
ляется отношением эквивалентности, а значит, разбивает класс K(A, σ)
на непересекающиеся подклассы.

Введем стандартное обозначение класса эквивалентности

[Aµ]B = {Aµ′ | Aµ′ ∼B Aµ}

и фактор-класса

K(A, σ)/B = {[Aµ]B | Aµ ∈ K(A, σ)}.

Заметим, что если B = ∅, то все модели из класса K(A, σ) B-эквива-
лентны, т. е. [Aµ]∅ = K(A, σ) для любой нечеткой модели Aµ ∈ K(A, σ).

Предложение 6. Пусть B1 ⊆ B2 ⊆ A. Тогда для любой нечеткой
модели Aµ ∈ K(A, σ) имеем

[Aµ]B2 ⊆ [Aµ]B1 .

Доказательство. Пусть Aµ′ ∈ [Aµ]B2 . Тогда A
⇂B2
µ′ ≡ A

⇂B2
µ . А так как

B1 ⊆ B2, то A
⇂B1
µ′ ≡ A

⇂B1
µ . Следовательно, Aµ′ ∈ [Aµ]B1 .
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Определение 11. Рассмотрим нечеткие модели Aµ1 = 〈A,µ1, σ〉 и
Aµ2 = 〈A,µ2, σ〉 и последовательность подмножеств {Bi ⊆ A}i∈I . Бу-
дем говорить, что модели Aµ1 и Aµ2 являются {Bi}-эквивалентными

(и обозначать Aµ1 ∼{Bi} Aµ2), если A
⇂Bi
µ1 ≡ A

⇂Bi
µ2 для любого i ∈ I.

Предложение 7. Пусть {Bi ⊆ A}i∈I — последовательность подмно-
жеств, множества A. Тогда для любой нечеткой модели Aµ ∈ K(A, σ)
имеем

[Aµ]{Bi} =
⋂

i∈I

[Aµ]Bi
.

Доказательство. Aµ′ ∈ [Aµ]{Bi} ⇔ ∀i ∈ I : A
⇂Bi

µ′ ≡ A
⇂Bi
µ ⇔ ∀i ∈ I :

Aµ′ ∈ [Aµ]Bi
⇔ Aµ′ ∈

⋂

i∈I [Aµ]Bi
.

Следствие 1. Пусть {Bi ⊆ A}i∈I – последовательность подмно-
жеств множества A. Тогда для любой нечеткой модели Aµ ∈ K(A, σ)
имеем

[Aµ]∪Bi
⊆ [Aµ]{Bi} ⊆ [Aµ]∩Bi

.

Доказательство. Пусть Aµ′ ∈ [Aµ]∪Bi
. Тогда A

⇂∪Bi

µ′ ≡ A
⇂∪Bi
µ . Значит, для

любого i ∈ I имеем A
⇂Bi

µ′ ≡ A
⇂Bi
µ , т.е. для любого i ∈ I имеем Aµ′ ∈ [Aµ]Bi

.
Следовательно, по Предложению 7, получаем, что Aµ′ ∈ [Aµ]{Bi}. Таким
образом, мы получили, что [Aµ]∪Bi

⊆ [Aµ]{Bi}.
Очевидно, что для любого i ∈ I имеем

⋂

i∈I Bi ⊆ Bi. Тогда, по
Предложению 6 получим, что для любого i ∈ I имеем [Aµ]Bi

⊆ [Aµ]∩Bi
.

Следовательно,
⋂

i∈I [Aµ]Bi
⊆ [Aµ]∩Bi

.

Теорема 4. Пусть {Bi ⊆ A}i∈I – последовательность подмножеств
множества A. Тогда для любой нечеткой модели Aµ ∈ K(A, σ) класс
[Aµ]{Bi} является аксиоматизированным интервальным классом.

Доказательство. Рассмотрим подмножество B ⊆ A и нечеткую модель
Aµ. Определим точечное означивание η : S(σA) → [0; 1] следующим
образом:

η(ϕ) =

{

µ(ϕ), ϕ ∈ Sqf (σB);

∅, ϕ 6∈ Sqf (σB).

Покажем, что [Aµ]B = Kη, т. е. класс нечетких моделей [Aµ]B , явля-
ется аксиоматизированным интервальным классом.

Aµ′ ∈ [Aµ]B ⇔ A
⇂B
µ′ ≡ A⇂Bµ ⇔

⇔ ∀ϕ ∈ Sqf (σB) : µ
′(ϕ) = µ(ϕ) = η(ϕ) ⇔ Aµ′ ∈ Kη .
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Рассмотрим теперь последовательность подмножеств {Bi ⊆ A}i∈I .
По Предложению 7, имеем [Aµ]{Bi} =

⋂

i∈I [Aµ]Bi
.

Далее, по Предложению 1, получим, что класс [Aµ]{Bi} аксиома-
тизирован, А, по Предложению 2, класс [Aµ]{Bi} является интерваль-
ным.

5. Заключение

Данная работа посвящена исследованиям в области теории нечетких
моделей, являющейся методологией логической формализации пред-
метных областей при условии неточности и неполноты знаний об этих
предметных областях.

Одной из сфер применения теории нечетких моделей является фор-
мализация субъективных оценочных знаний экспертов о предметной об-
ласти. Набор экспертных оценок является конечным и зачастую непол-
ным. В результате не всегда получается однозначно описать нечеткую
модель, формализующую эти знания. Это приводит к возникновению
целого класса нечетких моделей, согласованных с данным набором экс-
пертных оценок, и возникает проблема неоднозначности порождения
новых оценочных знаний о предметной области [16; 18]. Для формали-
зации таких знаний хорошо подходят интервальные и точечные озна-
чивания, а также классы нечетких моделей, порожденные такими озна-
чиваниями.

Под другим направлением применения теории нечетких моделей
можно рассматривать теоретико-модельную формализацию квантовых
вычислений. В квантовых вычислениях минимальным и неделимым
носителем информации является кубит [5]. В отличие от бита кубит
может принимать континуум различных значений, которые возможно
формализовать, используя нечеткую нотацию [4]. При таком подхо-
де измерение квантовой системы можно рассматривать как выделение
подмодели нечеткой модели.

Одной из центральных концепций квантовых вычислений является
квантовая запутанность, которая отличает квантовую теорию от клас-
сических описаний мира [13]. Она представляет большой интерес из-за
резкого контраста с нашей повседневной интуицией. Ключевой харак-
теристикой этого явления является отсутствие локализации измере-
ния. Система считается незапутанной или разделимой, если результаты
измерений одних элементов не зависят от измерений других элементов.

В будущих исследованиях мы планируем сосредоточиться на изу-
чении разделимых и переплетенных нечетких моделей, которые будут
являться обобщением соответствующих понятий из теории квантовых
измерений.
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