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Аннотация. Изучается линейная по состоянию задача оптимального управления
транспортным уравнением с источником на пространстве конечных знакоперемен-
ных борелевских мер. Для этой задачи впервые получен вариант классического
принципа Понтрягина (в форме принципа минимума) и предложен подход к его
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1. Введение

Исследуется задача оптимального управления линейным уравнени-
ем баланса (транспортным уравнением с источником) в пространстве
конечных знакопеременных мер на Rn. Подобные уравнения представ-
ляют удобный математический аппарат для моделирования и анализа
поведения больших популяций взаимодействующих «точечных» объек-
тов в терминах их статистического приближения — «среднего поля».

Хорошо изучен случай, когда источниковый член тривиален. При
этом совокупная мера («масса» моделируемой популяции) сохраняется
в процессе движения, а само уравнение баланса превращается в урав-
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нение неразрывности, которое удобно рассматривать на пространстве
вероятностных (или неотрицательных) мер. Имеющиеся здесь резуль-
таты теории (оптимального) управления находят широкий круг при-
ложений в ряде смежных областей — от статистической механики до
математической биологии, см., например, [15–17;22] и цитируемую там
литературу.

В классе неотрицательных мер удается остаться и при моделиро-
вании некоторых процессов с нетривиальным источником/стоком, см.
обзор в [24] и недавнюю работу [8]. Однако в общем случае популяция
характеризуется уже не массой, а некоторым «зарядом», т. е. мера-
состояние становится знакопеременной. Подобные постановки рассмот-
рены, например, в [2; 21; 24].

Хотя область приложения моделей последнего типа, очевидно, на-
много шире, результаты в этом направлении носят фрагментарный ха-
рактер: нам известны лишь только что упомянутые (и цитируемые в
них) публикации, причем вопросы теории управления такими систе-
мами затрагиваются, по-видимому, исключительно в [24]. Особо отме-
тим, что соответствующий аппарат оптимального управления не раз-
вит уже в части базовых результатов. Так, например, адекватный прин-
цип максимума Понтрягина (ПМП) — вариант классического необхо-
димого условия оптимальности [26] — не сформулирован даже в линей-
ной по состоянию задаче управления уравнением баланса с линейным
источником.

В п. 2.2 настоящей статьи мы рассмотрим именно такую обобщенно-
линейную постановку упомянутой экстремальной задачи, получим в
ней вариант принципа Понтрягина (п. 3.2) и изложим неклассический
подход к ее анализу на основе точных представлений приращения це-
левого функционала (п. 4.1). Основными результатами являются серия
необходимых условий глобального минимума в форме так называемо-
го позиционного принципа оптимальности (п. 4.2) и основанный на
этом принципе концептуальный метод спуска по функционалу (п. 4.3).
Пример применения полученных результатов представлен в п. 4.4.

2. Задача оптимального управления

2.1. Основные обозначения

В статье встречаются следующие объекты: Rn есть n-мерное евкли-
дово пространство с нормой | · | и скалярным произведением x · y.

Пусть X — топологическое пространство. Его топологически сопря-
женное обозначаем через X

∗. Как правило, последнее будет оснащено
слабой* топологией σ(X∗,X).
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C(X;Y ) есть пространство непрерывных отображений X → Y ; ес-
ли Y = R, пишем C(X); Cc(R

n), C
1
c (R

n) и C
∞
c (Rn) — пространства

непрерывных, непрерывно дифференцируемых и гладких функций с
компактным носителем в Rn соответственно.

M(Rn) есть пространство конечных знакопеременных борелевских
мер на Rn. Действие меры µ на интегрируемую функцию ϕ обозначаем

как 〈µ,ϕ〉
.
= Eµ(ϕ)

.
=

∫

ϕdµ, где
∫

=

∫

Rn

; M1(R
n) есть подпростран-

ство мер µ с конечным первым моментом m1(µ)
.
=

∫

|x| d|µ| < ∞. На

пространстве M(Rn) определяем две нормы: норму полной вариации
‖µ‖ = µ+(R

n) + µ−(R
n), где µ± — компоненты разложения Жордана, и

норму Канторовича-Рубинштейна

‖µ‖K
.
= sup {〈µ,ϕ〉 : ϕ ∈ Cb(R

n), max{|ϕ|,Lip(ϕ)} ≤ 1} ,

где Lip — наименьшая константа Липшица соответствующей функции.
Для борелевского отображения F : Rn → Rn через F♯µ записываем образ
F♯µ

.
= µ ◦ F−1 ∈ M(Rn) меры µ ∈ M(Rn) под действием F .

Символом Ln обозначаем меру Лебега на Rn, а через δx — атомиче-
скую меру Дирака, сконцентрированную в точке x. Сокращение «п. в.»
означает «почти всюду (почти всех) с точки зрения Ln».

L1(I;R
n) и L∞(I;Rn) есть пространства Лебега классов эквивалент-

ности измеримых суммируемых (относительно Ln) и существенно огра-
ниченных функций с соответствующими нормами.

Имея дело с функциями многих переменных, будем опускать зави-
симость от «свободных» аргументов. Например, функцию f = f(x, y, z)
при фиксированном y запишем как f(y). Особую роль играет перемен-
ная времени t; зависимость от нее будем обозначать нижним индексом.

2.2. Постановка задачи

Обозначим для краткости X
.
= (M1(R

n), ‖ · ‖K). Пусть заданы отоб-
ражения ξ : Rn → R, f : I×Rn×U → Rn, g : I×Rn×U → R и h : I×U → X,
число T > 0, мера ϑ ∈ X и множество ∅ 6= U ⊆ Rm. На фиксированном
отрезке времени I

.
= [0, T ] рассмотрим задачу оптимального управления

в стандартной форме:

(LP ) I[u]
.
= 〈µT [u], ξ〉

.
= E

µT ξ → inf,

∂tµ+∇x · (ft (ut)µ) = gt(ut)µ+ ht(ut) при п. в. t ∈ I; µ0 = ϑ; (2.1)

u ∈ U . (2.2)

Пространство X играет роль множества фазовых состояний, которы-
ми выступают знакопеременные борелевские меры µt; траекториями
являются непрерывные кривые µ : t 7→ µt, I → X.

Известия Иркутского государственного университета.
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Класс U
.
= L∞(I;U) допустимых управляющих воздействий состав-

лен из измеримых функций u : t 7→ ut, I → Rm, принимающих значения
в множестве U . Заострим внимание на том, что функции u не зависят
от позиции x. В теории управления мультиагентными системами подоб-
ные постановки принято относить к так называемым задачам управ-
ления ансамблями траекторий (или же задачам «широкополосного»
управления системами с неопределенным начальным условием): если
интерпретировать меру µ как закон распределения ансамбля однотип-
ных точечных объектов (или соответствующего случайного состояния),
то управления класса U действуют на все такие объекты одинаково.
Очевидно, что на практике подобные широкополосные воздействия ре-
ализовать гораздо легче, чем «управления средним полем» вида u =
ut(x) (см. дальнейшее в [23; 28; 29]).

Сделаем следующие стандартные предположения:

(A1) ξ ∈ D
.
= C

1
c (R

n).

(A2) Функция f : I × Rn × U → Rn измерима по t, непрерывна по (x, u),
непрерывно дифференцируема по x и удовлетворяет условию суб-
линейного роста по x.

(A3) g : I×Rn×U → R измерима по t, непрерывна по (x, u), непрерывно
дифференцируема по x и имеет компактный носитель.

(A4) Для всякого борелевского подмножества A ⊂ Rn функция (t, υ) 7→

ht(υ,A) измерима по Борелю, и
∫

I
‖ht(ut)‖ dt < +∞ ∀u ∈ U .

Заметим, что условие на носитель функции ξ в (A1) может быть заме-
нено требованием компактности носителя меры ϑ.

Решение µ = µ[u] формальной задачи Коши (2.1) понимается в смыс-
ле распределений: для любой пробной функции ϕ ∈ C

∞
c (Rn) и п. в. t ∈ I

выполнено равенство

〈∂tµ,ϕ〉
.
=

d

dt
〈µt, ϕ〉 = 〈µt,∇ϕ · ft(ut) + gt(ut)ϕ〉 + 〈ht(ut), ϕ〉 , (2.3)

и справедлив предельный переход lim
t→0

〈µt, ϕ〉 = 〈ϑ,ϕ〉.

По аналогии с [1, замечание 2.3] класс тест-функций может быть
расширен до множества C

1
c (R

n).
Предположения (A1)–(A4) гарантируют [24, теорема 1] существова-

ние единственного непрерывного решения задачи Коши (2.1). Там же
показано, что в случае аффинной зависимости функций f, g и h от пере-
менной управления оператор u 7→ µ[u] непрерывен как U → C(I;X), где
U снабжено топологией σ(L∞,L1), а C(I;X) — равномерной нормой.
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Для краткости удобно записать условие (2.3) в терминах семейства
(t, υ) 7→ Lt(υ) неограниченных линейных операторов

Lt(υ)ϕ
.
= ∇ϕ · vt(υ) + gt(υ)ϕ,

определенных при каждом υ ∈ U и п. в. t ∈ I на общем множестве
D(Lt(υ))

.
= C

1(Rn) ⊃ D:

〈∂tµ,ϕ〉
.
=

d

dt
〈µt, ϕ〉 = 〈µt,L(ut)ϕ〉 + 〈h(ut), ϕ〉 п. в. на I.

Заметим, что формально сопряженным к Lt(υ) выступает оператор

L∗
t (υ)µ

.
= −∇x · (ft(υ)µ) + gt(υ)µ,

и уравнение (2.1) может быть (опять же формально) записано в виде

∂tµ = L∗(ut)µ+ h(ut). (2.4)

Последнее имеет вполне строгий смысл, если под переменной µ пони-
мать не меру, а ее достаточно гладкую плотность относительно Ln (при
условии, что начальная мера ϑ такой плотностью обладает, а опера-
торы в правой части достаточно регулярны); в таком случае, и если
G ≡ 0 и h ≡ 0, приведенное выражение представляет собой уравнение
Лиувилля, знакомое из классической гидродинамики.

3. Вспомогательные факты. Принцип Понтрягина

3.1. Представление решения. Сопряженная траектория

Обозначим через Φ: (s, t, x) → Φs,t(x) поток (оператор Коши) неав-
тономного векторного поля f = ft(x), I × Rn → Rn. Иными словами,
t 7→ Φs,t(x) есть решение обыкновенного дифференциального уравнения

ẏ = ft(y); y(s) = x. (3.1)

Напомним, что (при стандартных предположениях регулярности) поток
Φ обладает групповым свойством

Φs,t ◦Φτ,s = Φτ,t, Φs,s = id ∀ τ, s, t ∈ I, (3.2)

в частности, отображение x 7→ Φs,t(x) обратимо, и Φ−1
s,t = Φt,s.

Предложение 1. Пусть выполнены условия (A1)–(A4), h ≡ 0, u ∈ U ,
ft(x)

.
= ft(x, ut), и gt(x)

.
= gt(x, ut). Тогда решение µ уравнения баланса

допускает представление

µt = exp

[∫

I
gs ◦ Φt,s ds

]

Φ0,t♯ϑ, (3.3)

где Φ — поток векторного поля f .

Известия Иркутского государственного университета.
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Доказательство. Мера, определенная равенством (3.3), действует на
пробную функцию ϕ ∈ C

1
c (R

n) следующим образом:

〈µt, ϕ〉 =

∫

ϕ(x) exp

[∫

I
gs ◦ Φt,s(x) ds

]

dΦ0,t♯ϑ(x)

=

∫

ϕ ◦Φ0,t(x) exp

[∫

I
gs ◦ Φ0,s(x) ds

]

dϑ(x).

В силу гипотез (A1)–(A4) правая часть этого выражения дифференци-
руема по времени при п. в. t, и

d

dt
〈µt, ϕ〉 =

∫

∇ϕ (Φ0,t(x)) · ft (Φ0,t(x)) exp

[∫

I
gs (Φ0,s(x)) ds

]

dϑ(x)

+

∫

ϕ (Φ0,t(x)) exp

[∫

I
gs (Φ0,s(x)) ds

]

gt (Φ0,t(x)) dϑ(x)

=

∫

∇ϕ (x) · ft (x) exp

[∫

I
gs (Φt,s(x)) ds

]

dΦ0,t♯ϑ(x)

+

∫

ϕ (x) exp

[∫

I
gs (Φt,s(x)) ds

]

gt (x) dΦ0,t♯ϑ(x)

= 〈µt,∇ϕ · ft + gt ϕ〉 п. в. на I,

что и требовалось доказать.

Рассуждая аналогично, приходим к следующему представлению ре-
шения задачи Коши (2.1) в общем неоднородном случае (h 6= 0):

µt = exp

[∫

I
gs ◦ Φt,s ds

]

Φ0,t♯ϑ+

∫

I
exp

[∫ t

s
gτ ◦Φt,τ dτ

]
(
Φs,t♯hs

)
ds.

Более того, пусть η ∈ C(I × Rn), причем ηt ∈ C
1
c (R

n) для всех t ∈ I, и
функция t 7→ ηt(x) абсолютно непрерывна при каждом x ∈ Rn. Тогда
справедлива формула дифференцирования:

d

dt
〈µt, ηt〉 = 〈µt, ∂tη +∇xη · ft + gt η〉+ 〈ht, ϕ〉 при п. в. t ∈ I. (3.4)

Из последнего выражения очевидно, что если p = p[u] — достаточно
регулярное решение уравнения

{∂t + Lt(ut)}p
.
= ∂tp+∇xp · ft + gt p = 0, (3.5)

отвечающее тому же управлению u ∈ U , что и µ = µ[u], то

d

dt
〈µt, pt〉 = 〈ht(ut), pt〉 при п. в. t ∈ I. (3.6)

Это наблюдение позволяет трактовать функцию p как траекторию, со-
пряженную к µ.
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Предложение 2. Пусть выполнены условия предложения 1. Тогда
функция p : I × Rn → R, определенная равенством

pt(x) = exp

[∫ T

t
(gs ◦Φt,s)(x) ds

]

(ξ ◦Φt,T )(x), (3.7)

является решением сопряженного уравнения (3.5) с терминальным
условием pT = ξ.

Доказательство. Из дифференцируемости функций f , ξ и g по x следу-
ет соответствующая дифференцируемость функции p, а из измеримости
f и g по t вытекает, что p абсолютно непрерывна по t. Следователь-
но, композиция pt ◦ Φ0,t дифференцируема по t п. в. на I. Пользуясь
групповой структурой потока Φ, представим эту композицию в виде

pt ◦Φ0,t = exp

[∫ T

t
gs ◦ Φ0,s ds

]

ξ ◦Φ0,T .

Тогда дифференцирование по t дает

{
∂tp+∇xp · ft

}
◦Φ0,t =

d

dt
(pt ◦Φ0,t) = − (gt pt) ◦ Φ0,t.

Поскольку Φ0,t гомеоморфно отображает Rn в себя, заключаем, что p
есть решение уравнения (3.5). Остается заметить, что pT = ξ.

3.2. Первая вариация функционала. Принцип Понтрягина

В данном пункте мы ограничимся случаем h ≡ 0 и предположим, что
от управления зависит лишь векторное поле f . Заметим, что даже при
таком сужении формулировка принципа Понтрягина (ПМП) в задаче
(LP ) не представлена в известной нам литературе.

Зафиксируем произвольное управление u ∈ U и будем, как и выше,
сокращать: ft(x)

.
= ft(x, ut). Рассмотрим неавтономное векторное поле

w
.
= wt : I×Rn → Rn, удовлетворяющее тем же условиям регулярности

и роста, что и f
.
= ft, и определим fλ

.
= f + λw, λ ∈ R. Пусть µλ —

решение соответствующего полю fλ уравнения баланса

∂µt +∇x · (f
λ
t µ) = gµt, µ0 = ϑ.

Справедливо

Предложение 3. Целевая функция дифференцируема по λ вдоль воз-
мущенной траектории µλ в точке λ = 0, и

d

dλ

∣
∣
∣
λ=0

∫

ξ dµλT =

∫

I
〈µt,∇pt · wt〉 dt. (3.8)
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Доказательство. 1) Обозначим через Φλ
s,t поток векторного поля fλ.

Такой поток дифференцируем [23] по λ в точке λ = 0, причем

d

dλ

∣
∣
∣
λ=0

Φλ
0,t(x) =

∫

I
DΦs,t

(
Φ0,s(x)

)
ws

(
Φ0,s(x)

)
ds (3.9)

при всех x ∈ Rn и t ∈ I.
2) Пользуясь представлением (3.3), продифференцируем целевой

функционал вдоль возмущенной траектории:

d

dλ

∣
∣
∣
λ=0

∫

ξ dµλT =
d

dλ

∣
∣
∣
λ=0

Eϑ

{

ξ(Φ0,T ) exp

[∫

I
gs (Φ0,s) ds

]}

.
= J1 + J2,

где

J1
.
= Eϑ

{

exp

[∫

I
gs (Φ0,s) ds

]

∇ξ (Φ0,T ) ·
d

dλ

∣
∣
∣
λ=0

Φλ
0,T

}

и

J2
.
= Eϑ

{

exp

[∫

I
gs (Φ0,s) ds

]

ξ (Φ0,T )

∫

I
∇gs (Φ0,s) ·

d

dλ

∣
∣
∣
λ=0

Φλ
0,s ds

}

.

Отсюда и из представления (3.9) находим

J1 = Eϑ

{

exp

[∫

I
gs (Φ0,s) ds

]

∇ξ (Φ0,T ) ·

∫

I
DΦt,T (Φ0,t)wt (Φ0,t) dt

}

=

∫

I
Eϑ

{

exp

[∫

I
gs (Φ0,s) ds

]

∇ξ (Φ0,T )
∗DΦt,T (Φ0,t)wt (Φ0,t)

}

dt

=

∫

I
Eµt

{

exp

[∫ T

t
gs (Φt,s) ds

]

∇ξ (Φt,T )
∗DΦt,T · wt

}

dt,

где звезда обозначает матричное транспонирование. С учетом выраже-
ния для производной потока второе слагаемое принимает вид

J2 = Eϑ

{

exp

[∫

I
gs (Φ0,s) ds

]

ξ (Φ0,T )J3

}

, где

J3
.
=

∫

I

∫ s

0
∇gs (Φ0,s)

∗DΦt,s(Φ0,t)wt(Φ0,t) dt ds.

Поскольку J3 суть двойной интеграл функции переменных (t, s) по тре-
угольнику ∆ = {(t, s) : t ≤ s, 0 ≤ s ≤ T, 0 ≤ t ≤ T}, он может быть
переписан в виде

J3 =

∫

I

∫ T

t
∇gs (Φ0,s)

∗DΦt,s(Φ0,t)wt(Φ0,t) ds dt.

Далее, как и в случае с J1, поменяем порядок интегрирования по ϑ и
dt, и вернемся в термины меры µt, воспользовавшись формулой пред-
ставления (3.3):

J2 =

∫

I
Eµt

{

exp

[∫ T

t
gs (Φt,s) ds

]

ξ (Φt,T )

∫ T

t
∇gs (Φt,s)DΦt,sdswt

}

dt.
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3) Для получения искомой формулы (3.8) остается продифференци-
ровать функцию (3.7) по пространственной переменной:

∇pt(x) = exp

[∫ T

t
gs (Φt,s(x)) ds

]

DΦt,T (x)
∗∇ξ (Φt,T (x))

+ exp

[∫ T

t
gs (Φt,s(x)) ds

]

ξ (Φt,T (x))

∫ T

t
DΦt,s(x)

∗∇gs (Φt,s(x)) ds,

и сравнить результат с итоговыми выражениями для J1 и J2.

Следствием предложения 3 является

Теорема 1 (ПМП). Пусть (µ̄, ū) – оптимальный процесс задачи (LP ),
p̄ — соответствующая сопряженная траектория, и выполнены усло-
вия предложения 3. Тогда справедливо равенство

min
υ∈U

〈
µ̄t, {Lt(υ)− Lt(ūt)} p̄t

〉
= 0 при п. в. t ∈ I.

Теорема 1 содержит необходимое условие оптимальности в классе
игольчатых вариаций управления — вариант ПМП для задачи (LP ) (в
форме принципа минимума). Ее доказательство опирается на предло-
жение 3 и проводится по аналогии с [23, теорема 2].

В следующем пункте мы получим еще одно необходимое условие
оптимальности, независимое от теоремы 1 и в определенных случаях
усиливающее последнюю.

4. Точные формулы приращения.
Позиционный принцип оптимальности

4.1. Формулы приращения

Зафиксируем два произвольных управления ū, u ∈ U и примем сле-
дующую систему сокращений: зависимость от управления ū будем пе-
редавать с помощью черты, а зависимость от u — опускать, к примеру,
v̄
.
= v|ū и µ

.
= µ[u].

Рассмотрим приращение ∆I
.
= I − Ī целевого функционала задачи

(LP ) на паре (u, ū). Пользуясь свойством (3.6) (при u = ū), представим
это приращение в следующем виде:

∆J = 〈µT − µ̄T , ξ〉
.
= 〈µT − µ̄T , p̄T 〉 − 〈µ0 − µ̄0, p̄0〉

︸ ︷︷ ︸

≡ 0

= 〈µT , p̄T 〉 − 〈µ0, p̄0〉 −

∫

I

〈
h̄t, p̄t

〉
dt =

∫

I

d

dt
〈µt, p̄t〉 dt−

∫

I

〈
h̄t, p̄t

〉
dt,
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где производная под знаком интеграла вычисляется по правилу (3.4):

d

dt
〈µt, p̄t〉 = 〈µt, {∂t + L} p̄〉+ 〈ht, p̄t〉 .

Применив простое преобразование (где мы имеем в виду линейность
всех операторов) {∂t + L} p̄ =

{
L − L̄

}
p̄ +

{
∂t + L̄

}
p̄

︸ ︷︷ ︸

≡ 0

=
{
L − L̄

}
p̄ и

обозначив
Ht(µ, p, u)

.
= 〈µ,Lt(u) p〉+ 〈ht(u), p〉, (4.1)

приходим к искомому представлению

∆I =

∫

I
[Ht(µt, p̄t, ut)−Ht(µt, p̄t, ūt)] dt. (4.2)

Заметим, что определенный выше функционал H выступает анало-
гом классической функции Гамильтона – Понтрягина. Другое важное
замечание состоит в следующем: формула (4.2) — точная (не имеет
остаточных членов) и нелокальная (справедлива для любой пары до-
пустимых управлений). Наконец, поменяв ролями управления u и ū,
получим симметричное выражение:

∆I = −

∫

I
[Ht(µ̄t, pt, ut)−Ht(µ̄t, pt, ūt)] dt.

Дальнейший анализ будет опираться на представление (4.2). Об-
судим, как извлечь из этого представления необходимое условие гло-
бального минимума и как применить последнее для (приближенного)
решения задачи (LP ).

4.2. Позиционное необходимое условие оптимальности

Пусть управление ū задано и подлежит проверке на оптимальность.
Попробуем установить обратный факт — неоптимальность u, т. е. пре-
дъявить управление u ∈ U со свойством ∆I < 0. Если этого не удает-
ся сделать в некотором конструктивно определенном классе S[ū] ⊂ U
вариаций управления ū, то последнее помечается как экстремальное.
При такой интерпретации класс S[ū] определяет не только необходимое
условие минимума, но и метод спуска по функционалу задачи (LP ).

Введем сокращение H̄t = H
∣
∣
p=p̄t

. Предположим, нам удалось подо-
брать процесс (µ = µ[u], u) со свойством:

H̄t(µt, ut) = min
υ∈U

H̄t(µt, υ) при п. в. t ∈ I. (4.3)

Ясно, что в этом случае ∆I ≤ 0, и если ū оптимально, то с необходимо-
стью ∆I = 0. Более того, поскольку при условии (4.3) подынтегральное
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выражение в (4.2) неположительно, справедливо

H̄t(µt, ūt) = min
υ∈U

H̄t(µt, ut)
.
= H̄t(µt, ut) при п. в. t ∈ I. (4.4)

Управление ū назовем опорным, а u — управлением сравнения (c ū).
В качестве фигурирующего выше класса S[ū] выберем множество всех
управлений сравнения. Теперь очевиден следующий результат.

Теорема 2 (Позиционное условие оптимальности). Пусть выполнены
предположения (A1)–(A4), и управление ū оптимально в (LP ). Пусть
при этом u ∈ S[ū]. Тогда ū удовлетворяет условию (4.4), и ∆I = 0.

Первая часть этого утверждения отдаленно напоминает классиче-
ский принцип Понтрягина (ПМП). Однако в ней, наряду с (заданным)
тестируемым управлением, задействованы (неизвестные) управления
сравнения, которые нужно предварительно найти из условия (4.3). По-
скольку в последнем фигурирует кривая µ = µ[u], его следует восприни-
мать как некоторое операторное уравнение на функцию u. Разумеется,
чтобы наше условие имело смысл, необходимо располагать хотя бы од-
ним решением этого уравнения. Убедимся, что класс S[ū] не пуст по
крайней мере в частной билинейной постановке.

Теорема 3. Предположим, выполнены условия (A1)–(A5). Тогда опе-
раторное уравнение (4.3) имеет хотя бы одно решение в классе U .

Доказательство. Сначала отметим, что множество U выпукло и ком-
пактно в топологии σ(L∞,L1) по теореме Банаха – Алаоглу [6, теоре-
ма 3, с. 13]. Определим функционал W : U × U → R и многозначное
отображение M : U  U выражениями

W [u, v]
.
=

∫

I
H̄t(µt[u], vt) dt и M [u]

.
=

{

v ∈ U : W [u, v] = inf
w∈U

W [u,w]

}

.

Напомним, что в предположениях теоремы функционал W непрерывен
в топологии произведения и линеен по второму аргументу. Отсюда сле-
дует, что M полунепрерывно сверху [6, теорема 6, с. 53] и его значения
суть выпуклые подмножества U . Применяя классическую теорему о
неподвижной точке Какутани – Фана [6, следствие 1, с. 85], заключаем,
что существует ǔ ∈ U со свойством: ǔ ∈M [ǔ].

Обозначим ηt(υ)
.
= H̄t(µt[ǔ], υ), αt

.
= min

υ∈U
ηt(υ), и приведем очевид-

ную оценку
∫

I
H̄t(µt[ǔ], ǔt) dt

.
= inf

w∈U

∫

I
ηt(wt) dt ≥

∫

I
min
υ∈U

H̄t (µt[ǔ], υ)
.
=

∫

I
αt dt.

Поскольку функция η непрерывна на I × U , и αt ∈ ηt(U) при п. в.
t ∈ I, то согласно лемме Филиппова [7, теорема 8.2.10] найдется такая
функция û ∈ U , что α = η ◦ û. Таким образом, в приведенной оценке
имеет место точное равенство, и ǔ — искомое решение (4.3).

Известия Иркутского государственного университета.
Серия «Математика». 2025. Т. 51. С. 3–20



УПРАВЛЕНИЕ УРАВНЕНИЯМИ БАЛАНСА 15

Как применять теорему 2 на практике? В самой структуре уравнения
(4.3) заложен определенный механизм обратной связи, ведь для его
решения нужно «одновременно» определить управление u и соответ-
ствующую траекторию µ[u]. Это наблюдение можно использовать для
(приближенного) вычисления управления сравнения: фиксируя (t, ν) ∈
I ×X, найдем w = wt[ν] как решение задачи

H̄t(ν,wt[ν]) = min
υ∈U

H̄t(ν, υ). (4.5)

Функция w может служить позиционным управлением системой (2.1).
Если после ее подстановки в (2.1) удается корректно определить ре-
шение µ = µ[w], то композиция u

.
= w ◦ µ, очевидно, будет искомым

элементом S[ū]. Однако уже в простейших случаях обратная связь w
оказывается разрывной по ν, и ее формальная подстановка в закон
баланса дает некорректное уравнение, решение которого в смысле (2.3)
не определено или не единственно. Эту проблему можно преодолеть по
аналогии с [28], приняв неклассическое понятие решения — по типу кон-
структивного движения Красовского – Субботина. Мы опустим даль-
нейшие детали этого подхода, который не содержит принципиальных
отличий от его оригинальной версии [20].

Сказанное выше проясняет использование эпитета «позиционное»
применительно к сформулированному принципу оптимальности. Хотя,
будучи записанным в форме теоремы 2, этот принцип не вполне удобен
для аналитического исследования опорного процесса, его многократное
(итеративное) применение приводит к концептуальному алгоритму по-
следовательных приближений, свободному (в отличие от методов «гра-
диентного» типа на основе принципа Понтрягина [27]) от каких-либо
параметров «глубины» или «шага».

4.3. Численный метод

Ниже предполагаем, что задача (4.5) решена предварительно (ана-
литически), и проведена селекция одного из ее решений w.

Алгоритм спуска (k-я итерация).

Дано: uk ∈ U .

Найти: uk+1 ∈ U такое, что I[uk+1] ≤ I[uk].

Итерация:

1. Решение сопряженного уравнения (3.5) в обратном времени:
pk := p[uk].

2. Решение уравнения (2.1) с обратной связью wk
t [µ] ∈ argmin

υ∈U
Hk

t (ν, υ)

в прямом времени: µk+1 := µ[wk].
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3. Синтез нового приближения: uk+1
t := wk

t [µ
k+1
t ].

Алгоритм порождает монотонную по функционалу последователь-
ность допустимых управлений, а значит, сходится (по меньшей мере)
по невязке 0 ≤ E [uk+1, uk]

.
= I[uk] − I[uk+1] → 0 (в частности, усло-

вие E [uk+1, uk] < ε с заданной точностью ε > 0 служит разумным
критерием остановки метода). По аналогии с [28], в случае аффинной
зависимости от управления, можно предполагать слабую* сходимость
подпоследовательности соседних значений (uk+1, uk) к «позиционной
экстремали» — паре (u, ū), удовлетворяющей теореме 2. Анализ этого
и других свойств алгоритма, а также его апробация в серии вычисли-
тельных экспериментов станут предметом отдельного исследования.

Отметим, что точные формулы приращения функционала и нело-
кальные алгоритмы спуска, подобные представленному, получены ранее
для задач управления классическими и некоторыми частными (отлич-
ными от исследуемого) классами распределенных систем (см., например
[3–5;13; 25; 27]).

4.4. Пример

Проиллюстрируем modus operandi изложенного подхода (шаг алго-
ритма спуска) на примере следующей одномерной постановки:

I[u] = 〈µ1, ξ〉 → min, ξ(x)
.
= x2/2; |u| ≤ 1;

∂tµ+ ut ∂xµ = −utµ, t ∈ [0, 1]; µ0 = ϑ ≻ 0.

В силу (3.3) решение t 7→ µt уравнения баланса определяется действием

〈µt, ϕ〉 = exp

(

−

∫

I
us ds

)∫

R

ϕ

(

x+

∫

I
us ds

)

dϑ(x), ϕ ∈ C1
c (R).

Поскольку начальная мера ϑ положительна, абсолютный минимум
I = 0 достигается на мерах вида µ1 = c δ0, c > 0. Ясно, что для реше-
ния задачи следует: а) организовать максимально интенсивный отток
массы на протяжение всего периода управления; б) сконцентрировать
терминальную массу в минимально возможной окрестности нуля.

Чтобы связь позиционного принципа и ПМП была более нагляд-
ной, изучим случай ϑ = δy, y ∈ R, при котором поставленная задача
эквивалентна классической нелинейной постановке

y2(1) z(1)

2
→ min, |u| ≤ 1; ẏ = u, y(0) = y; ż = −u z, z(0) = 1.

ПМП дает здесь следующее условие оптимальности процесса (y, z, u):

u = sgn
{y2(1)

2 − y(1)
}

(sgn a
.
= a/|a| для a 6= 0, и sgn 0 ∈ [−1, 1]), которое
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после несложного анализа позволяет найти структуру решения:






∫

I ut dt = min{−y, 1}, y ≤ 1,
u ≡ −1, y ∈ (1, e+1

e−1 ],

u ≡ 1, y ≥ e+1
e−1 .

Заметим при этом, что управление u ≡ 1 экстремально при всех y ≥ 1
(хотя и не оптимально при y ∈ (1, e+1

e−1)). Кроме того, при y = 2 имеется
еще одна, особая неоптимальная экстремаль: ū ≡ 0.

Рассмотрим последний случай и применим к управлению ū позици-
онный принцип оптимальности. Вычисляя

µ̄ ≡ ϑ, p̄ ≡ ξ; H̄t(µ, υ)
.
= υ 〈µ,∇xp̄− p̄〉 = υ

∫

R

[
x− x2/2

]
dµ(x),

находим позиционное управление: wt[µ] = sgn

∫

R

[
x2/2− x

]
dµ(x). При

sgn 0 = −1 построенный синтез порождает оптимальное управление u ≡
−1. Таким образом, позиционный принцип отбраковывает неоптималь-
ную экстремаль, причем при удачной инициализации обратной связи
решение находится за один шаг алгоритма спуска.

На самом деле, отбраковка управления ū имеет место при любом зна-
чении y 6= 0 и всяком выборе sgn 0 6= 0. Например, при y = 2 и sgn 0 = 1
единственным управлением сравнения оказывается другая неоптималь-
ная экстремаль, которая, однако же, лучше опорной по функционалу:
I[u ≡ 1] = 9

2e < 2 = I[ū]. При выборе последней в качестве опорного
управления улучшение отсутствует в диапазоне значений параметра
|y| > 1 (позиционный принцип не бракует неоптимальную экстремаль),
а при |y| ≤ 1 соответствующий синтез порождает одно из решений:
u(t) = −1 для y + 1− 2t > 0, и u(t) = 1 иначе.

Аналогичные рассуждения справедливы и для общего случая
ϑ ∈ M1(R), ϑ ≻ 0. При этом роль точки y будет играть барицентр
меры ϑ.

Видим, что в приведенном примере теорема 2 существенно усиливает
ПМП (хотя и не при всех начальных данных).

5. Заключение

Настоящая статья является, по-видимому, первой работой по необхо-
димым условиям оптимальности для задач управления неконсерватив-
ными транспортными уравнениями в пространстве знакопеременных
мер. Как мы предполагаем, изложенный здесь подход на основе точ-
ных формул приращения может быть распространен на общую задачу
(с нелокальным векторным полем и нелинейным источником) посред-
ством погружения последней в абстрактную линейную постановку.
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