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1. Введение

При качественном и конструктивном исследовании различных за-
дач оптимального управления существенную роль играет интеграль-
ное представление решений линейных или линеаризованных уравнений,
описывающих рассматриваемые задачи оптимального управления (см.
напр. [1–4;7]).

В работе [2] для исследования задачи оптимального управления, ко-
торая описывается системой гиперболических уравнений первого по-
рядка в канонической форме с краевыми условиями Гурса, сначала
получено представление решения, а затем с помощью полученного пред-
ставления исследована рассматриваемая задача оптимального управле-
ния.

В работе [4] при выводе необходимых условий оптимальности второго
порядка в задачах оптимального управления, которые описываются ги-
перболическими уравнениями первого порядка, использована формула
представления решения соответствующей краевой задачи из [2].

В работе авторов [5] для линейного стохастического гиперболиче-
ского уравнения второго порядка с краевыми условиями Гурса полу-
чено представление решения с использованием аналога функции типа
Римана.

Полученное представление было успешно применено для вывода раз-
личных необходимых условий оптимальности второго порядка для не-
линейных стохастических задач оптимального управления, описыва-
емых нелинейными стохастическими гиперболическими уравнениями
второго порядка с краевыми условиями Гурса [6].
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В работе получено интегральное представление решения краевой за-
дачи для линейного стохастического гиперболического уравнения пер-
вого порядка с краевыми условиями Гурса.

2. Постановка задачи

Пусть задано вероятностное пространство
(︀
Ω,ℱ 𝑖, 𝑃

)︀
, 𝑖 = 1, 2 с филь-

трацей
{︀
ℱ 𝑖𝑡𝑥, (𝑡, 𝑥) ∈ 𝐷 = [𝑡0, 𝑡1]× [𝑥0, 𝑥1]

}︀
, 𝑖 = 1, 2,

где ℱ 𝑖𝑡𝑥 = 𝜎 {𝑊𝑖 (𝜏, 𝑠) , 𝑡0 ≤ 𝜏 ≤ 𝑡1, 𝑥0 ≤ 𝑠 ≤ 𝑥1} .
Здесь 𝐷 — заданный прямоугольник, а 𝑊𝑖 (𝑡, 𝑥) , 𝑖 = 1, 2− независи-

мые между собой винеровские процессы на плоскости.
Рассмотрим стохастическое гиперболическое уравнение первого по-

рядка

𝜕𝑧(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑡
= 𝐴 (𝑡, 𝑥) 𝑧 (𝑡, 𝑥) +𝐵 (𝑡, 𝑥) 𝑦 (𝑡, 𝑥) + 𝑓 (𝑡, 𝑥)+

+ 𝐶 (𝑡, 𝑥) 𝑧 (𝑡, 𝑥)
𝜕𝑊1 (𝑡, 𝑥)

𝜕𝑡
,

𝜕𝑦 (𝑡, 𝑥)

𝜕𝑥
= 𝐷 (𝑡, 𝑥) 𝑧 (𝑡, 𝑥) + 𝐸 (𝑡, 𝑥) 𝑦 (𝑡, 𝑥)+

+ 𝑔 (𝑡, 𝑥) + 𝐹 (𝑡, 𝑥) 𝑦 (𝑡, 𝑥)
𝜕𝑊2 (𝑡, 𝑥)

𝜕𝑥
, (𝑡, 𝑥) ∈ 𝐷 (2.1)

с краевыми условиями типа Гурса

𝑧 (𝑡0, 𝑥) = 𝑎 (𝑥) , 𝑥 ∈ [𝑥0, 𝑥1] , 𝑦 (𝑡, 𝑥0) = 𝑏 (𝑡) , 𝑡 ∈ [𝑡0, 𝑡1]. (2.2)

Здесь (𝑧 (𝑡, 𝑥) , 𝑦 (𝑡, 𝑥)) − (𝑛+𝑚)-мерная искомая вектор-функция,
𝐴 (𝑡, 𝑥) , 𝐵 (𝑡, 𝑥) , 𝐶 (𝑡, 𝑥) , 𝐷 (𝑡, 𝑥) , 𝐸 (𝑡, 𝑥) , 𝐹 (𝑡, 𝑥) — заданные соответст-
венно (𝑛× 𝑛) , (𝑛×𝑚) , (𝑛× 𝑛) , (𝑚× 𝑛) , (𝑚×𝑚) , (𝑚×𝑚)-мерные из-
меримые и ограниченные матрицы коэффициентов, 𝑓 (𝑡, 𝑥) (𝑔 (𝑡, 𝑥)) —
заданные 𝑛(𝑚)-мерные измеримые и ограниченные вектор-функции, бе-
лые шумы 𝜕𝑊1(𝑡,𝑥)

𝜕𝑡 , 𝜕𝑊2(𝑡,𝑥)
𝜕𝑥 𝑛 (𝑚) являются производными соответствен-

но по 𝑡 и 𝑥 от двухпараметрического винеровского процесса
𝑊1 (𝑡, 𝑥) , 𝑊2 (𝑡, 𝑥) [8], а 𝑎(𝑥), 𝑏(𝑡) — заданные измеримые и ограничен-
ные на [𝑥0, 𝑥1], [𝑡0, 𝑡1] соответственно вектор-функции соответствующих
размерностей.

Основной целью статьи является нахождение интегрального пред-
ставления решения краевой задачи (2.1)–(2.2) с помощью стохастиче-
ского аналога матричных функций, введенных в детерминированном
случае в работе [2].
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3. Основной результат

Случайные функции 𝑧(𝑡, 𝑥), 𝑦(𝑡, 𝑥), подчиненные потоку (ℱ1
𝑥𝑦,ℱ2

𝑥𝑦),
назовем решением краевой задачи (2.1)–(2.2), если они допускают пред-
ставления

𝑧 (𝑡, 𝑥) = 𝑎 (𝑥) +

∫︁ 𝑡

𝑡0

𝐴 (𝜏, 𝑥) 𝑧 (𝜏, 𝑥) 𝑑𝜏 +

∫︁ 𝑡

𝑡0

𝐵 (𝜏, 𝑥) 𝑦 (𝜏, 𝑥) 𝑑𝜏+

+

∫︁ 𝑡

𝑡0

𝑓 (𝜏, 𝑥) 𝑑𝜏 +

∫︁ 𝑡

𝑡0

𝐶 (𝜏, 𝑥) 𝑧 (𝜏, 𝑥)
𝜕𝑊1 (𝜏, 𝑥)

𝜕𝜏
𝑑𝜏,

𝑦 (𝑡, 𝑥) = 𝑏 (𝑡) +

∫︁ 𝑥

𝑥0

𝐷 (𝑡, 𝑠) 𝑧 (𝑡, 𝑠) 𝑑𝑠+

+

∫︁ 𝑥

𝑥0

𝐸 (𝑡, 𝑠) 𝑦 (𝑡, 𝑠) 𝑑𝑠+

∫︁ 𝑥

𝑥0

𝑔 (𝑡, 𝑠) 𝑑𝑠+

∫︁ 𝑥

𝑥0

𝐹 (𝑡, 𝑠) 𝑧 (𝑡, 𝑠)
𝜕𝑊2 (𝑡, 𝑠)

𝜕𝑠
𝑑𝑠,

а уравнения (2.1)выполняются с вероятностью 1 всюду в области 𝐷.
Предположим, что существует решение рассматриваемой линейной

краевой задачи в вышеуказанном смысле.
Пусть

𝑉 (𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑠) =

⎛⎜⎜⎝
𝑛×𝑛⏞  ⏟  

𝑉11(𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑠)

𝑛×𝑚⏞  ⏟  
𝑉12(𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑠)

𝑉21(𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑠)⏟  ⏞  
𝑚×𝑛

𝑉22(𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑠)⏟  ⏞  
𝑚×𝑚

⎞⎟⎟⎠
стохастическая блочная матрица, при этом матричные функции

𝑉𝑖𝑗(𝑡, 𝑥; 𝑡, 𝑠), 𝑖, 𝑗 = 1, 2

удовлетворяют условиям:

𝜕𝑉11 (𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑠)

𝜕𝜏
=−𝑉11 (𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑠)𝐴 (𝜏, 𝑠)−𝑉12 (𝑡, 𝑥; 𝑡, 𝑠)𝐷 (𝜏, 𝑠)−

− 𝑉11 (𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑠)𝐶 (𝜏, 𝑠)
𝜕𝑊1 (𝜏, 𝑠)

𝜕𝜏
,

𝜕𝑉12 (𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑠)

𝜕𝑠
= −𝑉11 (𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑠)𝐵 (𝜏, 𝑠)− 𝑉 12 (𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑠)𝐸 (𝜏, 𝑠)−

− 𝑉12 (𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑠)𝐹 (𝜏, 𝑠)
𝜕𝑊2 (𝜏, 𝑠)

𝜕𝑠
,

𝜕𝑉21 (𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑠)

𝜕𝜏
= −𝑉21 (𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑠)𝐴 (𝜏, 𝑠)−

− 𝑉22 (𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑠)𝐷 (𝜏, 𝑠)− 𝑉21 (𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑠)𝐶 (𝜏, 𝑠)
𝜕𝑊1 (𝜏, 𝑠)

𝜕𝜏
,
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𝜕𝑉22 (𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑠)

𝜕𝑠
= −𝑉21 (𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑠)𝐵 (𝜏, 𝑠)− 𝑉21 (𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑠)𝐸 (𝜏, 𝑠)−

− 𝑉22 (𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑠)𝐹 (𝜏, 𝑠)
𝜕𝑊2 (𝜏, 𝑠)

𝜕𝑠
,

𝑉12 (𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑥) = 0, 𝑡0 ≤ 𝜏 ≤ 𝑡, 𝑉21 (𝑡, 𝑥; 𝑡, 𝑠) = 0, 𝑥0 ≤ 𝑠 ≤ 𝑥,

𝑉11 (𝑡, 𝑥; 𝑡, 𝑠) = 𝐸1, 𝑉22 (𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑥) = 𝐸2,

где 𝐸1, 𝐸2 – единичные матрицы соответствующих размерностей.
Имеет место следующее утверждение.

Теорема 1. Решение (𝑧(𝑡, 𝑥), 𝑦(𝑡, 𝑥)) системы стохастических линей-
ных гиперболических уравнений первого порядка (2.1) с краевыми усло-
виями (2.2) допускает представления в виде

𝑧 (𝑡, 𝑥) = 𝑉11 (𝑡, 𝑥; 𝑡0, 𝑥) 𝑎 (𝑥) +

∫︁ 𝑥

𝑥0

𝜕𝑉11 (𝑡, 𝑥; 𝑡0, 𝑠)

𝜕𝑥
𝑎 (𝑠) 𝑑𝑠+

+

∫︁ 𝑡

𝑡0

𝜕𝑉12 (𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑥0)

𝜕𝑥
𝑏 (𝜏) 𝑑𝜏 +

∫︁ 𝑡

𝑡0

𝑉11 (𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑥)𝑓 (𝜏, 𝑥) 𝑑𝜏+

+

∫︁ 𝑡

𝑡0

∫︁ 𝑥

𝑥0

𝜕𝑉11 (𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑠)

𝜕𝑥
𝑓 (𝜏, 𝑠)𝑑𝑠𝑑𝜏 +

∫︁ 𝑡

𝑡0

∫︁ 𝑥

𝑥0

𝜕𝑉12 (𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑠)

𝜕𝑥
𝑔 (𝜏, 𝑠)𝑑𝑠𝑑𝜏,

𝑦 (𝑡, 𝑥) = 𝑉22 (𝑡, 𝑥; 𝑡, 𝑥0) 𝑏 (𝑡) +

∫︁ 𝑡

𝑡0

𝜕𝑉22 (𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑥0)

𝜕𝑡
𝑏 (𝜏) 𝑑𝜏+

+

∫︁ 𝑥

𝑥0

𝜕𝑉21 (𝑡, 𝑥; 𝑡0, 𝑠)

𝜕𝑥
𝑎 (𝑠) 𝑑𝑠+

∫︁ 𝑥

𝑥0

𝑉22 (𝑡, 𝑥; 𝑡, 𝑠)𝑔 (𝑡, 𝑠) 𝑑𝑠+

+

∫︁ 𝑡

𝑡0

∫︁ 𝑥

𝑥0

𝜕𝑉21 (𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑠)

𝜕𝑡
𝑓 (𝜏, 𝑠)𝑑𝑠𝑑𝜏 +

∫︁ 𝑡

𝑡0

∫︁ 𝑥

𝑥0

𝜕𝑉22 (𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑠)

𝜕𝑡
𝑔 (𝜏, 𝑠)𝑑𝑠𝑑𝜏 .

Можно доказать, что стохастическая блочная матричная функция
𝑉 (𝑡, 𝑥; 𝑡, 𝑠) относительно первой пары переменных (𝑡, 𝑥) является реше-
нием следующей матричной системы стохастических дифференциаль-
ных уравнений с частными производными:

𝜕2𝑉 11 (𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑠)

𝜕𝑡𝜕𝑥
= 𝐴 (𝑡, 𝑥)

𝜕𝑉11 (𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑠)

𝜕𝑥
+𝐵 (𝑡, 𝑥)

𝜕𝑉21 (𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑠)

𝜕𝑡
,

𝜕2𝑉 21 (𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑠)

𝜕𝑡𝜕𝑥
= 𝐷 (𝑡, 𝑥)

𝜕𝑉11 (𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑠)

𝜕𝑥
+ 𝐸 (𝑡, 𝑥)

𝜕𝑉21 (𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑠)

𝜕𝑡
,

𝜕𝑉11 (𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑥)

𝜕𝑡
= 𝐴 (𝑡, 𝑥)𝑉11 (𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑥) + 𝐶 (𝑡, 𝑥)𝑉11 (𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑥)

𝜕𝑊1 (𝑡, 𝑥)

𝜕𝑡
,

𝜕𝑉21 (𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑥)

𝜕𝑡
=𝐷 (𝑡, 𝑥)𝑉11 (𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑥) , 𝑉11 (𝑡, 𝑥; 𝑡, 𝑠)=𝐸1, 𝑉21 (𝑡, 𝑥; 𝑡, 𝑠) = 0;
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𝜕2𝑉 12 (𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑠)

𝜕𝑡𝜕𝑥
= 𝐴 (𝑡, 𝑥)

𝜕𝑉12 (𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑠)

𝜕𝑥
+𝐵 (𝑡, 𝑥)

𝜕𝑉22 (𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑠)

𝜕𝑡
,

𝜕2𝑉 22 (𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑠)

𝜕𝑡𝜕𝑥
= 𝐷 (𝑡, 𝑥)

𝜕𝑉12 (𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑠)

𝜕𝑥
+ 𝐸 (𝑡, 𝑥)

𝜕𝑉22 (𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑠)

𝜕𝑡
,

𝜕𝑉22 (𝑡, 𝑥; 𝑡, 𝑠)

𝜕𝑥
= 𝐸 (𝑡, 𝑥)𝑉22 (𝑡, 𝑥; 𝑡, 𝑠) + 𝐹 (𝑡, 𝑥)𝑉22 (𝑡, 𝑥; 𝑡, 𝑠)

𝜕𝑊2 (𝑡, 𝑥)

𝜕𝑡
,

𝜕𝑉12 (𝑡, 𝑥; 𝑡, 𝑠)

𝜕𝑥
=𝐵 (𝑡, 𝑥)𝑉22 (𝑡, 𝑥; 𝑡, 𝑠) , 𝑉22 (𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑥)=𝐸2, 𝑉12 (𝑡, 𝑥; 𝜏, 𝑥)=0.

4. Заключение

Рассмотрена краевая задача типа Гурса для одного линейного неод-
нородного стохастического гиперболического уравнения первого поряд-
ка, записанного в канонической форме с измеримыми и ограниченными
коэффициентами. Получено интегральное представление решения кра-
евой задачи в явном виде и исследованы свойства матричных функций,
формирующих это решение.
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