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Аннотация. Рассматриваются две задачи линейно-квадратичного типа на множе-
стве кусочно-постоянных управлений. Первая задача содержит дискретное возму-
щение в правой части управляемой системы и неопределенные параметры в квадра-
тичном функционале со знаконеопределенными матрицами. Решение проводится по
правилу гарантированного результата и реализуется в форме конечномерной мини-
максной задачи. Получены условия на параметры, приводящие целевую функцию к
выпукло-вогнутой структуре и открывающие возможность эффективного решения
задачи. Это линейные неравенства, содержащие экстремальные собственные значе-
ния симметричных матриц. Вторая задача связана с функционалом в дискретном
варианте, который задается как отклонение фазовой траектории от последователь-
ных по времени реализаций внешнего воздействия. Это приводит к пошаговому
решению задачи на экстремум данной функции в каждой узловой точке промежутка
времени. Возникающие на этом пути локальные задачи допускают эффективное
решение за конечное число итераций.
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Abstract. Two linear-quadratic problems are considered on the set of piecewise-constant
controls. The first problem contains a discrete perturbation on the right side of the
controlled system and uncertain parameters in a quadratic functional with sign-indefinite
matrices. Its solution is obtained by the guaranteed result rule and is implemented in
the form of a finite-dimensional minimax problem. There are obtained conditions for
the parameters that convert the objective function to a convex-concave structure and
give the possibility of an effective solving of the problem. These are linear inequalities
containing extreme eigenvalues of symmetric matrices. The second problem is related to
the functional in the discrete variant, which is defined as the deviation of the phase
trajectory from consecutive time realizations of the external influence. It gives the
opportunity of the step by step searching of the extremmum at each node point of the
time interval. Local problems can be effectively solved in a finite number of iterations.
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1. Введение

К настоящему времени в теории линейно-квадратичных задач с огра-
ничением на управление оформились и стали стандартными некоторые
характерные признаки. В первую очередь это дискретизация по време-
ни и переход на конечномерный уровень кусочно-постоянных воздей-
ствий (управление и возмущение). Управление ориентируется на мини-
мум целевого функционала, возмущение парируется в соответствии с
принципом гарантированного результата (минимаксный подход).

Обобщение по части целевого функционала связано с отказом от ком-
фортного предположения положительной определенности для матриц
квадратичных форм. При этом возникает проблема конструктивной ре-
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гуляризации итоговой минимаксной задачи в плане ее преобразования
к выпукло-вогнутой структуре, допускающей эффективную численную
реализацию.

Наконец, решение некоторых задач необходимо синхронизировать
с режимом поступающей информации о возмущениях, что приводит,
как правило, к пошаговой процедуре численного решения относительно
точек дискретизации.

Указанные особенности отражены в данной статье при изучении
двух линейно-квадратичных задач различного формата. Первая зада-
ча: линейная система с управлением и возмущением, квадратичный
функционал терминально-интегрального типа со знаконеопределенны-
ми матрицами и параметрами при квадратичных формах. В результате
процедуры дискретизации управления и возмущения получена мини-
максная задача, которая приводится к благоприятной для эффектив-
ного решения выпукло-вогнутой структуре с условиями на параметры.
Эти условия (линейные неравенства) носят спектральный характер и
связаны с экстремальными собственными значениями соответствующих
симметричных матриц.

Вторая задача: линейная система с многомерным управлением, це-
левой функционал в дискретном формате как сумма квадратов евкли-
довых отклонений фазовых траекторий в узловых точках от соответ-
ствующих реализаций внешнего воздействия. Эти реализации последо-
вательно формируются на основе предыстории процесса управления и
становятся известны только в текущий момент дискретного времени.
Такая ситуация приводит к пошаговому решению задачи на экстремум
данной функции в каждой узловой точке промежутка времени. Важ-
но подчеркнуть, что возникающие на этом пути локальные задачи (на
минимум или максимум) имеют небольшую размерность и допускают
эффективное численное решение за конечное число итераций.

2. Линейно-квадратичная задача с возмущением в системе

Пусть для 𝑡 ∈ [𝑡0, 𝑇 ] вектор-функция 𝑥(𝑡) ∈ 𝑅𝑛 определяется линей-
ной системой

�̇�(𝑡) = 𝐴(𝑡)𝑥(𝑡) + 𝑏(𝑡)𝑢(𝑡) + 𝑐(𝑡)𝑣(𝑡), 𝑥(𝑡0) = 𝑥0 (2.1)

с управлением 𝑢(𝑡) ∈ 𝑅 и возмущением 𝑣(𝑡) ∈ 𝑅 при условии непрерыв-
ности 𝐴(𝑡), 𝑏(𝑡), 𝑐(𝑡).

Определим допустимые воздействия (𝑢(𝑡), 𝑣(𝑡)) на систему (2.1) как
множество кусочно-постоянных функций с интервальными ограниче-
ниями

𝑢(𝑡) ∈ [𝑢−, 𝑢+], 𝑣(𝑡) ∈ [𝑣−, 𝑣+], 𝑡 ∈ [𝑡0, 𝑇 ]. (2.2)
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Проведем соответствующую формализацию.
Введем на [𝑡0, 𝑇 ] набор узловых точек 𝑡0 < 𝑡1 < · · · < 𝑡𝑚−1 <

𝑡𝑚 = 𝑇 и выделим промежутки 𝑇𝑗 = [𝑡𝑗−1, 𝑡𝑗), 𝑗 = 1, 2, . . . ,𝑚 вместе
с характеристическими функциями

𝜒𝑗(𝑡) =

{︂
1, 𝑡 ∈ 𝑇𝑗 ,
0, 𝑡 ∈ [𝑡0, 𝑇 ]∖𝑇𝑗 .

Образуем множества возможных значений

𝑌 =

{︂
𝑦 = (𝑦1, . . . , 𝑦𝑚) : 𝑦𝑗 ∈ [𝑢−, 𝑢+]. 𝑗 = 1, 2, . . . ,𝑚

}︂
,

𝑍 =

{︂
𝑧 = (𝑧1, . . . , 𝑧𝑚) : 𝑧𝑗 ∈ [𝑣−, 𝑣+]. 𝑗 = 1, 2, . . . ,𝑚

}︂
и сформируем функции допустимых воздействий (управление и возму-
щение)

𝑢(𝑡, 𝑦) =

𝑚∑︁
𝑗=1

𝑦𝑗𝜒𝑗(𝑡), 𝑣(𝑡, 𝑧) =

𝑚∑︁
𝑗=1

𝑧𝑗𝜒𝑗(𝑡), 𝑡 ∈ [𝑡0, 𝑇 ], 𝑦 ∈ 𝑌, 𝑧 ∈ 𝑍.

Это ступенчатые функции со значениями 𝑦𝑗 , 𝑧𝑗 на заданных проме-
жутках 𝑇𝑗 = [𝑡𝑗−1, 𝑡𝑗), 𝑗 = 1, 2, . . . ,𝑚, удовлетворяющие ограничениям
(2.2).

Рассмотрим решение 𝑥(𝑡, 𝑦, 𝑧) системы (2.1), соответствующее допу-
стимой паре (𝑢(𝑡, 𝑦), 𝑣(𝑡, 𝑧)). Для получения явного выражения от 𝑦, 𝑧
определим следующие объекты:
𝑥0(𝑡)– решение системы (2.1) при нулевом воздействии (𝑢(𝑡)= 𝑣(𝑡)=0);
𝐵𝜒(𝑡) ∈ 𝑅𝑛×𝑚 – матрица столбцов 𝑏(𝑡)𝜒𝑗(𝑡), 𝑗 = 1, 2, . . . ,𝑚;
𝑋1(𝑡) ∈ 𝑅𝑛×𝑚 – решение матричной системы

�̇�1(𝑡) = 𝐴(𝑡)𝑋1(𝑡) +𝐵𝜒(𝑡), 𝑋1(𝑡0) = 𝑂;

𝐶𝜒(𝑡) ∈ 𝑅𝑛×𝑚 – матрица столбцов 𝑐(𝑡)𝜒𝑗(𝑡), 𝑗 = 1, 2, . . . ,𝑚;
𝑋2(𝑡) ∈ 𝑅𝑛×𝑚 – решение матричной системы

�̇�2(𝑡) = 𝐴(𝑡)𝑋2(𝑡) + 𝐶𝜒(𝑡), 𝑋2(𝑡0) = 𝑂.

Здесь 𝑂 – матрица, составленная из нулевых элементов.
В этих обозначениях справедливо представление

𝑥(𝑡, 𝑦, 𝑧) = 𝑥0(𝑡) +𝑋1(𝑡)𝑦 +𝑋2(𝑡)𝑧. (2.3)

Проверим систему дифференциальных уравнений для 𝑥(𝑡, 𝑦, 𝑧), учиты-
вая, что

𝐵𝜒(𝑡)𝑦 =

𝑚∑︁
𝑗=1

𝑏(𝑡)𝜒𝑗(𝑡)𝑦𝑗 = 𝑏(𝑡)𝑢(𝑡, 𝑦),
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𝐶𝜒(𝑡)𝑧 =

𝑚∑︁
𝑗=1

𝑐(𝑡)𝜒𝑗(𝑡)𝑧𝑗 = 𝑐(𝑡)𝑣(𝑡, 𝑧).

Тогда

�̇�(𝑡, 𝑦, 𝑧) = 𝐴(𝑡)𝑥0(𝑡)+𝐴(𝑡)𝑋1(𝑡)𝑦+ 𝑏(𝑡)𝑢(𝑡, 𝑦)+𝐴(𝑡)𝑋2(𝑡)𝑧+ 𝑐(𝑡)𝑣(𝑡, 𝑧) =

= 𝐴(𝑡)𝑥(𝑡, 𝑦, 𝑧) + 𝑏(𝑡)𝑢(𝑡, 𝑦) + 𝑐(𝑡)𝑣(𝑡, 𝑧),

что и подтверждает формулу (2.3).
На множестве фазовых траекторий 𝑥(𝑡, 𝑦, 𝑧) определим целевую

функцию

𝜙(𝑦, 𝑧) =
1

2

[︂
𝛼⟨𝑥(𝑇, 𝑦, 𝑧), 𝑃𝑥(𝑇, 𝑦, 𝑧)⟩+ 𝛽

𝑇∫︁
𝑡0

⟨𝑥(𝑡, 𝑦, 𝑧), 𝑄(𝑡)𝑥(𝑡, 𝑦, 𝑧)⟩𝑑𝑡
]︂
.

Здесь ⟨ , ⟩ – скалярное произведение в соответствующем конечномерном
пространстве, 𝑃, 𝑄(𝑡) – (𝑛× 𝑛) симметричные матрицы, 𝛼 > 0, 𝛽 > 0 –
неопределенные параметры (весовые коэффициенты).

Функцию 𝜙(𝑦, 𝑧) можно интерпретировать как линейную свертку
квадратичных функционалов с коэффициентами 𝛼, 𝛽 в некоторой за-
даче двухкритериальной оптимизации.

В рамках функции 𝜙(𝑦, 𝑧), 𝑦 ∈ 𝑌, 𝑧 ∈ 𝑍, в соответствии с принципом
гарантированного результата сформулируем следующую минимаксную
задачу (минимум по управлениям, максимум по возмущениям):

min
𝑦∈𝑌

max
𝑧∈𝑍

𝜙(𝑦, 𝑧). (2.4)

Введем функцию максимума

𝜓(𝑦) = max
𝑧∈𝑍

𝜙(𝑦, 𝑧) (2.5)

и представим задачу в традиционной форме

𝜓(𝑦)→ min, 𝑦 ∈ 𝑌. (2.6)

Наша установка состоит в получении конструктивных условий на па-
раметры функции 𝜙(𝑦, 𝑧) с целью регуляризации (улучшения) задачи
(2.4) в плане ее эффективного численного решения.
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3. Параметрическая регуляризация задачи

В первую очередь, используя формулу (2.3) для 𝑥(𝑡, 𝑦, 𝑧), представим
явное выражение целевой функции 𝜙(𝑦, 𝑧). После очевидных преобра-
зований получаем следующую структуру:

𝜙(𝑦, 𝑧) =
1

2
⟨𝑦, (𝛼𝑃11+𝛽𝑄11)𝑦⟩+

1

2
⟨𝑧, (𝛼𝑃22+𝛽𝑄22)𝑧⟩+⟨𝑦, (𝛼𝑃12+𝛽𝑄12)𝑧⟩+

+⟨𝑦, 𝛼𝑃1 + 𝛽𝑄1⟩+ ⟨𝑧, 𝛼𝑃2 + 𝛽𝑄2⟩+ 𝜙(0, 0).

Здесь введены векторно-матричные обозначения

𝑃𝑖𝑗 = 𝑋T
𝑖 (𝑇 )𝑃𝑋𝑗(𝑇 ), 𝑄𝑖𝑗 =

𝑇∫︁
𝑡0

𝑋T
𝑖 (𝑡)𝑄(𝑡)𝑋𝑗(𝑡)𝑑𝑡, 𝑖, 𝑗 = 1, 2, 𝑖 6 𝑗;

𝑃𝑖 = 𝑋T
𝑖 (𝑇 )𝑃𝑥

0(𝑇 ), 𝑄𝑖 =

𝑇∫︁
𝑡0

𝑋T
𝑖 (𝑡)𝑄(𝑡)𝑥0(𝑡)𝑑𝑡, 𝑖 = 1, 2.

Отметим, что симметричные матрицы 𝑃𝑖𝑖, 𝑄𝑖𝑖, 𝑖 = 1, 2 в силу своей
структуры сохраняют свойство знакоопределенности исходных матриц
𝑃 и 𝑄(𝑡) соответственно:

𝑃, 𝑄(𝑡) > 0 (6 0) ⇒ 𝑃𝑖𝑖, 𝑄𝑖𝑖 > 0 (6 0).

Выделим матрицы вторых частных производных

𝜕2𝜙(𝑦, 𝑧)

𝜕𝑦2
= 𝛼𝑃11 + 𝛽𝑄11,

𝜕2𝜙(𝑦, 𝑧)

𝜕𝑧2
= 𝛼𝑃22 + 𝛽𝑄22

и в рамках задачи (2.4) обеспечим функции 𝜙(𝑦, 𝑧) свойство выпуклости
по 𝑦 и вогнутости по 𝑧 с помощью параметров 𝛼 > 0, 𝛽 > 0. Соответ-
ствующие условия представим через экстремальные собственные зна-
чения 𝜆min, 𝜆max возникающих матриц. При этом будем использовать
известные представления

𝜆min(𝐴) = min
𝑦 ̸=0

⟨𝑦,𝐴𝑦⟩
⟨𝑦, 𝑦⟩

, 𝜆max(𝐵) = max
𝑧 ̸=0

⟨𝑧,𝐵𝑧⟩
⟨𝑧, 𝑧⟩

. (3.1)

Свойство выпуклости функции 𝜙(𝑦, 𝑧) по 𝑦 эквивалентно спектраль-
ному неравенству

𝜆min(𝛼𝑃11 + 𝛽𝑄11) > 0.

С учетом представления (3.1) получаем (минимум суммы и сумма ми-
нимумов)

𝜆min(𝛼𝑃11 + 𝛽𝑄11) > 𝛼𝜆min(𝑃11) + 𝛽𝜆min(𝑄11).
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Эта оценка приводит к достаточному условию выпуклости (линейное
неравенство)

𝛼𝜆min(𝑃11) + 𝛽𝜆min(𝑄11) > 0. (3.2)
Аналогично вогнутость функции 𝜙(𝑦, 𝑧) по 𝑧 соответствует неравен-

ству
𝜆max(𝛼𝑃22 + 𝛽𝑄22) 6 0.

Используя представление (3.1), получаем оценку сверху

𝜆max(𝛼𝑃22 + 𝛽𝑄22) 6 𝛼𝜆max(𝑃22) + 𝛽𝜆max(𝑄22)

и достаточное условие вогнутости

𝛼𝜆max(𝑃22) + 𝛽𝜆max(𝑄22) 6 0. (3.3)

Таким образом, пара линейных неравенств (3.2), (3.3) с условием по-
ложительности параметров 𝛼, 𝛽 обеспечивает целевой функции 𝜙(𝑦, 𝑧)
выпукло-вогнутую структуру, что является существенно благоприят-
ным фактором в рамках минимаксной задачи (2.4).

Отметим, что строгие неравенства в (3.2), (3.3) обеспечивают выпук-
ло-вогнутое свойство в строгом смысле.

Приведем примеры разрешимости системы неравенств (3.2), (3.3)
вместе с условиями положительности параметров. Представим ситуа-
цию в сокращенном формате

𝑝1𝛼+ 𝑞1𝛽 > 0, 𝑝2𝛼+ 𝑞2𝛽 6 0, 𝛼 > 0, 𝛽 > 0 (3.4)

и выделим некоторые случаи совместности системы (3.4) по знакам
коэффициентов 𝑝𝑗 , 𝑞𝑗 , 𝑗 = 1, 2.

Рассмотрим, например, вариант, когда 𝑝𝑗 < 0, 𝑞𝑗 > 0. В исходных
обозначениях это соответствует следующей знакоопределенности мат-
риц: 𝑃 6 0, 𝑄(𝑡) > 0. Из неравенств (3.4) получаем

𝛽 >
𝛼|𝑝1|
𝑞1

, 𝛽 6
𝛼|𝑝2|
𝑞2

,

что приводит к условию совместности

|𝑝1|
𝑞1
6
|𝑝2|
𝑞2
.

При этом допустимые значения параметров представляются в виде

𝛼 > 0, 𝛽 ∈
[︂
𝛼|𝑝1|
𝑞1

,
𝛼|𝑝2|
𝑞2

]︂
.

Выделим еще один случай для системы (3.4), когда 𝑝1 > 0, 𝑝2 <
0, 𝑞1 < 0, 𝑞2 > 0. Это приводит к двум оценкам

𝛽 6
𝛼𝑝1
|𝑞1|

, 𝛽 6
𝛼|𝑝2|
𝑞2

.
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Отсюда получаем множество допустимых значений параметров

𝛼 > 0, 0 < 𝛽 6 𝛼min

{︂
𝑝1
|𝑞1|

,
|𝑝2|
𝑞2

}︂
.

В заключение проведем характеризацию минимаксной задачи (2.4)
после ее регуляризации: 𝜙(𝑦, 𝑧) – выпукло-вогнутая функция. Тогда
составляющие задачи (2.5), (2.6) являются выпуклыми: максимум во-
гнутой функции 𝜙(𝑦, 𝑧) по 𝑧 ∈ 𝑍 и минимум выпуклой функции 𝜓(𝑦)
для 𝑦 ∈ 𝑌 . Если регуляризация прошла по строго вогнутому сценарию
(строгое неравенство (3.3)), то внутренняя задача на максимум

𝜙(𝑦, 𝑧)→ max, 𝑧 ∈ 𝑍

имеет единственное решение 𝑧(𝑦), и функция 𝜓(𝑦) приобретает свойство
дифференцируемости с градиентом

∇𝜓(𝑦) = 𝜕𝜙(𝑦, 𝑧(𝑦))

𝜕𝑦
.

С учетом простейшей структуры ограничений (двусторонние неравен-
ства) составляющие минимакс задачи (2.5), (2.6) допускают эффек-
тивное решение известными методами выпуклого программирования
[3;5].

Замечание 1. В связи с рассмотренной задачей (линейная система с
возмущением, задача оптимального гарантированного управления) ука-
жем в качестве альтернативы публикации [2;4], в которых для линейной
терминальной задачи конструируется управление с обратной связью в
дискретные моменты времени.

4. Задача на экстремум суммы квадратов отклонений

Рассмотрим линейную управляемую систему

�̇� = 𝐴(𝑡)𝑥+𝐵(𝑡)𝑢, 𝑥(𝑡0) = 𝑥0 (4.1)

с переменными 𝑡 ∈ [𝑡0, 𝑇 ], 𝑥 ∈ 𝑅𝑛, 𝑢 ∈ 𝑅𝑟 (время, состояние, управле-
ние) при условии непрерывности матричных функций 𝐴(𝑡), 𝐵(𝑡). Вве-
дем ограничение на управление

𝑢(𝑡) ∈ 𝑈, 𝑡 ∈ [𝑡0, 𝑇 ],

где 𝑈 – выпуклый компакт в 𝑅𝑟.
Представим множество допустимых управлений. Введем на отрезке

[𝑡0, 𝑇 ] набор узлов 𝑡0 < 𝑡1 < · · · < 𝑡𝑚−1 < 𝑡𝑚 = 𝑇 и выделим промежут-
ки 𝑇𝑗 = [𝑡𝑗−1, 𝑡𝑗), 𝑗 = 1, 2, . . . ,𝑚 с характеристическими функциями
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𝜒𝑗(𝑡), 𝑡 ∈ [𝑡0, 𝑇 ]. Определим массив параметров 𝑦𝑖𝑗 , 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑟, 𝑗 =
1, 2, . . . ,𝑚 и введем набор 𝑟-мерных векторов 𝑦𝑗 = (𝑦1𝑗 , . . . , 𝑦𝑟𝑗). Сфор-
мируем блочный вектор 𝑦 = (𝑦1, . . . , 𝑦𝑚) с множеством значений

𝑌 =

{︂
𝑦 = (𝑦1, . . . , 𝑦𝑚) : 𝑦𝑗 ∈ 𝑈, 𝑗 = 1, 2, . . . ,𝑚

}︂
.

Для 𝑦 ∈ 𝑌 образуем управление

𝑢(𝑡, 𝑦) =

𝑚∑︁
𝑗=1

𝜒𝑗(𝑡)𝑦
𝑗 , 𝑡 ∈ [𝑡0, 𝑇 ]. (4.2)

Это кусочно-постоянная (ступенчатая) вектор-функция на заданной
сетке со значениями 𝑢(𝑡, 𝑦) = 𝑦𝑗 , 𝑡 ∈ 𝑇𝑗 и ограничением 𝑢(𝑡) ∈ 𝑈, 𝑡 ∈
[𝑡0, 𝑇 ). Формула (4.2) определяет допустимое управление.

Рассмотрим решение 𝑥(𝑡, 𝑦) системы (4.1), соответствующее управ-
лению 𝑢(𝑡, 𝑦). Введем (𝑛× 𝑟) матричную функцию 𝑋𝑗(𝑡), 𝑗 = 1, 2, . . . ,𝑚
как решение матричной задачи Коши

�̇�𝑗(𝑡) = 𝐴(𝑡)𝑋𝑗(𝑡) +𝐵(𝑡)𝜒𝑗(𝑡), 𝑋𝑗(𝑡0) = 𝑂. (4.3)

Тогда справедливо представление

𝑥(𝑡, 𝑦) = 𝑥0(𝑡) +
𝑚∑︁
𝑗=1

𝑋𝑗(𝑡)𝑦
𝑗 , 𝑡 ∈ [𝑡0, 𝑇 ],

где 𝑥0(𝑡) — решение системы (4.1) при 𝑢 = 0.
Согласно уравнению (4.3) имеем 𝑋𝑗(𝑡)≡𝑂, 𝑡∈ [𝑡0, 𝑡𝑗−1], 𝑗=2, 3, . . . ,𝑚.

Следовательно, в узловых точках 𝑡𝑘, 𝑘 = 1, 2, . . . ,𝑚 − 1 получаем
𝑋𝑗(𝑡𝑘) = 𝑂, 𝑗 > 𝑘. Отсюда следует представление

𝑥(𝑡𝑘, 𝑦) = 𝑥0(𝑡𝑘) +
𝑘∑︁
𝑗=1

𝑋𝑗(𝑡𝑘)𝑦
𝑗 , 𝑘 = 1, 2, . . . ,𝑚. (4.4)

Отметим, что фактически 𝑥(𝑡𝑘, 𝑦) = 𝑥(𝑡𝑘, 𝑦
1, . . . , 𝑦𝑘).

На множестве узловых состояний (4.4) определим целевую функцию

𝜙(𝑦, 𝑧) =
1

2

𝑚∑︁
𝑘=1

‖𝑥(𝑡𝑘, 𝑦1, . . . , 𝑦𝑘)− 𝑧𝑘−1‖2

с евклидовой нормой и набором векторов 𝑧 = (𝑧0, 𝑧1, . . . , 𝑧𝑚−1). Отме-
тим структуру функции 𝜙:

𝜙(𝑦, 𝑧) = 𝜙1(𝑦
1, 𝑧0) + 𝜙2(𝑦

1, 𝑦2, 𝑧1) + · · ·+ 𝜙𝑚(𝑦
1, . . . , 𝑦𝑚, 𝑧𝑚−1),
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𝜙𝑘(𝑦
1, . . . , 𝑦𝑘, 𝑧𝑘−1) =

1

2
‖𝑥(𝑡𝑘, 𝑦1, . . . , 𝑦𝑘)− 𝑧𝑘−1‖2.

Введем обозначение 𝑠𝑘 = 𝑥0(𝑡𝑘) − 𝑧𝑘−1 и с учетом формулы (4.4)
конкретизируем выражение для 𝜙𝑘:

𝜙𝑘(𝑦
1, . . . , 𝑦𝑘, 𝑧𝑘−1) =

1

2

⃦⃦⃦⃦ 𝑚∑︁
𝑗=1

𝑋𝑗(𝑡𝑘)𝑦
𝑗

⃦⃦⃦⃦2
+ (4.5)

+

⟨ 𝑚∑︁
𝑗=1

𝑋𝑗(𝑡𝑘)𝑦
𝑗 , 𝑠𝑘

⟩
+

1

2
‖𝑠𝑘‖2.

Это выпуклая квадратичная функция по переменным 𝑦1, . . . , 𝑦𝑘.
В отношении массива векторов

{︀
𝑧𝑘−1

}︀
примем следующий режим по-

ступления информации: векторное значение 𝑧𝑘−1 становится известным
в момент времени 𝑡𝑘−1 и реализуется на основе уже полученных значе-
ний управления 𝑦1, . . . , 𝑦𝑘−1. При этом стартовое значение 𝑧0 предъяв-
ляется на основе начального состояния системы 𝑥0. Например, в про-
стейшем случае 𝑧0 = 𝑥0, 𝑧𝑘−1 = 𝑥(𝑡𝑘−1, 𝑦

1, . . . , 𝑦𝑘−1), 𝑘 = 2, 3, . . . ,𝑚.
Таким образом, последовательность

{︀
𝑧𝑘−1

}︀
реализует некоторое

внешнее воздействие, связанное с динамикой процесса управления и
формирующее целевую установку последовательного принятия реше-
ний в рамках функции 𝜙(𝑦, 𝑧).

Поставим соответствующую задачу оптимального управления с аль-
тернативной направленностью

𝜙(𝑦, 𝑧)→ extr, 𝑦 ∈ 𝑌, (4.6)

где 𝑧 = (𝑧0, 𝑧1, . . . , 𝑧𝑚−1), extr = min ∨ max.
Динамика последовательной реализации блочного вектора 𝑧 описана

ранее. При этом задача на минимум соответствует «дружественному»
воздействию 𝑧, задача на максимум отвечает на «недружественную»
информацию.

Процедура решения задачи (4.6) имеет пошаговый характер, связан-
ный с реализацией внешнего воздействия 𝑧𝑘−1, 𝑘 = 1, 2, . . . ,𝑚.

Первый шаг: 𝑘 = 1, значение 𝑧0 известно.
Вспомогательная задача

𝜙1(𝑦
1, 𝑧0)→ extr, 𝑦1 ∈ 𝑈. (4.7)

Решение 𝑦1*.
Общий шаг: 𝑘 = 2, 3, . . . ,𝑚, значение 𝑧𝑘−1 известно вместе с набором

решений 𝑦1*, . . . , 𝑦𝑘−1
* .

Вспомогательная задача

𝜙𝑘(𝑦
1
*, . . . , 𝑦

𝑘−1
* , 𝑦𝑘, 𝑧𝑘−1)→ extr, 𝑦𝑘 ∈ 𝑈. (4.8)



34 В.А.СРОЧКО, В. Г.АНТОНИК

Решение 𝑦𝑘* .
В результате получаем полный набор значений 𝑦* = (𝑦1*, . . . , 𝑦

𝑚
* ),

формирующих кусочно-оптимальное управление 𝑢(𝑡, 𝑦*), 𝑡 ∈ [𝑡0, 𝑇 ).
Проведем характеризацию вспомогательных задач описанной проце-

дуры.
Прежде всего конкретизируем множество 𝑈 стандартным образом

через двусторонние ограничения на управление:

𝑢(𝑡) ∈ [𝑢−, 𝑢+], 𝑡 ∈ [𝑡0, 𝑇 ] ⇔ 𝑢𝑖(𝑡) ∈ [𝑢−𝑖 , 𝑢
+
𝑖 ], 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑟.

Это приводит к аналогичным условиям на 𝑦-переменные: 𝑦𝑗 ∈ [𝑢−, 𝑢+],
𝑗 = 1, 2, . . . ,𝑚.

Целевая функция 𝜙𝑘 в задачах (4.7), (4.8) определяется формулой
(4.5) и является квадратичной выпуклой функцией переменной 𝑦𝑘 с
градиентом

𝜕𝜙1(𝑦
1, 𝑧0)

𝜕𝑦1
= 𝑋T

1 (𝑡1)(𝑥(𝑡1, 𝑦
1)− 𝑧0),

𝜕𝜙𝑘(𝑦
1
*, . . . , 𝑦

𝑘−1
* , 𝑦𝑘, 𝑧𝑘−1)

𝜕𝑦𝑘
=

= 𝑋T
𝑘 (𝑡𝑘)(𝑥(𝑡𝑘, 𝑦

1
*, . . . , 𝑦

𝑘−1
* , 𝑦𝑘)− 𝑧𝑘−1), 𝑘 = 2, 3, . . . ,𝑚.

Выделим частный случай, когда управление 𝑢(𝑡, 𝑦) является скаляр-
ной функцией (𝑟 = 1). Это значит, что для 𝑗 = 1, 2, . . . ,𝑚 𝑦𝑗 — скаляр-
ная переменная, 𝑋𝑗(𝑡) – (𝑛× 1) — вектор-функция, 𝜙𝑘(𝑦1, . . . , 𝑦𝑘, 𝑧𝑘−1)
— выпуклая парабола относительно переменной 𝑦𝑘, 𝑘 = 1, 2, . . . ,𝑚.

Следовательно, вспомогательные задачи (4.7), (4.8) (минимума или
максимума параболы на отрезке) решаются аналитически.

В общем случае (𝑟 > 1) вспомогательные задачи (4.7), (4.8) на экстре-
мум выпуклой квадратичной функции при двусторонних ограничениях
на переменные решаются за конечное число итераций:
задача на минимум (квадратичное программирование) – метод особых
точек [3; 5];
задача на максимум (выпуклая максимизация) – метод угловых точек
[1; 8].

Замечание 2. Представленная задача экстремальных квадратов в ча-
сти технологии последовательного решения в зависимости от режима
поступающей информации имеет аналогии с известными разработка-
ми [6; 7; 9]: задача моделирования управления с методом динамиче-
ской регуляризации и задача динамической реконструкции управления
с методом минимизации квадратичной невязки.
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5. Заключение

Отметим основные характеристики представленного подхода:
– задача формулируется в классе кусочно-постоянных воздействий (уп-
равление, возмущение) относительно заданной сетки узлов дискретиза-
ции;
– целевой функционал содержит параметры (весовые коэффициенты)
при квадратичных формах, его образующих;
– явное выражение для функционала в конечномерном формате;
– условия на параметры, обеспечивающие целевой функции приемле-
мые свойства (выпуклость, вогнутость) в плане возможности эффек-
тивного численного решения соответствующей задачи.

Дальнейшие исследования в этом направлении могут быть связа-
ны с расширением класса рассматриваемых задач (например, систе-
мы с распределенными параметрами и соответствующие квадратичные
функционалы).
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