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Аннотация. Рассматривается линейно-квадратичная задача с произвольными мат-
рицами в функционале и многомерным управлением с выпуклым ограничением.
Допустимыми управлениями являются кусочно-линейные вектор-функции в рам-
ках неравномерной сетки возможных угловых точек. Редукция задачи оптимально-
го управления в конечномерный формат проводится с использованием векторной
формализации конструкции линейного сплайна и блочных матриц вместе с соот-
ветствующими операциями. Возможность воздействия на функционал в исходной
задаче обеспечивается с помощью параметров при квадратичных формах. Выбор
этих параметров ориентирован на регуляризацию функционала в смысле обеспе-
чения ему свойств выпуклости или вогнутости на уровне конечномерной модели.
Условия на выбор параметров носят характер неравенств относительно экстремаль-
ных собственных значений блочных матриц, формирующих целевую функцию. Со-
ответствующие задачи выпуклой или вогнутой оптимизации допускают решение за
конечное число итераций.
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Abstract. A linear-quadratic problem with arbitrary matrices in the functional and
multidimensional control with convex constraint is considered. Acceptable controls are
piecewise linear vector functions within an uneven grid of possible corner points. The
reduction of the optimal control problem into a finite-dimensional format is carried out
using vector formalization of the linear spline construction and block matrices together
with the corresponding operations. The possibility of influencing the functional in the
original problem is provided by using parameters with quadratic forms. The choice of
these parameters is focused on the regularization of the functional in the sense of pro-
viding it with the properties of convexity or concavity at the level of a finite-dimensional
model. The conditions for the choice of parameters are in the nature of inequalities with
respect to the extreme eigenvalues of the block matrices forming the objective function.
The corresponding convex or concave optimization problems can be solved in a finite
number of iterations.
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1. Введение

В теории оптимального управления линейно-квадратичные задачи
(ЛКЗ — линейная система, квадратичный функционал) занимают прио-
ритетное место в силу своей исторической значимости и сохраняющейся
актуальности. Спектр возможных постановок и соответствующих ре-
зультатов в этой области достаточно широк. В рамках рассматриваемой
в данной статье проблематики выделим ЛКЗ невыпуклого характера
при наличии ограничений на управление с ориентировкой на программ-
ное решение [1; 3; 6; 8].

Отметим, что проблемы глобального решения общих (невыпуклых)
задач этого профиля еще сохраняются и допускают дальнейшее раз-
витие. В данной статье рассматривается ЛКЗ с произвольными мат-
рицами квадратичных форм в функционале и многомерным управле-
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нием в линейной фазовой системе с выпуклым ограничением в каж-
дый момент времени. Множество допустимых управлений составляют
кусочно-линейные вектор-функции относительно неравномерной сетки
возможных угловых точек.

В рамках данной постановки задача имеет конечномерный харак-
тер и возникает необходимость провести экономичную формализацию
и получить в явном виде итоговую задачу квадратичной оптимизации.
Для исходной задачи с многомерным управлением наглядным и мето-
дически удобным средством преобразования оказалось использование
опорных функций из теории сплайн-интерполирования и блочных век-
торов и матриц вместе с соответствующими операциями скалярного
произведения и умножения матрицы на вектор.

Возможность воздействия на функционал качества без изменения
смысла оптимизации обеспечивается с помощью положительных пара-
метров при квадратичных формах. Выбор этих весовых коэффициентов
в конечном итоге связан с регуляризацией функционала в плане его
приведения к выпуклой или вогнутой структуре на уровне конечно-
мерной модели. Условия на параметры носят спектральный характер.
Это неравенства относительно линейных комбинаций экстремальных
собственных значений блочных матриц, формирующих целевую функ-
цию.

Соответствующие задачи выпуклой или вогнутой оптимизации до-
пускают гарантированное решение за конечное число итераций: методы
особых точек и сопряженных градиентов, процедуры перебора угловых
точек допустимого множества [2; 4; 7].

Применительно к общей задаче квадратичной оптимизации достига-
ется только уровень локального решения в рамках стандартных проце-
дур градиентного типа.

2. Постановка задачи

Рассмотрим линейно-квадратичную задачу оптимального управле-
ния в следующей постановке:

Φ(𝑢) =
1

2
𝛼⟨𝑥(𝑇 ), 𝐶𝑥(𝑇 )⟩+

+
1

2

∫︁ 𝑇

𝑡0

(𝛽⟨𝑥(𝑡), 𝑄(𝑡)𝑥(𝑡)⟩+ 𝛾⟨𝑢(𝑡), 𝑃 (𝑡)𝑢(𝑡)⟩)𝑑𝑡→ 𝑚𝑖𝑛,

�̇�(𝑡) = 𝐴(𝑡)𝑥(𝑡) +𝐵(𝑡)𝑢(𝑡), 𝑥(𝑡0) = 𝑥0, (2.1)

𝑢(𝑡) ∈ 𝑈, 𝑡 ∈ [𝑡0, 𝑇 ]. (2.2)
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Здесь 𝑢(𝑡) − (𝑟 × 1), 𝑥(𝑡) − (𝑛 × 1) вектор-функции, матрицы квадра-
тичных форм симметричны, матричные функции 𝐴(𝑡), 𝐵(𝑡), 𝑄(𝑡), 𝑃 (𝑡)
непрерывны на [𝑡0, 𝑇 ], множество 𝑈 ⊂ 𝑅𝑟 выпукло и компактно.

Обратим внимание на параметры 𝛼, 𝛽, 𝛾 в функционале Φ(𝑢) (весо-
вые коэффициенты), которые естественно положительны и обеспечива-
ют возможность воздействия на функционал с определенными целями.

Проведем описание множества допустимых управлений. Введем на
отрезке [𝑡0, 𝑇 ] сетку узлов {𝑡0, 𝑡1, ..., 𝑡𝑚, 𝑡𝑚+1 = 𝑇} с условием 𝑡𝑗−1 < 𝑡𝑗
и выделим промежутки

𝑇0 = [𝑡0, 𝑡1], 𝑇𝑗 = [𝑡𝑗−1, 𝑡𝑗+1], 𝑗 = 1,𝑚, 𝑇𝑚+1 = [𝑡𝑚, 𝑡𝑚+1].

Определим на [𝑡0, 𝑇 ] опорные функции кусочно-линейной структуры

𝜙0(𝑡) =

{︂ 𝑡1−𝑡
𝑡1−𝑡0 , 𝑡 ∈ 𝑇0,

0, 𝑡 ̸∈ 𝑇0,
𝜙𝑚+1(𝑡) =

{︂
0, 𝑡 ̸∈ 𝑇𝑚+1,

𝑡−𝑡𝑚
𝑡𝑚+1−𝑡𝑚 , 𝑡 ∈ 𝑇𝑚+1,

𝜙𝑗(𝑡) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑡−𝑡𝑗−1

𝑡𝑗−𝑡𝑗−1
, 𝑡 ∈ [𝑡𝑗−1, 𝑡𝑗 ],

𝑡𝑗+1−𝑡
𝑡𝑗+1−𝑡𝑗 , 𝑡 ∈ [𝑡𝑗 , 𝑡𝑗+1],

0, 𝑡 ̸∈ 𝑇𝑗 ,

𝑗 = 1,𝑚.

Приведем соответствующую графическую иллюстрацию (рис. 1)

Рис. 1.

Отметим значения в узловых точках

𝜙𝑗(𝑡𝑖) =

{︂
1, 𝑗 = 𝑖,
0, 𝑗 ̸= 𝑖,

𝑖, 𝑗 = 0,𝑚+ 1 (2.3)

и взаимосвязь “не соседних” функций

𝜙𝑗(𝑡)𝜙𝑘(𝑡) = 0, 𝑡 ∈ [𝑡0, 𝑇 ], |𝑗 − 𝑘| > 1. (2.4)

На основании свойства (2.3) получаем
𝑚+1∑︁
𝑗=0

𝜙𝑗(𝑡𝑖) = 1, 𝑖 = 0,𝑚+ 1.
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Оказывается такое условие имеет место всюду на [𝑡0, 𝑇 ] :

𝑚+1∑︁
𝑗=0

𝜙𝑗(𝑡) = 1, 𝑡 ∈ [𝑡0, 𝑇 ].

Действительно, пусть 𝑡 ∈ (𝑡𝑖, 𝑡𝑖+1), 𝑖 = 0,𝑚. Тогда по определению
опорных функций имеем

𝑚+1∑︁
𝑗=0

𝜙𝑗(𝑡) = 𝜙𝑖(𝑡) + 𝜙𝑖+1(𝑡) =
𝑡𝑖+1 − 𝑡

𝑡𝑖+1 − 𝑡𝑖
+

𝑡− 𝑡𝑖
𝑡𝑖+1 − 𝑡𝑖

= 1.

Таким образом, с учетом неотрицательности опорные функции 𝜙𝑗(𝑡),
𝑗 = 0,𝑚+ 1 образуют набор коэффициентов выпуклой комбинации для
𝑡 ∈ [𝑡0, 𝑇 ]. При этом на каждом интервале (𝑡𝑖, 𝑡𝑖+1) отличны от нуля
только две функции 𝜙𝑖(𝑡), 𝜙𝑖+1(𝑡).

Пусть 𝑧𝑖𝑗 , 𝑖 = 1, 𝑟, 𝑗 = 0,𝑚+ 1 — массив параметров. Упорядочим
его в рамках векторов 𝑧𝑗 = (𝑧1𝑗 , ..., 𝑧𝑟𝑗) и образуем их прямую сумму
- вектор 𝑧 = (𝑧0, 𝑧1, ..., 𝑧𝑚, 𝑧𝑚+1) размерности (𝑚 + 2)𝑟. Определим
множество параметров

𝑍 = {𝑧 : 𝑧𝑗 ∈ 𝑈, 𝑗 = 0,𝑚+ 1},

которое является выпуклым и компактным.
Для 𝑧 ∈ 𝑍 сформируем управление как линейную комбинацию с

опорными функциями

𝑢(𝑡, 𝑧) =

𝑚+1∑︁
𝑗=0

𝜙𝑗(𝑡)𝑧
𝑗 , 𝑡 ∈ [𝑡0, 𝑇 ]. (2.5)

Это кусочно-линейная вектор-функция на заданной сетке со значения-
ми 𝑧𝑖 в узловых точках 𝑡𝑖 : 𝑢(𝑡𝑖, 𝑧) = 𝑧𝑖, 𝑖 = 0,𝑚+ 1.

Для 𝑡 ∈ [𝑡𝑖, 𝑡𝑖+1] область значений 𝑢(𝑡, 𝑧) совпадает с выпуклой ком-
бинацией точек 𝑧𝑖, 𝑧𝑖+1, т.е. с отрезком [𝑧𝑖, 𝑧𝑖+1], 𝑖 = 0,𝑚. Следова-
тельно, для 𝑧 ∈ 𝑍 управление 𝑢(𝑡, 𝑧) удовлетворяет ограничению (2.2)
с выпуклым множеством 𝑈.

Для пояснения отметим, что каждая составляющая 𝑢𝑘(𝑡, 𝑧), 𝑘 = 1, 𝑟
есть кусочно-линейная функция на [𝑡0, 𝑇 ] с угловыми точками 𝑡𝑖 и зна-
чениями 𝑢𝑘(𝑡𝑖, 𝑧) = 𝑧𝑘𝑖 (линейный сплайн по этой таблице значений).

Подведем итог. Вектор-функцию 𝑢(𝑡, 𝑧), 𝑡 ∈ [𝑡0, 𝑇 ], 𝑧 ∈ 𝑍 назо-
вем допустимым управлением. Задача оптимизации конкретизируется
следующим образом

Φ(𝑢) → 𝑚𝑖𝑛, 𝑢 ∈ {𝑢(𝑡, 𝑧), 𝑧 ∈ 𝑍}. (2.6)
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3. Конечномерное описание задачи

Проведем преобразование задачи оптимального управления (2.6) в
конечномерный формат относительно переменной 𝑧.

Допустимое управление 𝑢(𝑡, 𝑧) порождает фазовую траекторию
𝑥(𝑡, 𝑧) в силу уравнения

�̇�(𝑡, 𝑧) = 𝐴(𝑡)𝑥(𝑡, 𝑧) +𝐵(𝑡)𝑢(𝑡, 𝑧), 𝑥(𝑡0, 𝑧) = 𝑥0. (3.1)

Для 𝑗 = 0,𝑚+ 1 определим (𝑛 × 𝑟) матричную функцию 𝑋𝑗(𝑡) со-
гласно уравнению

�̇�𝑗(𝑡) = 𝐴(𝑡)𝑋𝑗(𝑡) +𝐵(𝑡)𝜙𝑗(𝑡), 𝑋𝑗(𝑡0) = 𝑂.

Пусть 𝑥(𝑡, 0) - решение фазовой системы (2.1) на управлении 𝑢(𝑡) = 0,
𝑡 ∈ [𝑡0, 𝑇 ]. Тогда траектория 𝑥(𝑡, 𝑧) выражается следующим образом

𝑥(𝑡, 𝑧) = 𝑥(𝑡, 0) +
𝑚+1∑︁
𝑗=0

𝑋𝑗(𝑡)𝑧
𝑗 , 𝑡 ∈ [𝑡0, 𝑇 ]. (3.2)

Данное представление проверяется непосредственно на основе урав-
нения (3.1).

Рассмотрим функционал Φ(𝑢) на процессе {𝑢(𝑡, 𝑧), 𝑥(𝑡, 𝑧)}. Исполь-
зуя формулы (2.5), (3.2) и свойство (2.4) получаем следующие представ-
ления

Φ1(𝑧) =
1

2
𝛼⟨𝑥(𝑇, 𝑧), 𝐶𝑥(𝑇, 𝑧)⟩ = 1

2
𝛼[⟨𝑥(𝑇, 0), 𝐶𝑥(𝑇, 0)⟩+

+ 2

𝑚+1∑︁
𝑗=0

⟨𝑧𝑗 , 𝑋ᵀ𝑗 (𝑇 )𝐶𝑥(𝑇, 0)⟩+
𝑚+1∑︁
𝑗=0

𝑚+1∑︁
𝑘=0

⟨𝑧𝑗 , 𝑋ᵀ𝑗 (𝑇 )𝐶𝑋𝑘(𝑇 )𝑧
𝑘⟩],

Φ2(𝑧)=
1

2
𝛽

∫︁ 𝑇

𝑡0

⟨𝑥(𝑡, 𝑧), 𝑄(𝑡)𝑥(𝑡, 𝑧)⟩𝑑𝑡= 1

2
𝛽
[︁ ∫︁ 𝑇

𝑡0

⟨𝑥(𝑡, 0), 𝑄(𝑡)𝑥(𝑡, 0)⟩𝑑𝑡+

+2

𝑚+1∑︁
𝑗=0

⟨𝑧𝑗 ,
∫︁ 𝑇

𝑡0

𝑋ᵀ𝑗 (𝑡)𝑄(𝑡)𝑥(𝑡, 0)𝑑𝑡⟩+
𝑚+1∑︁
𝑗=0

𝑚+1∑︁
𝑘=0

⟨𝑧𝑗 ,
∫︁ 𝑇

𝑡0

𝑋ᵀ𝑗 (𝑡)𝑄(𝑡)𝑋𝑘(𝑡)𝑑𝑡𝑧
𝑘⟩
]︁
,

Φ3(𝑧) =
1

2
𝛾

∫︁ 𝑇

𝑡0

⟨𝑢(𝑡, 𝑧), 𝑃 (𝑡)𝑢(𝑡, 𝑧)⟩𝑑𝑡 =

=
1

2
𝛾
𝑚+1∑︁
𝑗=0

𝑚+1∑︁
𝑘=0

⟨𝑧𝑗 , (
∫︁ 𝑇

𝑡0

𝑃 (𝑡)𝜙𝑗(𝑡)𝜙𝑘(𝑡)𝑑𝑡)𝑧
𝑘⟩ =

=
1

2
𝛾

𝑚+1∑︁
𝑗=0

𝑚+1∑︁
𝑘=0

|𝑗−𝑘|≤1

⟨𝑧𝑗 , (
∫︁ 𝑇

𝑡0

𝑃 (𝑡)𝜙𝑗(𝑡)𝜙𝑘(𝑡)𝑑𝑡)𝑧
𝑘⟩.
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Для 𝑗, 𝑘 = 0,𝑚+ 1 введем обозначения

𝑐𝑗 = 𝑋ᵀ𝑗 (𝑇 )𝐶𝑥(𝑇, 0), 𝑞𝑗 =

∫︁ 𝑇

𝑡0

𝑋ᵀ𝑗 (𝑡)𝑄(𝑡)𝑥(𝑡, 0)𝑑𝑡,

𝐶𝑗𝑘 = 𝑋ᵀ𝑗 (𝑇 )𝐶𝑋𝑘(𝑇 ), 𝑄𝑗𝑘 =

∫︁ 𝑇

𝑡0

𝑋ᵀ𝑗 (𝑡)𝑄(𝑡)𝑋𝑘(𝑡)𝑑𝑡,

𝑃𝑗𝑘 =

∫︁ 𝑇

𝑡0

𝑃 (𝑡)𝜙𝑗(𝑡)𝜙𝑘(𝑡)𝑑𝑡, |𝑗 − 𝑘| ≤ 1.

Отметим соответствующие размерности

𝑐𝑗 , 𝑞𝑗 ∈ 𝑅𝑟, 𝐶𝑗𝑘, 𝑄𝑗𝑘, 𝑃𝑗𝑘 ∈ 𝑅𝑟×𝑟

и условия транспонирования матриц

𝐶ᵀ𝑗𝑘 = 𝐶𝑘𝑗 , 𝑄ᵀ𝑗𝑘 = 𝑄𝑘𝑗 , 𝑃 ᵀ𝑗𝑘 = 𝑃𝑗𝑘 = 𝑃𝑘𝑗 . (3.3)

В результате суммирования Φ1(𝑧)+Φ2(𝑧)+Φ3(𝑧) с учетом обозначе-
ний получаем следующее выражение для целевого функционала Φ на
процессе {𝑢(𝑡, 𝑧), 𝑥(𝑡, 𝑧)}

Φ(𝑧) = Φ(0) +

𝑚+1∑︁
𝑗=0

⟨𝑧𝑗 , 𝛼𝑐𝑗 + 𝛽𝑞𝑗⟩+

+
1

2

𝑚+1∑︁
𝑗=0

𝑚+1∑︁
𝑘=0

⟨𝑧𝑗 , (𝛼𝐶𝑗𝑘 + 𝛽𝑄𝑗𝑘)𝑧
𝑘⟩+ 1

2
𝛾

𝑚+1∑︁
𝑗=0

𝑚+1∑︁
𝑘=0

|𝑗−𝑘|≤1

⟨𝑧𝑗 , 𝑃𝑗𝑘𝑧𝑘⟩.

Дальнейшее преобразование полученного представления целесооб-
разно провести с использованием блочных матриц и векторов вместе
с соответствующими операциями. По аналогии с блочным вектором
𝑧 = (𝑧0, ..., 𝑧𝑚+1) составим векторы

𝑐 = (𝑐0, ..., 𝑐𝑚+1), 𝑞 = (𝑞0, ..., 𝑞𝑚+1)

и определим операцию скалярного произведения

(𝑐, 𝑞) =

𝑚+1∑︁
𝑗=0

⟨𝑐𝑗 , 𝑞𝑗⟩.

Тогда первая сумма в выражении для Φ(𝑧) получает штатное пред-
ставление

𝑚+1∑︁
𝑗=0

⟨𝑥𝑗 , 𝛼𝑐𝑗 + 𝛽𝑞𝑗⟩ = (𝑧, 𝛼𝑐+ 𝛽𝑞).
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Матрицы 𝐶𝑗𝑘, 𝑄𝑗𝑘 объединим в блочные конструкции

𝐶𝑏 = [𝐶𝑗𝑘], 𝑄𝑏 = [𝑄𝑗𝑘], 𝑗, 𝑘 = 0,𝑚+ 1.

Это блочные квадратные матрицы порядка (𝑚+ 2)𝑟, которые с уче-
том условий (3.3) и правила блочного транспонирования являются сим-
метричными:

𝐶ᵀ𝑏 = [𝐶ᵀ𝑘𝑗 ] = [𝐶𝑗𝑘] = 𝐶𝑏, 𝑄ᵀ𝑏 = [𝑄ᵀ𝑘𝑗 ] = [𝑄𝑗𝑘] = 𝑄𝑏.

Матрицы 𝑃𝑗𝑘 объединим в блочную трехдиагональную матрицу

𝑃𝑏 = [𝑃𝑗𝑘], 𝑗, 𝑘 = 0,𝑚+ 1, |𝑗 − 𝑘| ≤ 1,

которая также является симметричной:

𝑃 ᵀ𝑏 = [𝑃 ᵀ𝑘𝑗 ] = [𝑃𝑘𝑗 ] = [𝑃𝑗𝑘] = 𝑃𝑏.

Проведем свертку двойных сумм в выражении для Φ(𝑧).
Блочный вектор 𝐶𝑏𝑧 имеет следующую структуру 𝐶𝑏𝑧 = [(𝐶𝑏𝑧)

0, ...,
(𝐶𝑏𝑧)

𝑚+1], в которой

(𝐶𝑏𝑧)
𝑗 =

𝑚+1∑︁
𝑘=0

𝐶𝑗𝑘𝑧
𝑘, 𝑗 = 0,𝑚+ 1.

Следовательно,

(𝑧, 𝐶𝑏𝑧) =
𝑚+1∑︁
𝑗=0

⟨𝑧𝑗 , (𝐶𝑏𝑧)𝑗⟩ =
𝑚+1∑︁
𝑗=0

𝑚+1∑︁
𝑘=0

⟨𝑧𝑗 , 𝐶𝑗𝑘𝑧𝑘⟩.

Это квадратичная форма с блочной матрицей 𝐶𝑏 = [𝐶𝑗𝑘] и соответ-
ствующим блочным вектором 𝑧 = (𝑧𝑗).

Аналогичным образом получаем выражения

(𝑧,𝑄𝑏𝑧) =
𝑚+1∑︁
𝑗=0

𝑚+1∑︁
𝑘=0

⟨𝑧𝑗 , 𝑄𝑗𝑘𝑧𝑘⟩, (𝑧, 𝑃𝑏𝑧) =

𝑚+1∑︁
𝑗=0

𝑚+1∑︁
𝑘=0

|𝑗−𝑘|≤1

⟨𝑧𝑗 , 𝑃𝑗𝑘𝑧𝑘⟩.

Таким образом, итоговое выражение для целевого функционала Φ в
задаче (2.6) через вектор управляющих параметров 𝑧 имеет вид

Φ(𝑧) = Φ(0) + (𝑧, 𝛼𝑐+ 𝛽𝑞) +
1

2
(𝑧, [𝛼𝐶𝑏 + 𝛽𝑄𝑏 + 𝛾𝑃𝑏]𝑧).

Исходная задача оптимизации формулируется в явном конечномер-
ном варианте

Φ(𝑧) → 𝑚𝑖𝑛, 𝑧 ∈ 𝑍. (3.4)
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Замечание 1. Согласно технологии преобразования квадратичных
форм при переходе от задачи (2.6) к задаче (3.4) приходим к заключе-
нию о сохранении свойств знакоопределенности соответствующих мат-
риц:

𝐶, 𝑄(𝑡), 𝑃 (𝑡) ≥ 0 (≤ 0) ⇒ 𝐶𝑏, 𝑄𝑏, 𝑃𝑏 ≥ 0 (≤ 0).

4. Параметрическая регуляризация задачи

Проведем обсуждение задачи (3.4) в плане возможностей ее эффек-
тивного численного решения.

Целевая функция Φ(𝑧) зависит от параметров 𝛼, 𝛽, 𝛾. Найдем усло-
вия на эти параметры, которые обеспечивают свойство выпуклости или
вогнутости функции Φ(𝑧). Реализуем эти условия через экстремальные
собственные значения 𝜆𝑚𝑖𝑛, 𝜆𝑚𝑎𝑥 соответствующих блочных матриц.

Свойство выпуклости квадратичной функции Φ(𝑧) эквивалентно
спектральному неравенству

𝜆𝑚𝑖𝑛(𝛼𝐶𝑏 + 𝛽𝑄𝑏 + 𝛾𝑃𝑏) ≥ 0.

На основании теоремы Вейля [9] имеет место оценка

𝜆𝑚𝑖𝑛(𝛼𝐶𝑏 + 𝛽𝑄𝑏 + 𝛾𝑃𝑏) ≥

≥ 𝛼𝜆𝑚𝑖𝑛(𝐶𝑏) + 𝛽𝜆𝑚𝑖𝑛(𝑄𝑏) + 𝛾𝜆𝑚𝑖𝑛(𝑃𝑏) = 𝑆1(𝛼, 𝛽, 𝛾).

Отсюда получаем условие на параметры

𝑆1(𝛼, 𝛽, 𝛾) ≥ 0, 𝛼 > 0, 𝛽 > 0, 𝛾 > 0, (4.1)

которое гарантирует свойство выпуклости функции Φ(𝑧).
В частности, это свойство обеспечивается за счет специального выбо-

ра параметров, если хотя бы одна из матриц 𝐶𝑏, 𝑄𝑏, 𝑃𝑏 положительно
определена.

Аналогичным образом реализуется свойство вогнутости функции
Φ(𝑧), которое эквивалентно спектральному неравенству

𝜆𝑚𝑎𝑥(𝛼𝐶𝑏 + 𝛽𝑄𝑏 + 𝛾𝑃𝑏) ≤ 0.

Согласно той же теореме получаем

𝜆𝑚𝑎𝑥(𝛼𝐶𝑏 + 𝛽𝑄𝑏 + 𝛾𝑃𝑏) ≤

≤ 𝛼𝜆𝑚𝑎𝑥(𝐶𝑏) + 𝛽𝜆𝑚𝑎𝑥(𝑄𝑏) + 𝛾𝜆𝑚𝑎𝑥(𝑃𝑏) = 𝑆2(𝛼, 𝛽, 𝛾).
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Это приводит к условию вогнутости функции Φ(𝑧)

𝑆2(𝛼, 𝛽, 𝛾) ≤ 0, 𝛼 > 0, 𝛽 > 0, 𝛾 > 0. (4.2)

В результате такой параметрической регуляризации целевой функ-
ции задача (3.4) приобретает благоприятную структуру в плане гло-
бального решения (минимизация выпуклой или вогнутой функции на
выпуклом множестве).

Замечание 2. Предлагаемая процедура параметрической регуляриза-
ции (в части овыпукления) представляется вполне целесообразной для
функционалов с выпуклым фрагментом, когда по крайней мере одна
из матриц 𝐶, 𝑄(𝑡), 𝑃 (𝑡) является положительно определенной. Пусть,
например, интегрант в выражении для Φ(𝑢) имеет выпукло-вогнутую
структуру, т. е. 𝐶 = 0, 𝑄(𝑡) > 0, 𝑃 (𝑡) < 0. В этом случае конечномерная
задача (3.4) приобретает d.-c. формат [8]: 𝐶𝑏 = 0, 𝑄𝑏 > 0, 𝑃𝑏 < 0 и в
результате регуляризации становится выпуклой.

Проведем конкретизацию задачи (3.4) по части допустимого множе-
ства 𝑍. Рассмотрим тот стандартный случай, когда область управления
𝑈 описывается двусторонними ограничениями

𝑈 = {𝑢 = (𝑢1, ..., 𝑢𝑟) : 𝑢𝑖 ∈ [𝑢−𝑖 , 𝑢
+
𝑖 ], 𝑖 = 1, 𝑟}.

Соответствующее множество 𝑍 имеет простейшую структуру

𝑍 = {𝑧 = (𝑧0, ..., 𝑧𝑚+1) : 𝑧𝑗 = (𝑧1𝑗 , ..., 𝑧𝑟𝑗),

𝑧𝑖𝑗 ∈ [𝑢−𝑖 , 𝑢
+
𝑖 ], 𝑖 = 1, 𝑟 𝑗 = 0,𝑚+ 1}. (4.3)

Рассмотрим задачу (3.4) с набором параметров, удовлетворяющих
условию (4.1). Это задача квадратичного программирования, которая
решается за конечное число итераций методом особых точек или мето-
дом сопряженных градиентов [2; 4].

Второй вариант задачи (3.4), (4.3) связан с набором параметров из
условия (4.2). Это задача минимизации вогнутой функции Φ(𝑧) на па-
раллелепипеде 𝑍. Ее глобальное решение сводится к перебору угло-
вых точек допустимого множества (𝑧𝑖𝑗 = 𝑢−𝑖 ∨ 𝑢+𝑖 ) с возможностью
монотонного убывания целевой функции (метод условного градиента,
процедуры улучшения экстремальных точек) [7].

В общем случае (без регуляризации) задача (3.4) допускает решение
только на локальном уровне. При этом локальный минимум или экстре-
мальную точку можно находить с помощью стандартных градиентных
методов, которые явно реализуются в рамках полученной формулы для
целевой функции Φ(𝑧).

Замечание 3. Поиск экстремальных собственных значений 𝜆𝑚𝑖𝑛,
𝜆𝑚𝑎𝑥 соответствующих матриц можно проводить, например, на основе
степенного метода с нормировкой [5].
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5. Заключение

В статье рассмотрена общая линейно-квадратичная задача с много-
мерным ограниченным управлением в линейной фазовой системе. Мно-
жество допустимых управлений составляют непрерывные кусочно-ли-
ней-ные вектор-функции относительно заданной сетки возможных уг-
ловых точек. Целевой функционал содержит три параметра при обра-
зующих квадратичных формах.

Эти параметры можно интерпретировать как весовые коэффици-
енты в рамках аддитивной структуры функционала. Итоговый выбор
этих коэффициентов является вполне естественным с точки зрения
адаптации исходной модели к возможностям современных вычислите-
льных методов в задачах данного типа. Использование кусочно-линей-
ных управлений позволяет реализовать эту установку на конечномер-
ном уровне.

Дальнейшие исследования в этом направлении могут быть связаны
с изменениями в постановке задачи при сохранении общей концепции
предлагаемого подхода.
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