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Аннотация. Известные принципы максимума типа Понтрягина и соответствую-
щие им условия экстремальности (Кларка, Кашкоч – Лоясиевича, Суссмана и др.)
усиливаются до необходимых условий глобальной оптимальности в форме пози-
ционного принципа минимума для классических и негладких задач оптимального
управления без терминальных ограничений. Формулировки позиционного принци-
па минимума (или соответствующего ему условия экстремальности) не выходят за
рамки конструкций принципов максимума (функция Понтрягина или гамильтониан,
сопряженная система или включение, их решения, т. е. котраектории), но собственно
условие максимума функции Понтрягина или гамильтониана усиливается до вари-
ационного: оптимальная траектория рассматриваемой задачи необходимо является
минималью в некоторой присоединенной задаче динамической оптимизации. Эта
задача ставится на множестве всех пучков конструктивных движений Красовского
– Субботина, порожденных экстремальными стратегиями относительно суперре-
шения уравнения Гамильтона – Якоби, определенного явно через котраекторию
исследуемого процесса и целевую функцию, задающую терминальный функционал.
В более общем варианте позиционный принцип минимума использует обобщенные
решения проксимального неравенства Гамильтона – Якоби для слабо убывающих
(𝑢-стабильных) функций.
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Abstract. Existing maximum principles of Pontryagin’s type and related optimality
conditions, such as, e.g., the ones derived by F. Clarke, B. Kaskosz and S. Lojasiewicz Jr.,
and H.J. Sussmann, can be strengthened up to global necessary optimality conditions
in the form of so-called feedback minimum principle. This is possible for both classical
and non-smooth optimal control problems without terminal constraints. The formu-
lation of the feedback minimum principle (or related extremality conditions) remains
within basic constructions of the mentioned maximum principles (the Hamiltonian or
Pontryagin function, the adjoint differential equation or inclusion, and its solutions ––
co-trajectories). At the same time, the actual maximum condition –– maximization of
the Hamiltonian –– takes a variational form: any optimal trajectory of the addressed
problem should be optimal for a specific “accessory” problem of dynamic optimization.
The latter is stated over all tubes of Krasovskii-Subbotin constructive motions generated
by feedback strategies, which are extremal with respect to a certain supersolution of the
Hamilton-Jacobi equation. Such a supersolution can be represented explicitely in terms
of the co-trajectory of a reference control process and the terminal cost function. In a
general version, the feedback minimum principle operates with generalized solutions of
the proximal Hamilton-Jacobi inequality for weakly decreasing (𝑢-stable) functions.
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1. Введение

Необходимые условия локальной оптимальности первого порядка в
управляемых дифференциальных системах и включениях имеют без-
условным эталоном фундаментальный принцип максимума Понтряги-
на [13]. Не случайно подавляющее большинство известных принципов
максимума (и соответствующих им условий экстремальности) являют-
ся распространением и обобщением оригинального принципа на более
сложные и негладкие задачи, и применительно к классической, глад-
кой задаче сводятся к нему. Наиболее известен в этом плане принцип
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максимума Кларка [9], но и последующие его обобщения не усиливают
принцип максимума Понтрягина для гладких задач.

Исключение составляет принцип максимума Кашкоч – Лоясиеви-
ча [19] с дальнейшим развитием в [14;17;18;20;21]. Он эффективен как
для гладких задач (усиливая принцип Понтрягина), так и для неглад-
ких (см. в этом направлении обзорную статью В. Мордуховича [12] и
монографию Р. Винтера [22]). Поэтому для вариационного усиления
условий экстремальности, заявленного в аннотации, естественно при-
нять за ориентир именно принцип максимума Кашкоч – Лоясиевича.

Однако для ясности изложение результатов начнем с независимого
от этого принципа вариационного усиления принципа максимума Понт-
рягина (ПМП) для гладких задач, и лишь затем обратимся к негладким.
Заметим, что в формулировку принципа максимума Кашкоч – Лоя-
сиевича входит негладкое сопряженное включение типа Кларка (даже
в гладкой задаче), а это стимулирует вести изложение для негладкой
задачи — никаких даже технических трудностей это не доставляет.

Начиная с первых работ периода появления позиционного принципа
минимума [3–6] стало ясно, что он является конструктивным и эффек-
тивным методом решения нелинейных, невыпуклых задач оптималь-
ного управления итерациями последовательного позиционного спуска.
Это важнейшее свойство иллюстрировалось на разнообразных приме-
рах с особенностями, а также на обращении принципа максимума в
достаточное условие оптимальности при более мягких предположениях,
нежели обычно [7;8]. Возникающая в позиционном принципе минимума
(кратко — F-ПМ) присоединенная задача на множестве стратегий, экс-
тремальных относительно квазилинейной слабо убывающей функции
[15] (мажоранты), оставалась в тени. Обращение к ней и анализ оказа-
лись разбросаны по источникам и фрагментарны. Между тем эта за-
дача представляет безусловный теоретический интерес с точки зрения
необходимых условий оптимальности. Исследованию F-ПМ под этим
углом зрения и посвящена данная статья. Ее первая часть (основная
по объему) напрямую соответствует названию статьи (и применению в
доказательствах квазилинейной мажоранты), а вторая часть — общему
позиционному принципу минимума (GF-ПМ) с нелинейными мажоран-
тами (идея анонсирована в [16]).

В статье систематически используются свойства слабо убывающих
(𝑢-стабильных) функций и концепция Красовского – Субботина конст-
руктивных движений управляемой системы с позиционным управлени-
ем [10] (в типичных случаях разрывным).

Будем рассматривать следующую задачу (𝑃 ):

�̇� = 𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑢), 𝑥(𝑡0) = 𝑥0, (1.1)

𝑢(𝑡) ∈ 𝑈, 𝑡 ∈ 𝑇 = [𝑡0, 𝑡1], (1.2)
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𝐽 [𝑥, 𝑢] = 𝑙(𝑥(𝑡1)) → inf .

Здесь допустимые пары функций (𝑥, 𝑢) ∈ 𝐴𝐶(𝑇,𝑅𝑛)×𝐿∞(𝑇,𝑈), где 𝑈 —
компакт в 𝑅𝑚. Вектор-функция 𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑢) предполагается непрерывной,
локально липшицевой по 𝑥 и удовлетворяющей условию сублинейно-
го роста на 𝑇 × 𝑅𝑛 × 𝑈 ; целевую функцию 𝑙(𝑥) считаем непрерывно
дифференцируемой на 𝑅𝑛.

Ясно, что задача (𝑃 ) является негладкой из-за предположений на 𝑓.
При дополнительном предположении непрерывной дифференцируемо-
сти 𝑓 по 𝑥 мы получим гладкую задачу (𝑃𝑠).

Через Σ будет обозначаться множество всех допустимых пар 𝜎 =
(𝑥, 𝑢), а через �̄� = (�̄�, �̄�) ∈ Σ — пара, исследуемая на оптимальность.

2. F–ПМ для гладкой задачи (𝑃𝑠)

Определение 1. Программное управление 𝑢(·) ∈ 𝒰 := 𝐿∞(𝑇,𝑈) на-
зовем совместимым с траекторией �̄�, если оно генерирует �̄�, т.е.
система (1.1) при 𝑢 = 𝑢(·) имеет решение �̄�.

Через 𝒰(�̄�) обозначим множество всех управлений программно сов-
местимых с �̄�, а через Σ(�̄�)— множество допустимых пар 𝜎 = (�̄�, 𝑢), 𝑢 ∈
𝒰(�̄�).

Введем функцию Понтрягина

𝐻(𝑡, 𝑥, 𝜓, 𝑢) = ⟨𝜓, 𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑢)⟩

и сопряженную систему

�̇� = −𝐻𝑥(𝑡, �̄�(𝑡), 𝜓, 𝑢(𝑡)), 𝜓(𝑡1) = 𝑙𝑥(�̄�(𝑡1)) (2.1)

при произвольном 𝑢(·) ∈ 𝒰(�̄�). Тем самым определяется множество
котраекторий Ψ(�̄�) — решений системы (2.1).

Все введенные объекты почти стандартны, лишь условие трансвер-
сальности в (2.1) отличается знаком от обычного, так что в ПМП будет
подразумеваться минимум 𝐻 по 𝑢 ∈ 𝑈, а не максимум.

Под позиционным управлением будем понимать любую функцию
𝑣(𝑡, 𝑥), определенную на 𝑇 ×𝑅𝑛 со значениями в 𝑈. Решением системы
(1.1) с таким управлением (т.е. при 𝑢 = 𝑣(𝑡, 𝑥)) назовем пучок кон-
структивных движений Красовского–Субботина (кривых Эйлера), до-
полненный решениями типа Каратеодори в случае борелевости 𝑣(𝑡, 𝑥).
Напомним [10], что каждое движение из пучка — это равномерный пре-
дел некоторой последовательности ломаных Эйлера, который является
решением овыпукленной системы (1.1), (1.2).

Следующие обозначения необходимы для формулировки F–ПМ:

∙ 𝑈𝐻(𝑡, 𝑥, 𝜓) = Argmin
𝑢∈𝑈

𝐻(𝑡, 𝑥, 𝜓, 𝑢) (2.2)
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— множество 𝐻-минимизирующих управлений;

∙ для любой 𝜓 ∈ Ψ(�̄�) положим

𝑝𝜓(𝑡, 𝑥) = 𝜓(𝑡) + 𝑙𝑥(𝑥)− 𝑙𝑥(�̄�(𝑡)) (2.3)

и назовем эту вектор-функцию 𝑙-возмущением котраектории 𝜓;

∙ полунепрерывное сверху, компактозначное отображение

𝑈𝜓(𝑡, 𝑥) = 𝑈𝐻(𝑡, 𝑥, 𝑝
𝜓(𝑡, 𝑥)) = Argmin

𝑢∈𝑈
𝑝𝜓(𝑡, 𝑥) · 𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑢), (2.4)

которое назовем 𝜓-экстремальным;

∙ 𝒱𝜓 — множество произвольных селекторов 𝑣(𝑡, 𝑥) отображения

𝑈𝜓(𝑡, 𝑥);

∙ 𝒳 (𝑣) — пучок конструктивных движений (кривых Эйлера), соот-
ветствующий 𝑣 ∈ 𝒱𝜓, дополненный решениями Каратеодори.

Справедлива следующая теорема — F–ПМ с программно совмести-
мыми управлениями.

Теорема 1. Для оптимальности пары �̄� = (�̄�, �̄�), как и любой 𝜎 ∈
Σ(�̄�), необходимо, чтобы при любом выборе 𝜓 ∈ Ψ(�̄�) траектория �̄�
была оптимальной в следующей 𝜓-присоединенной задаче:

𝑙(𝑥(𝑡1)) → min, 𝑥(·) ∈ 𝒳 (𝑣), 𝑣 ∈ 𝒱𝜓. (2.5)

Доказательство. Поскольку все пары 𝜎 ∈ Σ(�̄�) равнозначны по функ-
ционалу с �̄�, то они могут быть оптимальны только одновременно.

Выберем произвольно 𝜓 ∈ Ψ(�̄�) и пару 𝜎 = (�̄�, 𝑢) ∈ Σ(�̄�), для кото-
рой выбранная котраектория является решением сопряженной системы
(2.1). Определим функцию

𝜙𝜓(𝑡, 𝑥) = 𝑙(𝑥) + (𝜓(𝑡)− 𝑙𝑥(�̄�(𝑡))) · (𝑥− �̄�(𝑡)) + 𝑟(𝑡). (2.6)

Здесь последнее слагаемое — это абсолютно непрерывная «поправка»,
которая позволяет гарантировать слабое убывание функции (2.6) в со-
ответствии с приемом нормировки [3], [8, лемма 1.2.1]. При этом 𝑟(𝑡1) =
0, так что

𝜙𝜓(𝑡1, 𝑥) = 𝑙(𝑥) (2.7)

в силу граничного условия в (2.1). Поэтому 𝜙𝜓 — квазилинейная ма-
жоранта функционала 𝐽 [𝜎] на множестве Σ (о ней упоминалось выше),
причем очевидно, что

𝜙𝜓𝑥 (𝑡, 𝑥) = 𝑝𝜓(𝑡, 𝑥).
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Селекторы 𝑣 ∈ 𝒱𝜓 отображения (2.4) генерируют движения (решения
овыпукленной системы (1.1), (1.2)), вдоль которых мажоранта (2.6) не
возрастает. В силу граничного условия (2.7) и оптимальности �̄� отсюда
следует оценка

𝑙(�̄�(𝑡1)) ≤ 𝑙(𝑥(𝑡1)) ∀𝑥(·) ∈ 𝒳 (𝑣), 𝑣 ∈ 𝒱𝜓. (2.8)

Для завершения доказательства теоремы необходимо установить, что
траектория �̄� допустима в задаче (2.5), т.е. ∃𝑣 ∈ 𝒱𝜓 : �̄� ∈ 𝒳 (𝑣). Это
свойство нетрудно вывести из ПМП для оптимальной пары 𝜎. (Кон-
струкция 𝑣 аналогична используемой ниже в доказательстве теоремы 3
и здесь опускается.) В силу оценки (2.8) из существования селектора 𝑣
следует утверждение теоремы.

Уточним известную терминологию, связанную с экстремалями Понт-
рягина задачи (𝑃𝑠).

Пара (�̄�, �̄�) называется экстремалью Понтрягина, если она удовле-
творяет ПМП вместе с соответствующей котраекторией 𝜓 — решением
системы (2.1) при 𝑢 = �̄�(𝑡). Тройку (�̄�, �̄�, 𝜓) назовем понтрягинской
биэкстремалью, а ее компоненту 𝜓-коэкстремалью (наряду с котраек-
торией).

Определение 2. Пару (�̄�, �̄�) (или любую пару (�̄�, 𝑢) ∈ Σ(�̄�)) назовем
позиционной экстремалью задачи (𝑃𝑠), если траектория �̄� оптималь-
на в присоединенной задаче (2.5) хотя бы при одной 𝜓 ∈ Ψ(�̄�).

Отметим важную роль использования совместимых управлений: па-
ра (�̄�, �̄�) может быть экстремалью Понтрягина, но другая пара (�̄�, 𝑢)
из Σ(�̄�) — нет. Этот факт бракует пару (�̄�, �̄�) — она не оптимальна.
Свойство экстремальности не является общим для всех пар из Σ(�̄�), в
отличие от свойства оптимальности.

В следующей теореме доказывается, что F-ПМ действительно явля-
ется вариационным усилением ПМП.

Теорема 2 (о связи позиционных экстремалей с понтрягинскими).
Пусть пара (�̄�, �̄�) — позиционная экстремаль задачи (𝑃𝑠) с котраек-
торией 𝜓 ∈ Ψ(�̄�). Тогда:

а) если �̄� — решение типа Каратеодори, соответствующее борелев-
скому селектору 𝑣 ∈ 𝒱𝜓, то пара функций

(�̄�, 𝑢𝑐), 𝑢𝑐(𝑡) = 𝑣(𝑡, �̄�(𝑡)), 𝑡 ∈ 𝑇 (2.9)

принадлежит Σ(�̄�) и является экстремалью Понтрягина задачи (𝑃𝑠)
с котраекторией 𝜓;

б) более общо, если �̄� — кривая Эйлера (конструктивное движе-
ние), то траектория �̄� экстремальна в смысле Понтрягина в овы-
пукленной задаче (co 𝑃𝑠) (т.е. является траекторией понтрягинской
биэкстремали (�̄�, �̄�𝑡, 𝜓) в (co 𝑃𝑠) с обобщенным управлением �̄�𝑡).

Известия Иркутского государственного университета.
Серия «Математика». 2022. Т. 41. С. 19–39
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Доказательство. а) Поскольку 𝑣 ∈ 𝒱𝜓, то выполняется следующее ус-
ловие позиционного минимума функции 𝐻 :

𝐻(𝑡, 𝑥, 𝑝𝜓(𝑡, 𝑥), 𝑣(𝑡, 𝑥)) = min
𝑢∈𝑈

𝐻(𝑡, 𝑥, 𝑝(𝑡, 𝑥), 𝑢) на 𝑇 ×𝑅𝑛. (2.10)

Полагая здесь 𝑥 = �̄�(𝑡) и учитывая равенства (2.3), (2.9), получим

𝐻(𝑡, �̄�(𝑡), 𝜓(𝑡), 𝑢𝑐(𝑡)) = min
𝑢∈𝑈

𝐻(𝑡, �̄�(𝑡), 𝜓(𝑡), 𝑢), 𝑡 ∈ 𝑇.

Поскольку 𝑣 — борелевская функция со значениями в 𝑈 , то 𝑢𝑐(𝑡) —
допустимое управление, совместимое с �̄�. Поэтому последнее равенство
завершает доказательство.

б) Пусть �̄� является равномерным пределом последовательности ло-
маных Эйлера, соответствующих селектору 𝑣 ∈ 𝒱𝜓, разбиению Δ =
{𝑡0 = 𝜏0 < . . . < 𝜏𝑖 < . . . < 𝜏𝑁+1 = 𝑡1} отрезка 𝑇 и кусочно постоянному
управлению

𝑢Δ(𝑡) =
𝑁∑︁
𝑖=0

𝑢𝑖𝜒𝜔𝑖 , 𝑢𝑖 = 𝑣(𝜏𝑖, 𝑥Δ(𝜏𝑖)), 𝜔𝑖 = [𝜏𝑖, 𝜏𝑖+1), (2.11)

где 𝜒𝐴 — обозначение характеристической функции множества 𝐴. Здесь
и далее рассматривается сходимость последовательностей при условии,
что диаметр разбиения |Δ| → 0.

В силу слабой* секвенциальной компактности обобщенных управле-
ний [1;10] можно считать, что последовательность мер Дирака {𝛿𝑢Δ(𝑡)}
слабо* сходится к некоторому обобщенному управлению �̄�𝑡.

Введем нижний гамильтониан задачи

ℎ(𝑡, 𝑥, 𝜓) = min
𝑢∈𝑈

𝐻(𝑡, 𝑥, 𝜓, 𝑢)

и с его помощью запишем позиционное условие минимума (2.10) в узлах
дискретизации

𝐻(𝜏𝑖, 𝑥Δ(𝜏𝑖), 𝑝(𝜏𝑖, 𝑥Δ(𝜏𝑖)), 𝑢𝑖) = ℎ(𝜏𝑖, 𝑥Δ(𝜏𝑖), 𝑝(𝜏𝑖, 𝑥Δ(𝜏𝑖))).

Умножая эти равенства на 𝑑𝑖 = 𝜏𝑖+1 − 𝜏𝑖 и суммируя, после элементар-
ных преобразований получим

𝑁∑︁
𝑖=0

𝐻(𝜏𝑖, �̄�(𝜏𝑖), 𝜓(𝜏𝑖), 𝑢𝑖)𝑑𝑖 +
𝑁∑︁
𝑖=0

{𝑝(𝜏𝑖, 𝑥Δ(𝜏𝑖)) · 𝑓(𝜏𝑖, 𝑥Δ(𝜏𝑖), 𝑢𝑖)−

−𝜓(𝜏𝑖) · 𝑓(𝜏𝑖, �̄�(𝜏𝑖), 𝑢𝑖)}𝑑𝑖 =
𝑁∑︁
𝑖=0

ℎ(𝜏𝑖, 𝑥Δ(𝜏𝑖), 𝑝(𝜏𝑖, 𝑥Δ(𝜏𝑖)))𝑑𝑖.

(2.12)

Рассмотрим это равенство при |Δ| → 0.
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Сумма справа имеет пределом∫︁
𝑇

ℎ(𝑡, �̄�(𝑡), 𝜓(𝑡)) 𝑑𝑡 (2.13)

в силу непрерывности гамильтониана и равномерной сходимости 𝑥Δ(·)
к �̄�.

Рассмотрим среднюю сумму в (2.12). В каждой фигурной скобке
первое слагаемое удовлетворяет условию Липшица по 𝑥 в силу пред-
положений введения; кроме того, оно равномерно непрерывно в силу
условия сублинейного роста на 𝑓 и, как следствие, равномерной огра-
ниченности всех траекторий системы (1.1), (1.2). Поэтому, если обо-
значить через 𝐿 константу Липшица, то модуль фигурной скобки не
превосходит 𝐿 sup

𝜔𝑖

‖𝑥Δ(𝑡) − �̄�(𝑡)‖ ≤ 𝐿𝜀, если рассматривать разбиения

Δ с достаточно малым диаметром. Описанная оценка верна для каж-
дой фигурной скобки, так что их сумма будет не превосходить 𝑇 𝐿 𝜀 и
сходится к нулю.

Первую сумму в (2.12) можно представить в интегральной форме
как∫︁
𝑇

𝐻(𝑡, �̄�(𝑡), 𝜓(𝑡), 𝑢Δ(𝑡)) 𝑑𝑡 =

∫︁
𝑇

𝑑𝑡

∫︁
𝑈

𝐻(𝑡, �̄�(𝑡), 𝜓(𝑡), 𝑢) 𝛿𝑢Δ(𝑡)𝑑(𝑢). (2.14)

Напомним, что по определению для любого �̃�(·) ∈ 𝒰 и любой непре-
рывной на 𝑇 ×𝑈 функции 𝑔(𝑡, 𝑢) мера Дирака 𝛿�̃� действует следующим
образом: ∫︁

𝑈

𝑔(𝑡, 𝑢) 𝛿�̃�𝑑(𝑢) = 𝑔(𝑡, �̃�(𝑡)).

Поскольку функция 𝑔(𝑡, 𝑢) = 𝐻(𝑡, �̄�(𝑡), 𝜓(𝑡), 𝑢) непрерывна на 𝑇 × 𝑈 ,
а меры 𝛿𝑢Δ(·) слабо* сходятся к �̄�𝑡, то интеграл в (2.14) сходится при
|Δ| → 0 к ∫︁

𝑇

𝑑𝑡

∫︁
𝑈

𝐻(𝑡, �̄�(𝑡), 𝜓(𝑡), 𝑢) �̄�𝑡(𝑑𝑢).

Вспоминая, что сумма справа в (2.12) сходится к интегралу (2.13),
получаем равенство∫︁

𝑇

𝑑𝑡

∫︁
𝑈

𝐻(𝑡, �̄�(𝑡), 𝜓(𝑡), 𝑢) �̄�𝑡(𝑑𝑢) =

∫︁
𝑇

ℎ(𝑡, �̄�(𝑡), 𝜓(𝑡)) 𝑑𝑡. (2.15)

Отсюда легко вывести, что для почти всех 𝑡 ∈ 𝑇 мера �̄�𝑡 должна быть
сосредоточена в точках минимума по 𝑢 ∈ 𝑈 функции

𝑢→ 𝐻(𝑡, �̄�(𝑡), 𝜓(𝑡), 𝑢).

Известия Иркутского государственного университета.
Серия «Математика». 2022. Т. 41. С. 19–39
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Но этот минимум совпадает с интегрантом в (2.15), что приводит к
равенству: почти всюду на 𝑇∫︁

𝑈

𝐻(𝑡, �̄�(𝑡), 𝜓(𝑡), 𝑢) �̄�𝑡(𝑑𝑢) = ℎ(𝑡, �̄�(𝑡), 𝜓(𝑡)). (2.16)

Поскольку �̄� — траектория овыпукленной системы (1.1), (1.2) с управ-
лением �̄�𝑡, то последнее равенство есть условие ПМП в задаче (co 𝑃𝑠).
Теорема доказана.

3. Обсуждение, дополнение, пример

Понятие позиционной экстремали введено впервые, причем оно легко
распространяется и на негладкие задачи. Теорема 1 существенно уси-
ливает F-ПМ из работ [3;5;8], в которых предполагалось, что 𝑙(𝑥) ∈ 𝐶2,
а совместимые управления вводились в [7;8] как позиционные. Но опе-
рирование ими сразу выводило за рамки конструкций принципа макси-
мума и гладкой задачи (𝑃𝑠).

Между тем использование множества программно совместимых уп-
равлений 𝒰(�̄�) ведет к “размножению” котраекторий — появлению мно-
жестваΨ(�̄�)— и, как следствие, к серии 𝜓-присоединенных задач (серии
F-ПМ). Исследуемая траектория должна быть глобально оптималь-
на в каждой из задач этой серии. Выделенное курсивом свойство —
это следствие нелокального варьирования управления и траекторий
в доказательстве F-ПМ. (В ПМП вариации управления малы в 𝐿1, а
траектории — в пространстве 𝐶.)

В доказательстве теоремы 1 использовалась функция 𝜙𝜓 (см. (2.6)),
которая является решением неравенства Гамильтона–Якоби

𝜙𝑡(𝑡, 𝑥) + min
𝑢∈𝑈

𝜙𝑥(𝑡, 𝑥) · 𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑢) ≤ 0 на 𝑇 ×𝑅𝑛,

𝜙(𝑡1, 𝑥) = 𝑙(𝑥)
(3.1)

для слабо убывающих функций относительно овыпукленной системы
(1.1), (1.2). Нетрудно усмотреть, что равенства (2.3), (2.4) для 𝜓-экст-
ремального отображения определены по образцу динамического про-
граммирования с функцией 𝜙𝜓. Важно отметить универсальность этой
конструкции — она остается неизменной для всех необходимых условий
оптимальности (экстремальности), формулировка которых использует
котраектории и условие максимума (или минимума) функции Понт-
рягина. Неизменными остаются и определения множеств 𝒱𝜓, 𝒳 (𝑣) и
𝜓-присоединенной задачи (2.5).
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Роль котраекторий в вариационном усилении условий экстремально-
сти уместно акцентировать следующей цитатой из статьи Р. В. Гамкре-
лидзе [2] о процессе открытия Понтрягиным ПМ: “Как только уравне-
ния слабой экстремальности были получены, Л. С. сразу распознал в
ковекторе 𝜓(𝑡) ключ к решению проблемы.”

Теорема 2 значительно усиливает лемму 1.3.1 из [8], которая относит-
ся только к утверждению а) в предположении, что 𝑣(𝑡, �̄�(𝑡)) = �̄�(𝑡), 𝑡 ∈
𝑇. Оно, конечно, более жесткое, нежели (2.9).

Утверждение б) теоремы 2 не имеет аналогов. Строго говоря, до-
казанное равенство (2.16) является не полным ПМП для скользящего
режима (�̄�, 𝜇𝑡) в задаче (co 𝑃 ). Дело в том, что в (2.16) котраекто-
рия 𝜓 соответствует �̄� в исходной задаче, а не в овыпукленной, как
стандартно [1]. Такая возможность не исключается общим ПМП; она
реализуется в задачах с раздельной зависимостью фаз и управлений, а
также в некоторых других случаях. Однако в нашем случае причина
неполноты ответа ясна: траектория �̄� исследуется на оптимальность
именно в исходной задаче (𝑃𝑠), хотя и с привлечением к сравнению с
некоторыми траекториями задачи (co 𝑃𝑠) — они могут входить в пучки
𝒳 (𝑣). Но этого мало: необходимо рассматривать обобщенную задачу
(co 𝑃𝑠) на множестве 𝑆 допустимых пар 𝑠 = (𝑥, 𝜇𝑡) с функционалом
𝐽 [𝑠] = 𝑙(𝑥(𝑡1)), исследуемой парой 𝑠 = (�̄�, �̄�) и непосредственно в этой
задаче применять к 𝑠 F-ПМ.

Такая постановка выходит за рамки данной статьи, но мы приведем
одно полезное утверждение, связанное с нею, и позволяющее париро-
вать эффект “застревания” итераций позиционного спуска в F-ПМ.

Предложение 1. Предположим, что в задаче (𝑃𝑠) градиент 𝑙𝑥(𝑥)
удовлетворяет условию Липшица на 𝑅𝑛. Пусть допустимые пары
(𝑥1, 𝑢1), . . . , (𝑥𝑘, 𝑢𝑘) удовлетворяют равенствам

𝐽 [𝑥1, 𝑢1] = . . . = 𝐽 [𝑥𝑘, 𝑢𝑘] = 𝐽 [�̄�, �̄�] (3.2)

и не являются экстремалями Понтрягина в задаче (𝑃𝑠).
Рассмотрим частично овыпукленную по Гамкрелидзе управляемую

систему
�̇� = 𝛼1𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑢

1(𝑡)) + . . .+ 𝛼𝑘𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑢
𝑘(𝑡)), (3.3)

𝛼1 + . . .+ 𝛼𝑘 = 1, 𝛼𝑖 ≥ 0, 𝑖 = 1, . . . , 𝑘,

с весовыми управлениями 𝛼𝑖(·) ∈ 𝐿∞ и начальным условием 𝑥(𝑡0) = 𝑥0.
Если существуют такие 𝛼*

𝑖 (·), что набор функций 𝑠* = (𝑥*(·), 𝛼*
𝑖 (·),

𝑢𝑖(·), 𝑖 = 1, 𝑘) является экстремалью Понтрягина в задаче (co 𝑃𝑠), то
справедливо неравенство 𝐽 [𝑠*] ≤ 𝐽 [�̄�] (т.е. возможен спуск из �̄� по
функционалу).

Мы лишь прокомментируем это утверждение и доказательство, де-
тали которого опустим.

Известия Иркутского государственного университета.
Серия «Математика». 2022. Т. 41. С. 19–39
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Наиболее практически важное здесь — это формирование скользяще-
го режима спуска (3.3) из управлений 𝑢𝑖(·) со свойством (3.2), которые
получаются непосредственно в процессе применения F-ПМ. Но пред-
положение их не экстремальности требует отдельной проверки. Дока-
зательство предложения 1 базируется на точной формуле приращения
функционала [7;8] (именно для нее потребовалась липшицевая диффе-
ренцируемость функции 𝑙): ее минимизация для поиска процесса спуска
приводит к условию экстремальности.

Пример 1. �̇� = 𝑢, �̇� = 𝑢2, �̇� =
1

2
𝑥2, 𝑥(0) = 𝑦(0) = 𝑧(0) =

0, |𝑢| ≤ 1,

𝐽 = 𝑧(1)− 1

2
𝑦2(1) → min .

Для управления �̄� ≡ +1

�̄�(𝑡) = 𝑦(𝑡) = 𝑡, 𝑧(𝑡) =
𝑡3

6
, 𝐽 [�̄�] = −1

3
.

Поскольку 𝜓𝑥(𝑡) =
(1− 𝑡2)

2
, 𝜓𝑦 ≡ 𝑦(1) = −1, то легко убедиться, что

�̄� не удовлетворяет ПМП, а 𝜓-экстремальное отображение 𝑈𝜓 ≡ {−1},
т.е. состоит из единственной точки �̃� ≡ −1. Для нее

�̃�(𝑡) = −𝑡, 𝑦(𝑡) = 𝑡, 𝑧(𝑡) =
𝑡3

6
, 𝐽 [�̃�] = −1

3
= 𝐽 [�̄�].

Получили, во-первых, что пара �̄� с �̄� ≡ +1 не удовлетворяет F-ПМ, ибо
соответствующая траектория 𝑞(𝑡) не допустима в 𝜓-присоединенной за-
даче (в 𝑈𝜓 нет селекторов, генерирующих 𝑞), а, во-вторых, столкнулись
с «зацикливанием» с не экстремальной парой �̃� с управлением �̃�.

Следовательно, можно воспользоваться предложением 1, которое
при 𝑘 = 2 сводится к такому выбору (𝜓𝑥, 𝜓𝑦), что функция 𝐻(𝑢) =
𝜓𝑥𝑢 + 𝜓𝑦𝑢

2 имела минимум в точках 𝑢 = ±1. Очевидно, что это дает
𝜓𝑥 ≡ 0, 𝜓𝑦 ≡ 1. Из овыпукленной системы �̇� = 𝛼1 −𝛼2, �̇� = 𝛼1 +𝛼2 =

1, �̇� =
1

2
𝑥2 заключаем, что

𝑥* ≡ 0, 𝛼*
1 = 𝛼*

2 =
1

2
, 𝑦* = 𝑡, 𝑧* ≡ 0, 𝐽 [𝑠*] = −1

2
< −1

3
= 𝐽 [�̄�].

Как и ожидалось, мы получили спуск из �̄� на скользящем режиме
𝑠*, причем почти очевидно, что он глобально оптимален в расширенной
задаче.

Этот пример (предложенный М. В. Старицыным) с анализом управ-
ления �̄� ≡ 1 довольно показателен: при раздельной зависимости функ-
ции 𝑓 от управлений и фазовых координат эффективность F-ПМ па-
дает, что и наблюдается в данном примере. Решить задачу, стартуя с



30 В.А.ДЫХТА

�̄�, не позволяет даже позиционный принцип минимума 2-го порядка с
квадратичной мажорантой, зависящей от 𝜓 и матричной функции Га-
басова (хотя, как правило, ее использование приводит к “смешиванию”
переменных [3; 4; 6]). В данном случае улучшение �̄� можно достигнуть
с помощью квазиэкстремального селектора 𝑣 = −1 + 𝜀, 𝜀 > 0, но оно
локально и связано с малым параметром. Очевидно, что предложение 1
предпочтительнее, если не рассматривать произвольные нелинейные
мажоранты функционала.

4. F–ПМ с позиционно совместимыми управлениями

Как отмечалось во введении, принцип минимума Кашкоч – Лоясие-
вича равным образом применим как к гладким, так и негладким за-
дачам. Поэтому, чтобы не сужать ареал возможных приложений даль-
нейших результатов, начнем с его формулировки для негладкой задачи
(𝑃 ) (см., например, [6; 10]).

Определение 3. Позиционное управление 𝑤 : 𝑇 × 𝑅𝑛 → 𝑈 назовем
𝐿-совместимым с траекторией �̄�, если:

а) 𝑓(𝑡, �̄�(𝑡), 𝑤(𝑡, �̄�(𝑡))) = 𝑓(𝑡, �̄�(𝑡), �̄�(𝑡)) на 𝑇 ;

б) функция 𝑓(𝑡, 𝑥) = 𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑤(𝑡, 𝑥)) измерима по 𝑡, липшицева по 𝑥
и ограничена на ограниченных множествах.

Отметим, что существование измеримо-липшицевой функции 𝑓(𝑡, 𝑥),
совместимой с любой траекторией включения �̇� ∈ co 𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑈), гаранти-
руется важной теоремой о селекторе Лоясиевича [17;18]. Поэтому зада-
чу (𝑃 ) можно переформулировать как задачу оптимизации траекторий
указанного включения.

Используя свойства функции 𝑓, можно ввести дифференциальное
включение Кларка [12]

�̇�(𝑡) ∈ −𝜓(𝑡)𝜕𝑓(𝑡, �̄�(𝑡)), 𝜓(𝑡1) = 𝑙𝑥(�̄�(𝑡1)). (4.1)

Тогда принцип минимума Кашкоч – Лоясиевича (кратко, ПМКЛ) мож-
но сформулировать следующим образом.

Условие 𝑀(𝑤,𝜓). Если пара (�̄�, �̄�) оптимальна в задаче (𝑃 ), то для
любого 𝐿-совместимого с �̄� позиционного управления 𝑤(𝑡, 𝑥) существу-
ет решение 𝜓 дифференциального включения (4.1) такое, что почти
всюду на 𝑇

𝐻(𝑡, �̄�(𝑡), 𝜓(𝑡), �̄�(𝑡)) = min
𝑢∈𝑈

𝐻(𝑡, �̄�(𝑡), 𝜓(𝑡), 𝑢). (4.2)

Этим условием определяются экстремали Кашкоч – Лоясиевича за-
дачи (𝑃 ).
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Из свойства универсальности конструкции 𝜙𝜓 (см. п.3) следует, что
мы находимся в условиях вариационного усиления ПМКЛ. Для этого
вводим:

∙ множество 𝒲(�̄�) 𝐿-совместимых позиционных управлений;

∙ множество Ψ𝑤(�̄�) всех решений сопряженного включения (4.1) при
фиксированном 𝑤 ∈ 𝒲(�̄�);

∙ для 𝜓 ∈ Ψ𝑤(�̄�) определяем отображения 𝑝𝜓(𝑡, 𝑥), 𝑈𝜓(𝑡, 𝑥),𝒱𝜓,𝒳 (𝑣)
вполне аналогично разделу 2 (они порождаются мажорантой (2.6)).

Теорема 3. Если пара (�̄�, �̄�) оптимальна в задаче (𝑃 ), то для любого
𝑤 ∈ 𝒲(�̄�) существует 𝜓 ∈ Ψ𝑤(�̄�) такая, что �̄� является минималью
в 𝜓-присоединенной задаче (2.5).

Доказательство. Оно ничем не отличается от доказательства теоре-
мы 1 вплоть до недоказанной завершающей ее части, в которой требо-
валось установить допустимость траектории �̄� в присоединенной задаче
(2.5).

Фиксируем произвольное 𝑤 ∈ 𝒲(�̄�) и из необходимого условия
𝑀(𝑤,𝜓) найдем 𝜓 ∈ Ψ𝑤(�̄�) : выполнено условие минимума (4.2). Из
него следует, что вдоль кривой (𝑡, �̄�(𝑡)), 𝑡 ∈ 𝑇, т.е. на графике �̄�(·), вы-
полняется включение �̄�(𝑡) ∈ 𝑈𝜓(𝑡, �̄�(𝑡)).Можно считать 𝑢(·) борелевской
функцией, изменив при необходимости ее значения на множестве нуле-
вой линейной меры Лебега. В силу полунепрерывности сверху и ком-
пактозначности отображения 𝑈𝜓(𝑡, 𝑥) оно имеет борелевский селектор
𝑣0(𝑡, 𝑥). Положим теперь

𝑣(𝑡, 𝑥) =

{︂
�̄�(𝑡), (𝑡, 𝑥) ∈ gr �̄�(·),
𝑣0(𝑡, 𝑥) вне gr �̄�(·).

Нетрудно убедиться, что 𝑣 — борелевский селектор 𝑈𝜓(𝑡, 𝑥), генериру-
ющий траекторию �̄�.

Отметим, что в ПМКЛ программные управления (включая �̄�) почти
не играют роли. Действительно, в определение 3 �̄� входит только в
правую часть равенства в условии а), но она может быть записана как
˙̄𝑥(𝑡). Условие минимума (4.2) можно представить в виде

𝜓(𝑡) · ˙̄𝑥(𝑡) = ℎ(𝑡, �̄�(𝑡), 𝜓(𝑡)), 𝑡 ∈ 𝑇, (4.3)

где ℎ — нижний гамильтониан задачи. Фактически управлением в за-
даче оказываются функции 𝑓(𝑡, 𝑥), на которые и налагаются аналити-
ческие свойства, в отличие от 𝐿-совместимых управлений 𝑤.

Учитывая эти замечания, теорему 3 можно переформулировать в
терминах траекторий, начав “Если траектория �̄� оптимальна в задаче
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(𝑃 ),. . . ” (далее по тексту). В подобной форме формулировался ПМКЛ
в ряде работ (см., например, [18;21]).

Обратимся к иллюстрирующим примерам.
В примере 1 управление �̄� = 1 удовлетворяет ПМКЛ, так как для

его траектории 𝑞 𝒲(𝑞) = {�̄�} и только. Но, как мы видели, F-ПМ
бракует пару (𝑞, �̄�) и приводит к глобально оптимальному решению.

Пример 2. �̇�1 = 𝑥2(𝑢1+𝑢2), �̇�2 = 𝑢2−𝑥1, 𝑥1(0) = 𝑥2(0) = 0, 𝑢1 ∈
[0, 1], 𝑢2 ∈ [−1, 1],

𝐽 = 𝑥1(1) → min .

Этот пример Дж. Варги разобран с позиций F-ПМ в [7, с. 39], но частич-
но — с использованием только программно совместимых управлений.

Пара �̄� = (�̄�, �̄�) ≡ 0 является особой экстремалью Понтрягина с
котраекторией 𝜓 ≡ (1, 0). Легко убедиться, что для �̄�

𝒲(�̄�) = {𝑤(𝑥) |𝑤1(𝑥) ∈ [0, 1], 𝑤2 = 𝑥1 ∈ [−1, 1]},

где 𝑤1(𝑥) — произвольная липшицевая функция. Для 𝑤 ∈ 𝒲(�̄�)

𝑓(𝑥) =

(︂
𝑥2(𝑤1(𝑥) + 𝑥1)

0

)︂
⇒ 𝜕𝑓(�̄�) =

(︂
0 𝑤1(0)
0 0

)︂
.

Различным 𝑤1(0) = 𝑤1(�̄�) соответствуют котраектории

𝜓(𝑡) = (𝜓1(𝑡) ≡ 1, 𝜓2(𝑡) = 𝑤1(0)(1− 𝑡)),

образующие множество Ψ𝑤(�̄�), причем коэкстремали 𝜓 соответствует
выбор 𝑤1(0) = 0. А это означает, что ПМКЛ выполняется для �̄� :
условие 𝑀(𝑤,𝜓) выполнено при любом 𝑤 ∈ 𝒲(�̄�) с 𝑤1(0) = 0 и 𝜓 = 𝜓.
Значит ПМКЛ не бракует �̄�, как и ПМП.

Обратимся к F-ПМ. Из условия

𝜓 · 𝑓(𝑥) = 𝑥2(𝑤1(𝑥) + 𝑥1) → min, 𝑤1 ∈ [0, 1], (4.4)

реализующего (4.3), получаем 𝜓-экстремальное отображение 𝑈𝜓(𝑥) =
−Sign𝑥2 при многозначной трактовке функции знака. (После решения
задачи (4.4) 𝑤 по традиции меняем на 𝑢.)

Нетрудно убедиться, что все 𝜓-экстремальные селекторы генериру-
ют исходную траекторию, т. е. имеет место «застревание». Мы не мо-
жем воспользоваться предложением 1, ибо �̄� — экстремальное управ-
ление. Но в общем определении конструктивных движений с разрыв-
ным позиционным управлением [22] требуется возмущать начальную
точку для ломаных Эйлера, если она оказалась на множестве много-
значности 𝑈𝜓(𝑥). В данном примере это множество 𝑥2 = 0 — начальное
условие для второго уравнения системы. Поэтому будем рассматривать
его с условием 𝑥2(0) = 𝛽, где 𝛽 — малый параметр. Тогда 𝑥2(𝑡) ≡ 𝛽
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(ибо 𝑢2 = 𝑥1) и первое уравнение системы примет вид �̇�1 = 𝛽(𝑥1 −
(sign𝛽)), 𝑥1(0) = 0 с решением 𝑥1(𝑡) = (sign𝛽)(1 − exp 𝛽𝑡). Ясно, что
𝑥1(1) < 0 при всех достаточно малых |𝛽|. Это означает, что получена
траектория с меньшим значением функционала, чем �̄�(1). Значит, F-
ПМ забраковал пару �̄�, но спуск оказался неглубоким. По-видимому,
экстремаль �̄� реализует почти сильный минимум функционала — по
крайней мере численные эксперименты, проведенные Т. С. Зароднюк в
пакете Optcon, свидетельствуют об этом.

Пример 3 (с дифференциальным включением А. А. Милютина [11]).

|�̇�| ≤ 1, |�̇�| ≤ |𝑥|, 𝑥(0) = 𝑦(0) = 0, 𝐽 [𝑥(·), 𝑦(·)] = 𝑦(1) → min .

От включения можно перейти к негладкой управляемой системе и по-
лучить следующую задачу:

�̇� = 𝑢, �̇� = 𝑣|𝑥|, 𝑥(0) = 𝑦(0) = 0,

|𝑢| ≤ 1, |𝑣| ≤ 1, 𝐽 [𝜎] = 𝑦(1) → min, 𝜎 = (𝑥, 𝑦, 𝑢, 𝑣)(·).
Траектория 𝑞 := (�̄�, 𝑦) ≡ 0 экстремальна по Кларку как в исходной, так
и в преобразованной задачах с котраекторией 𝜓 = (𝜓𝑥, 𝜓𝑦) ≡ (0, 1).

Множество 𝐿-совместимых управлений

𝒲(𝑞) = {𝑤(𝑞) = (0, 𝜔(𝑥))| |𝜔(𝑥)| ≤ 1},

где 𝑞 = (𝑥, 𝑦), 𝜔(·) — липшицевая функция. Легко убедиться, что ∀𝑤 ∈
𝒲(𝑞)

Ψ𝑤(𝑞) = {𝜓(𝑡) = (𝜓𝑥(𝑡), 𝜓𝑦(𝑡)) | 𝜓𝑥(𝑡) = 𝑠 𝜔(�̄�)(1− 𝑡), |𝑠| ≤ 1, 𝜓𝑦 ≡ 1}.

Условие (4.2) минимума 𝐻 по 𝑢 ∈ 𝑈, или равносильное ему (4.3) при-
нимает вид

𝜓(𝑡) · ˙̄𝑞(𝑡) = 0 ≤ [𝑠 𝜔(�̄�)(1− 𝑡)]𝑢 ∀ |𝑢| ≤ 1

при некотором |𝑠| ≤ 1 и почти всюду на [0, 1]. Но это условие может
выполняться только при 𝑠 𝜔(�̄�) = 0, что соответствует одновременно
экстремалям Кларка и Кашкоч – Лоясиевича (а также необходимо-
му условию приближаемости Милютина [11]). Следовательно, они не
бракуют (𝑞, �̄�, 𝑣).

Но при любом выборе 𝜓 ∈ Ψ𝑤(𝑞) с 𝑠 𝜔(�̄�) ̸= 0 F-ПМ генерирует
селектор спуска �̃�(𝑥) = −sign 𝑠 𝜔(�̄�), 𝑣(𝑥) = −|𝑥| с траекторией

�̃�(𝑡) = ±𝑡, 𝑦(𝑡) =
𝑡2

2
, 𝐽 [�̃�, 𝑦] = −1

2
< 0 = 𝐽 [�̄�].

Здесь по 𝑥-компоненте возможны два варианта с одним значением фун-
кционала, которое выписано через траекторию.



34 В.А.ДЫХТА

Таким образом, F-ПМ бракует �̄�, причем обеспечивает спуск на гло-
бально оптимальную траекторию (�̃�, 𝑦), что почти очевидно.

Отметим, что А.А.Милютин рассматривал для исходного включе-
ния лишь условие экстремальности (без какой-либо минимизации) и об-
ратил внимание на неожиданное обстоятельство. Оказывается, в негла-
дких задачах оптимизации траектория, не экстремальная для некото-
рого включения, становится (вдруг!) экстремальной при его расшире-
нии. Факт, который не имеет места для ПМП, а причиной парадокса
Алексей Алексеевич считал отсутствие каких-либо классов вариаций в
доказательствах негладких ПМ. Но в доказательствах F-ПМ вариации
используются — это экстремальные селекторы по управлению и пучки
конструктивных движений по траекториям.

5. Общий позиционный принцип минимума

F-ПМ в предыдущих пунктах базировался на использовании ква-
зилинейной мажоранты 𝜙𝜓 вида (2.6). Здесь мы кратко остановимся
на общем позиционном принципе минимума (сокращенно, GF–ПМ), ко-
торый использует мажоранты функционала произвольной структуры,
вообще говоря, негладкие. Но в данной статье ограничимся липшицевы-
ми по (𝑡, 𝑥), гладкими по 𝑥 решениями неравенства Гамильтона–Якоби
(3.1) применительно к задаче (𝑃 ). Общий случай, анонсированный в
[16], будет изложен в отдельной статье.

Итак, пусть 𝜙(𝑡, 𝑥) — решение неравенства (3.1) с указанными свой-
ствами. Определим 𝜙-экстремальное отображение

𝑈𝜙(𝑡, 𝑥) = Argmin
𝑢∈𝑈

𝜙𝑥(𝑡, 𝑥) · 𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑢),

множество 𝒱𝜙 = {𝑣(𝑡, 𝑥)} его селекторов и пучки конструктивных дви-
жений 𝒳 (𝑣), дополненные решениями Каратеодори.

Поставим 𝜙-присоединенную задачу

𝑙(𝑥(𝑡1)) → min, 𝑥(·) ∈ 𝒳 (𝑣), 𝑣 ∈ 𝒱𝜙. (5.1)

Введем следующее
Условие 𝑀(�̄�, 𝜙). Будем говорить, что пара (�̄�, �̄�) удовлетворяет

позиционному принципу минимума с мажорантой 𝜙, если траектория �̄�
оптимальна в 𝜙-присоединенной задаче (5.1).

Возникает вопрос: в каких случаях это условие выполнено?

Теорема 4. Пусть пара (�̄�, �̄�) оптимальна и является экстремалью
Кашкоч-Лоясиевича при некоторых 𝑤 ∈ 𝒲(�̄�) и 𝜓 ∈ Ψ𝑤(�̄�). Если
выполняется равенство

𝜙𝑥(𝑡, �̄�(𝑡)) = 𝜓(𝑡) ∀𝑡 ∈ 𝑇, (5.2)
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то траектория �̄� — минималь в 𝜙-присоединенной задаче.

Эта теорема по существу не требует доказательства — оно следует
из доказательств теорем 1,3 с заменой отображения 𝑈𝜓(𝑡, 𝑥) на 𝑈𝜙(𝑡, 𝑥)
и условия �̄�(𝑡) ∈ 𝑈𝜓(𝑡, �̄�(𝑡)) на �̄�(𝑡) ∈ 𝑈𝜙(𝑡, �̄�(𝑡)) вдоль графика �̄�(·).
После этого селектор 𝑣, гарантирующий допустимость �̄� в задаче (5.1),
определяется как в конце доказательства теоремы 3.

Теорема 4 (т. е. GF–ПМ) имеет гораздо более широкую область при-
ложений, нежели F–ПМ или его обобщение на квадратичные мажоран-
ты. Но сколь-нибудь общего метода построения нелинейных мажорант
пока не существует — имеющиеся относятся к конкретным классам
задач, например, обобщенно линейных по состоянию или квадратич-
ных [4;8], а также развитыми в методе В. Ф. Кротова — поиск в классе
линейно-квадратичных функций, метод кратных максимумов Гурмана.

Следующее замечание необходимо иметь ввиду при практическом
использовании теоремы 4. Если на некоторой экстремали условие (5.2)
выполнилось, то отсюда еще не следует оптимальность экстремальной
траектории в 𝜙-присоединенной задаче (что, казалось бы, странно). Но
дело в том, что в формулировку теоремы 4 входит естественное пред-
положение оптимальности данной траектории. Однако в приложениях
этот факт неизвестен и должен быть заменен проверкой неравенства

𝑙(�̄�(𝑡1)) ≤ 𝑙(𝑥(𝑡1)) ∀𝑥(·) ∈ 𝒳 (𝑣), 𝑣 ∈ 𝒱𝜙, (5.3)

без которого бессмысленно говорить об оптимальности �̄� в задаче (5.1).
Обращаясь к примерам, отметим, что в примере 1 использование

квадратичной мажоранты

𝜙(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑙(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑧 − 1

2
𝑦2 + 𝑥2

позволяет легко найти глобально оптимальное решение 𝑠*, применив
отображение 𝑈𝜙. Пару �̄� с управлением �̄� ≡ 1 тестировать теоремой 4
бессмысленно, так как она не удовлетворяет ПМКЛ. Если взять экстре-
мальную пару �̃� = (𝑞, �̃�) ≡ 0 с 𝜓 = (0, 0, 1), то условие (5.2) выполня-
ется, но �̃� не оптимальна в 𝜙-присоединенной задаче, так как для нее
неравенство (5.3) нарушено. Поэтому �̃� не оптимальна.

Пример 4. �̇� = 𝑢, �̇� = −𝑡 𝑥2𝑚, 𝑥(−1) = 𝑦(−1) = 0, |𝑢| ≤ 1,

𝐽 = 𝑦(1) → min,

где 𝑚 — любое натуральное число.
Будем искать решение неравенства Гамильтона – Якоби (3.1) в виде

𝜙(𝑡, 𝑥, 𝑦) =
1

2𝑚
𝑃 (𝑡)𝑥2𝑚 + 𝑦, (5.4)
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где 𝑃 (𝑡) — некоторая дифференцируемая функция. При этом мы имеем
ввиду возможность подходящей нормировки функции (5.4) для преоб-
разования ее в слабо убывающую.

Распорядимся выбором функции 𝑃 (𝑡) так, чтобы полная производ-
ная �̇� в силу системы не зависела от 𝑥2𝑚. Тогда с учетом граничного
условия 𝑃 (𝑡1) = 0, вытекающего из (3.1), (5.4), получим 𝑃 (𝑡) = 𝑚(𝑡2−1)
и 𝜙-экстремальное отображение

𝑈𝜙(𝑡, 𝑥) = sign (1− 𝑡2)𝑥.

Его элементарные селекторы

𝑣1(𝑥) =

{︂
+1, 𝑥 ≥ 0,
−1, 𝑥 < 0,

𝑣2(𝑥) =

{︂
+1, 𝑥 > 0,
−1, 𝑥 ≤ 0,

𝑣3(𝑥) =

⎧⎨⎩ +1, 𝑥 > 0,
0, 𝑥 = 0,
−1, 𝑥 < 0

генерируют решения Каратеодори

𝑥1(𝑡) = 𝑡+ 1, 𝑥2(𝑡) = −𝑡− 1,

соответствующие управлениям 𝑢1 ≡ 1, 𝑢2 ≡ −1, и конструктивное дви-
жение 𝑥3(𝑡) =: �̄�(𝑡) ≡ 0 — траекторию скользящего режима с базовыми
управлениями 𝑢1, 𝑢2 и весами 𝛼1 = 𝛼2 = 1/2.

Найденная нелинейная мажоранта 𝜙 позволила получить решение
задачи, ибо пары (𝑥1, 𝑢1), (𝑥2, 𝑢2) не только удовлетворяет GF–ПМ, но
и глобально оптимальны. Это легко установить, используя достаточные
условия Кротова с той же 𝜙, но усматривается и непосредственно. А вот
�̄� ≡ 0 паре с �̄� ≡ 0 является особой экстремалью задачи, удовлетворяет
условию (5.2) и допустима в 𝜙-присоединенной задаче (ее генерирует се-
лектор 𝑣3), но не является ее решением — условие (5.3) не выполняется.

Данный пример показывает, что нелинейные мажоранты функци-
онала позволяют решать задачи без априорного знания какого-либо
процесса.

Автор признателен анонимным рецензентам за сделанные замеча-
ния, способствовавшие улучшению статьи.
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18. Kaśkosz B. Extremality, controllability, and abundant subsets of generalized
control systems // J. Optim. Theory Appl. 1999. Vol. 101, N 1. P. 73–108.
https://doi.org/10.1023/A:1021719027140



38 В.А.ДЫХТА
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