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Аннотация. В работе рассмотрен, модифицирован и апробирован стохастиче-
ский метод поиска глобального экстремума, основанный на моделировании нор-
мального распределения и обеспечивающий адаптацию ковариационной матрицы.
Метод является итерационным, на его основе разработан генетический алгоритм.
Координаты пробных точек каждого поколения определяются при использовании
«лучших» точек предыдущего поколения и значений стандартных нормальных слу-
чайных величин. Таким образом на каждом этапе поиска моделируется нормальное
распределение, параметры которого – среднее и матрица ковариаций – оцениваются
через положения «лучших» точек предыдущего поколения. При этом нет необходи-
мости в вычислении, хранении и преобразовании самой ковариационной матрицы,
что является неоспоримым достоинством данного метода.

Практика показала, что эллипсоид рассеяния нормального распределения быст-
ро сжимается с увеличением номера поколения, что может привести к чрезмерному
сужению области просмотра и получению локального экстремума вместо глобаль-
ного. Предложенная модификация метода позволяет избежать этой ситуации. Проб-
ные точки разбиваются на две группы, при моделировании которых используются
нормальные случайные величины с различными среднеквадратическими отклонени-
ями, по крайней мере одно из которых больше единицы. Таким образом осуществ-
ляется своеобразная мутация популяции пробных точек, позволяющая обеспечить
достаточное количество проб как вблизи «наилучшей» точки, так и на отдалении
от нее.

Модифицированный генетический алгоритм применен к решению задачи оценки
параметров нелинейной параметрической регрессии. Выполнена успешная мини-
мизация многоэкстремальной функции. Стохастический метод используется в со-
четании с направленными. Представленные численные результаты подтверждают
эффективность введенной модификации генетического алгоритма и позволяют вы-
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брать из двух направленных методов более результативный для рассматриваемой
задачи.

Ключевые слова: глобальный экстремум, генетический стохастический алгоритм,
адаптация ковариационной матрицы, нелинейная регрессия
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Abstract. In the paper, the stochastic method of global extremum search is discussed,
modified and tested. The method is based on normal distribution modeling and provides
covariance matrix adaptation. The method is iterative; a genetic algorithm has been de-
veloped on its basis. The coordinates of the trial points of each generation are determined
using the ”best” points of the previous generation and the values of standard normal
random variables. Thus, at each stage of the search, a normal distribution is simulated,
and its parameters (the mean and the covariance matrix) are estimated through the
positions of the ”best” points of the previous generation. In this case, there is no need
to calculate, store and transform the covariance matrix, which is indisputable advantage
of this method.
Practice has shown that the dispersion ellipsoid of normal distribution shrinks rapidly
with generation number increasing, which can lead to an excessive narrowing the scanning
area and obtaining a local extremum instead of a global one. The proposed modification
of the method avoids this situation. The trial points are divided into two groups, which
are simulated using normal random variables with different standard deviations, at least
one of which is greater than 1. Thus, a kind of mutation of the population is carried out,
which makes it possible to provide a sufficient number of sample points both near the
“best” one and at a distance from it.
The modified genetic algorithm is applied to solving the problem of estimating the param-
eters of nonlinear parametric regression. A successful minimization of the multiextremal
function is performed. The stochastic method is used in combination with directional.
The numerical results presented confirm the effectiveness of the introduced modification
of the genetic algorithm and make it possible to choose from two directed methods the
more efficient one for the problem under consideration.
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1. Введение

Многие задачи, возникающие в различных областях математики или
в приложениях, требуют отыскания глобального экстремума некото-
рой целевой функции. Таковы, например, задачи теории оптимального
управления, проблемы оптимизации различных динамических процес-
сов и надлежащего выбора параметров технических устройств [1; 2; 6; 8;
10; 11; 12]. Задачам поиска глобального экстремума посвящена обшир-
ная литература, например, [2; 3; 4; 5; 7; 19]. В зависимости от свойств
функции используются различные подходы и методы решения таких
задач. В их числе — генетические алгоритмы и алгоритмы, использую-
щие ковариационную матрицу [1; 2; 3; 4; 9; 13; 14; 15; 18], которые могут
быть эффективны в сложных случаях: большая размерность области
поиска, овражная функция, много близких локальных экстремумов и
т.д.

В последние годы успешно используется метод ковариационных мат-
риц, предложенный первоначально в 1977 году в работе С. М. Ермакова
и Л. В. Митиогловой (Л. В. Владимировой) [4]. Этот метод использовал-
ся для нахождения максимума ограниченной положительной кусочно-
непрерывной целевой функции 𝑓(𝑋) в ограниченной области евклидова
пространства 𝐸𝑠. Идея метода заключается в следующем. Рассмотрим
последовательность плотностей

𝑝(𝑋,𝑛) =
𝑓𝑛(𝑋)∫︀

𝐷 𝑓
𝑛(𝑋)𝑑𝑋

, 𝑛 = 1, 2, 3, ... (1.1)

Предполагается, что интеграл
∫︀
𝐷 𝑓

𝑛(𝑋)𝑑𝑋 существует и конечен для
любого конечного 𝑛. Если глобальный максимум функции 𝑓(𝑋) един-
ственный, тогда при 𝑛 → ∞ последовательность (1.1) слабо сходится
к 𝛿-функции, сосредоточенной в точке глобального максимума 𝑓(𝑋).
Поведение плотности вида (1.1) в общем случае может быть сложным,
поэтому авторы работы [4] заменили ее на похожую по свойствам плот-
ность и ввели последовательность, более простую для моделирования:

𝑝(𝑋,𝑛) = 𝐶𝑛𝑓(𝑋)𝑁(𝑋, �̂�𝑚𝑎𝑥,𝑛, �̂�𝑛), 𝑛 = 1, 2, ...;

𝑝(𝑋, 0) = 𝐶0𝑓(𝑋).
(1.2)
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Здесь 𝐶𝑛 – константа нормировки, функция𝑁(𝑋, �̂�𝑚𝑎𝑥,𝑛, �̂�𝑛) – плот-
ность нормального распределения со средним �̂�𝑚𝑎𝑥,𝑛 и матрицей ко-
вариаций �̂�𝑛. Формула (1.2) описывает итерационный процесс поиска;
значение �̂�𝑚𝑎𝑥,𝑛 – оценка точки глобального максимума функции, по-
лученная на предыдущей (𝑛− 1)-й итерации. На этой же итерации оце-
ниваются элементы матрицы ковариаций �̂�𝑛, которая учитывает свой-
ства функции 𝑓(𝑋). Понятно, что последовательность средних �̂�𝑚𝑎𝑥,𝑛

сходится при 𝑛→ ∞ к точке глобального максимума 𝑓(𝑋).
Недостатком этого метода является необходимость разложения мат-

рицы �̂�𝑛 на произведение двух треугольных матриц порядка 𝑠2 для
моделирования нормальной плотности𝑁(𝑋, �̂�𝑚𝑎𝑥,𝑛, �̂�𝑛) на каждом эта-
пе поиска. Кроме того, дополнительные трудности могут возникнуть в
случае, когда ковариационная матрица близка к вырожденной.

В работе [13] доказывается лемма, на основании которой строится
генетический алгоритм, использующий нормальное распределение без
вычисления и разложения ковариационной матрицы, которая эволюци-
онирует от поколения к поколению. Этот метод был успешно применен
при решении некоторых задач, например, задачи оптимизации динами-
ки пучка в линейном ускорителе, которая была сведена к минимизации
критерия качества в области пространства параметров размерности 84
[1; 20]. Однако может возникнуть ситуация, когда с увеличением но-
мера поколения пробных точек эллипсоид рассеяния соответствующего
нормального распределения быстро стягивается в точку и поиск прак-
тически не происходит. В данной работе предлагается существенная
модификация этого алгоритма, позволяющая избежать стягивания в
точку эллипсоида рассеяния и получения локального экстремума вме-
сто глобального.

Модифицированный генетический алгоритм применяется при реше-
нии задачи оценки параметров нелинейной регрессии, численные ре-
зультаты подтверждают полезность введенных модификаций.

Уточнить результат глобального поиска можно при использовании
направленных методов. При решении задачи оценки параметров функ-
ции регрессии применяются и сравниваются два известных метода: гра-
диентный спуск и метод импульса [17].

2. Генетический стохастический алгоритм

Будем рассматривать задачу отыскания точки экстремума положи-
тельной ограниченной кусочно-непрерывной функции 𝑓(𝑋), заданной в
ограниченной области 𝐷 ⊂ 𝐸𝑠. Предположим, что речь идет о глобаль-
ном минимуме, который достигается в единственной точке 𝑋𝑚𝑖𝑛 ∈ 𝐷:

𝑓(𝑋𝑚𝑖𝑛) = min
𝑥∈𝐷

𝑓(𝑋) (2.1)

Известия Иркутского государственного университета.
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Понятно, что задачу поиска максимума функции легко свести к зада-
че поиска минимума, заменяя, например, исходную функцию на 1/𝑓(𝑋).
Общая идея адаптивных методов состоит в организации последова-
тельного выбора точек так, чтобы они сгущались в окрестности точки
минимума. Рассмотрим способ построения последовательности поколе-
ний пробных точек, предложенный в работе [13]. Алгоритм состоит из
ряда этапов.

Нулевой этап. Если мы не имеем специальных априорных сведений
о расположении 𝑋𝑚𝑖𝑛 и поведении функции 𝑓(𝑋), проведем сканиро-
вание области 𝐷, используя равномерное распределение, и вычислим
значения 𝑓(𝑋) в точках сканирования. Пусть 𝑁0 — число пробных
точек, составляющих нулевое поколение. Выберем среди них 𝑚 «луч-
ших» точек 𝑋1, 𝑋2, ..., 𝑋𝑚, соответствующих наименьшим значениям
целевой функции, и найдем точку минимума 𝑋(0)

𝑚𝑖𝑛 в нулевом поколении
(«наилучшую» пробную точку):

𝑋
(0)
𝑚𝑖𝑛 = arg min

𝑋1,...,𝑋𝑁0

𝑓(𝑋) : 𝑓(𝑋
(0)
𝑚𝑖𝑛) = 𝑓(𝑋1) < 𝑓(𝑋2) < ... < 𝑓(𝑋𝑚).

k-й этап. Осуществляется моделирование 𝑁𝑘 пробных точек 𝑘-го
поколения по формулам:

𝑍𝑗 =
1

𝑚

𝑚∑︁
𝑖=1

𝜂
(𝑖)
𝑗 (𝑋𝑖 − �̄�) + �̄�, 𝑗 = 1, 𝑁𝑘 (2.2)

при использовании «лучших» точек 𝑋1, 𝑋2, ..., 𝑋𝑚 предыдущего поко-
ления. В формуле (2.2)

�̄� =
1

𝑚

𝑚∑︁
𝑖=1

𝑋𝑖 = (�̄�(1), ..., �̄�(𝑠)),

𝜂
(𝑖)
𝑗 , 𝑖 = 1,𝑚, 𝑗 = 1, 𝑁𝑘 - независимые стандартные нормальные случай-
ные величины, причем

𝑀𝜂
(𝑖)
𝑗 = 0,𝑀(𝜂

(𝑖)
𝑗 )2 = 1,𝑀(𝜂

(𝑖)
𝑗 𝜂

(𝑙)
𝑗 ) = 0, (𝑖 ̸= 𝑙), 𝑖 = 1,𝑚, 𝑗 = 1, 𝑁𝑘. (2.3)

После этого выбираются 𝑚 «лучших» точек 𝑍1, 𝑍2, ..., 𝑍𝑚 𝑘-го поко-
ления и определяется точка 𝑍(𝑘)

𝑚𝑖𝑛 минимума в 𝑘-м поколении («наилуч-
шая» пробная точка):

𝑍
(𝑘)
𝑚𝑖𝑛 = arg min

𝑍1,...,𝑍𝑁𝑘

𝑓(𝑋), 𝑓(𝑍
(𝑘)
𝑚𝑖𝑛) = 𝑓(𝑍1) < 𝑓(𝑍2) < ... < 𝑓(𝑍𝑚).

После замены 𝑍 на 𝑋 осуществляется переход к следующей итера-
ции.
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Оценка матрицы ковариаций нормального распределения 𝑘-го
поколения имеет следующий вид:

𝐶(𝑍𝑗) = ‖ 1

𝑚

𝑚∑︁
𝑖=1

(𝑥
(𝛼)
𝑖 − �̄�(𝛼))(𝑥

(𝛽)
𝑖 − �̄�(𝛽))‖𝑠𝛼,𝛽=1, (2.4)

где

�̄�(𝛼) =
1

𝑚

𝑚∑︁
𝑘=1

𝑥
(𝛼)
𝑘 , �̄�(𝛽) =

1

𝑚

𝑚∑︁
𝑘=1

𝑥
(𝛽)
𝑘 .

Действительно, ковариационная матрица случайного вектора 𝑍𝑗 на-
ходится по формуле:

𝐶(𝑍𝑗) = 𝐶𝑜𝑣𝑍𝑗 =𝑀((𝑍𝑗 −𝑀𝑍𝑗)
𝑇 (𝑍𝑗 −𝑀𝑍𝑗)).

Математическое ожидание 𝑀𝑍𝑗 в силу (2.2), (2.3) получим в виде:

𝑀𝑍𝑗 =
1

𝑚

𝑚∑︁
𝑖=1

(𝑀𝜂
(𝑖)
𝑗 )(𝑋𝑖 − �̄�) + �̄� = �̄�.

Тогда

𝑍𝑗 −𝑀𝑍𝑗 =
1

𝑚

𝑚∑︁
𝑖=1

𝜂
(𝑖)
𝑗 (𝑋𝑖 − �̄�). (2.5)

С учетом (2.2), (2.3), (2.5) имеем:

(𝐶𝑜𝑣(𝑍𝑗))
(𝛼,𝛽) =

1

𝑚2

𝑚∑︁
𝑖=1

𝑚∑︁
𝑙=1

𝑀(𝜂
(𝑖)
𝑗 𝜂

(𝑙)
𝑗 )(𝑥

(𝛼)
𝑖 − �̄�(𝛼))(𝑥

(𝛽)
𝑙 − �̄�(𝛽)) =

=
1

𝑚

𝑚∑︁
𝑖=1

(𝑥
(𝛼)
𝑖 − �̄�(𝛼))(𝑥

(𝛽)
𝑖 − �̄�(𝛽)), 𝛼, 𝛽 = 1, 𝑠.

Полученные результаты позволяют сделать следующие выводы.
1. Параметры нормального распределения 𝑘-го поколения оценива-

ются средним �̄� и ковариационной матрицей (2.4), элементы которой
зависят только от «лучших» пробных точек предыдущего поколения.

2. Способ моделирования (2.2) случайного вектора 𝑍𝑗 позволяет не
вычислять и не хранить матрицу ковариаций, что затруднительно при
большой размерности пространства. Не требуется разложения матрицы
ковариаций, например, на треугольные (что может быть сложно, если
матрица 𝐶 близка к вырожденной).

3. Способ построения пробных точек по формуле (2.2) обеспечивает
возможность эволюции ковариационной матрицы.
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Сходимость метода для случая унимодальной функции доказана в
работе [13].

3. Модификация метода

Вернемся к формуле (2.2) построения нового поколения точек и рас-
смотрим способ адаптации ковариационной матрицы.

Замечание 1. Вместо вектора �̄� эффективнее использовать вектор
𝑋

(𝑘−1)
min , соответствующий минимальному значению 𝑓(𝑋) на (𝑘 − 1)-ом

этапе.
Замечание 2. С увеличением номера этапа поиска эллипсоид рас-

сеяния нормально распределенных векторов 𝑍𝑗 может быстро стяги-
ваться в точку, при этом поиск практически не происходит. Поэтому
предлагается следующая модификация.

1. На каждом этапе будем домножать стандартные нормально рас-
пределенные величины 𝜂

(𝑖)
𝑗 , 𝑖 = 1,𝑚, 𝑗 = 1, 𝑁𝑘 в соотношении (2.2)

на некоторую константу 𝜎. При этом случайные величины 𝜎𝜂
(𝑖)
𝑗 , 𝑖 =

1,𝑚, 𝑗 = 1, 𝑁𝑘 имеют уже среднее квадратическое отклонение 𝜎. Прак-
тика показывает, что эта константа может зависить от номера этапа:
𝜎 = 𝜎(𝑘). Среднее квадратическое отклонение 𝜎(𝑘) можно выбрать
так, чтобы эллипсоид рассеяния векторов 𝑍𝑗 , 𝑗 = 1, 𝑁𝑘 покрывал значи-
тельную часть области 𝐷. Для каждой целевой функции 𝑓(𝑋) подбор
величины 𝜎(𝑘) индивидуален.

2. При моделировании будем разбивать совокупность векторов 𝑍𝑗 ,

𝑗 = 1, 𝑁𝑘 на две группы, содержащие𝑁 (1)
𝑘 и𝑁 (2)

𝑘 векторов соответствен-
но, 𝑁 (1)

𝑘 + 𝑁
(2)
𝑘 = 𝑁𝑘. Для первой группы будем применять константу

𝜎(1)(𝑘), а для второй – 𝜎(2)(𝑘), 𝜎(1)(𝑘) ̸= 𝜎(2)(𝑘). Формулы моделирова-
ния пробных точек 𝑘-го поколения примут вид:

𝑍𝑗 =
𝜎(1)(𝑘)

𝑚

𝑚∑︁
𝑖=1

𝜂
(𝑖)
𝑗 (𝑋𝑖 −𝑋

(𝑘−1)
𝑚𝑖𝑛 ) +𝑋

(𝑘−1)
𝑚𝑖𝑛 , 𝑗 = 1, 𝑁

(1)
𝑘 ,

𝑍𝑗 =
𝜎(2)(𝑘)

𝑚

𝑚∑︁
𝑖=1

𝜂
(𝑖)
𝑗 (𝑋𝑖 −𝑋

(𝑘−1)
𝑚𝑖𝑛 ) +𝑋

(𝑘−1)
𝑚𝑖𝑛 , 𝑗 = 1, 𝑁

(2)
𝑘 .

(3.1)

Затем из 𝑁 (1)
𝑘 полученных проб выбираются 𝑚1 «лучших» значе-

ний аргумента, из 𝑁 (2)
𝑘 проб – 𝑚2 «лучших» значений аргумента, при-

чем 𝑚1 + 𝑚2 = 𝑚. После замены обозначения 𝑍 на 𝑋 имеем набор
𝑋1, 𝑋2, ..., 𝑋𝑚 отобранных пробных точек для организации следующего
этапа поиска.

Данная модификация метода позволяет увеличить объем эллипсоида
рассеяния нормального распределения каждого поколения так, чтобы
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он покрывал достаточную часть области поиска. Тем самым удается
избежать быстрого сжатия эллипсоида и фактического прекращения
поиска. Использование различных констант 𝜎(1)(𝑘) ̸= 𝜎(2)(𝑘) в форму-
лах (3.1) может рассматриваться как своего рода мутация в популяции
пробных точек. Это позволяет иметь подходящее количество проб как
вблизи 𝑋(𝑘−1)

𝑚𝑖𝑛 , так и на отдалении от этой точки.
Для уточнения результатов поиска при использовании генетического

стохастического алгоритма могут использоваться направленные мето-
ды. Приведем два примера таких методов.

4. Используемые направленные методы

Рассмотрим задачу минимизации целевой функции 𝑓(Θ), где Θ –
вектор параметров:

min
Θ
𝑓(Θ)

Предполагаем, что градиент ▽𝑓(Θ) целевой функции может быть
рассчитан или оценен.

Самым простым подходом к минимизации является градиентный
спуск [16] (GD – Gradient Descent). Пусть 𝑡 – номер итерации, Θ𝑡 —
соответствующий вектор параметров. Шаг метода градиентного спуска:

Θ𝑡+1 = Θ𝑡 + 𝑣𝑡, где 𝑣𝑡 = −𝛼𝑡 ▽ 𝑓(Θ𝑡),

𝛼𝑡 — параметр метода (называемый скоростью обучения). Если 𝑓(Θ)
является выпуклой и удовлетворяет условию Липшица, то 𝑓(Θ𝑡) схо-
дится к оптимальному значению 𝑓𝑚𝑖𝑛 как 1/𝑡 [16]. Градиентный спуск
популярен, однако альтернативные методы, такие как метод импульса
(MOM), могут привести к значительно более быстрой сходимости к
точке минимума.

Рассмотрим импульсный метод или метод моментов (MOM) [17].
Шаг метода выглядит следующим образом:

Θ𝑡+1 = Θ𝑡 + 𝑣𝑡+1, где 𝑣𝑡+1 = 𝜇𝑡𝑣𝑡 − 𝛼𝑡 ▽ 𝑓(Θ𝑡).

Здесь 𝛼𝑡 — скорость обучения (шаг спуска), 𝜇𝑡 ∈ [0,1] — параметр им-
пульса. В отличие от классического градиентного спуска, данный метод
пытается сохранить продвижение в том же направлении, предотвра-
щая колебания. Хорошо известно, что GD может сильно замедлиться и
иметь зигзагообразный путь оптимизации, если целевая функция имеет
гребни. Импульс может облегчить путь к оптимизации, так как ком-
пенсирует направления подъема и направления, в которых градиент
быстро меняется.
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Генетический алгоритм в сочетании с направленными методами GD
и MOM использован в задаче выбора параметров функции регрессии.
Отметим, что такие задачи возникают при анализе результатов экспе-
римента в различных областях науки: в математике, физике, химии,
биологии и других.

5. Оценка параметров нелинейной параметрической
регрессии

Рассмотрим экспоненциальную регрессию

𝜂(𝑥,Θ) = 𝛽1 exp(−𝜆1𝑥) + 𝛽2 exp(−𝜆2𝑥) (5.1)

с вектором параметров Θ = (𝛽1, 𝜆1, 𝛽2, 𝜆2) размерности 𝑠 = 4. Пусть
вектор 𝑦 = (𝑦1, ..., 𝑦𝐼) является результатом наблюдений эксперимен-
та в заданных точках 𝑥𝑖, 𝑖 = 1, 𝐼, где 𝐼 > 0 — заданное число; век-
тор 𝑥 = (𝑥1, . . . , 𝑥𝐼) — регрессионный план. Будем оценивать вектор
Θ параметров функции регрессии (5.1), используя метод наименьших
квадратов:

Θ̂ = arg min
Θ∈𝑃⊂𝐸𝑠

𝐼∑︁
𝑖=1

(𝑦𝑖 − 𝜂(𝑥𝑖,Θ))2.

Здесь 𝑃 — некоторое множество из пространства 𝐸𝑠. Итак, имеем
задачу поиска глобального минимума функции

𝑓(Θ) = Σ𝐼
𝑖=1(𝑦𝑖 − 𝜂(𝑥𝑖,Θ))2. (5.2)

При заданных плане 𝑥 = (𝑥1, . . . , 𝑥𝐼) и векторе результатов наблюде-
ний 𝑦 = (𝑦1, ..., 𝑦𝐼) функция (5.2) зависит только от 4-мерного вектора
параметров Θ = (𝛽1, 𝜆1, 𝛽2, 𝜆2) ∈ 𝑃 ⊂ 𝐸𝑠. Несмотря на кажущуюся
простоту, функция (5.2) является многоэкстремальной, и задача поиска
ее глобального минимума достаточно сложна [9; 18].

Представим для этой задачи числовые данные и результаты глобаль-
ного поиска, полученные при использовании модифицированного гене-
тического алгоритма (MGA) в сочетании с направленными методами
(GD и МОМ).

6. Численные результаты

Данные эксперимента. Заданный план 𝑥 = (𝑥1, . . . , 𝑥𝐼) и вектор
𝑦 = (𝑦1, . . . , 𝑦𝐼) результатов наблюдений для 𝐼 = 14 представлены в
табл. 1. Вектор 𝑦 был имитирован по формуле:

𝑦𝑖 = 𝜂(𝑥𝑖, Θ̄) + 𝜖𝑖.
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Здесь Θ̄=(20.0, 0.43, 70.0, 1.27) — заданный вектор параметров; 𝜖𝑖, 𝑖 =
1, 𝐼 — случайные ошибки измерений — независимые, нормально распре-
деленные и центрированные величины:

𝑀𝜖𝑖 = 0,𝑀𝜖𝑖𝜖𝑗 = 0, 𝑖 ̸= 𝑗,𝐷𝜖𝑖 =𝑀𝜖2𝑖 = 𝜐2, 𝑖, 𝑗 = 1, 𝐼.

Для рассматриваемой задачи 𝜐 = 0.02.

Таблица 1
Регрессионный план и вектор результатов наблюдений

𝑖 1 2 3 4 5 6 7
𝑥𝑖 0.07 0.11 0.14 0.18 0.24 0.27 0.38
𝑦𝑖 88.44 79.95 77.43 74.20 6.63 67.48 60.22
𝑖 8 9 10 11 12 13 14
𝑥𝑖 0.43 0.44 0.50 0.65 0.96 1.28 1.65
𝑦𝑖 57.17 56.56 53.24 45.80 33.92 25.31 18.48

Значения параметров функции регрессии (5.1) принадлежат компак-
ту 𝑃 :

Θ ∈ 𝑃 = {5.0 ≤ 𝛽𝑖 ≤ 100; 0.075 ≤ 𝜆𝑖 ≤ 1.925, 𝑖 = 1, 2}.

Параметры генетического алгоритма.
Число особей в каждом поколении: 𝑁𝑘 = 1000; 𝑘 — номер поколения.
Число «лучших» точек в каждом поколении: 𝑚 = 20.
Количество пробных точек в группах: 𝑁 (1)

𝑘 = 𝑁𝑘/4, 𝑁
(2)
𝑘 = 3𝑁𝑘/4.

Постоянные множители в формулах (3.1): 𝜎(1)(𝑘)=1, 𝜎(2)(𝑘)=2𝑘
√
𝑘.

Число «лучших» точек в каждой группе: 𝑚1 = 𝑚/2,𝑚2 = 𝑚/2.
Критерий останова поиска: 𝜖 = 10−5; если 𝑓𝑚𝑖𝑛(𝑘 − 1)− 𝑓𝑚𝑖𝑛(𝑘) ≤ 𝜖,

поиск прекращается. Здесь 𝑓𝑚𝑖𝑛(𝑘) — минимальное значение функции
(5.2), полученное на 𝑘-й итерации.

Результаты оптимизации. Представим графики, иллюстрирую-
щие работу генетического алгоритма. При использовании алгоритма
без модификаций область расположения пробных точек быстро сжи-
мается с ростом номера поколения (см. рис. 1). На плоскости (𝜆1, 𝜆2)
представлены пять поколений пробных точек (𝑘 = 0, 1, 2, 3, 4). Уже при
𝑘 = 3 область просмотра практически стягивается в точку.

На рис. 2 представлен результат применения модифицированного
генетического алгоритма (MGA). На плоскости (𝜆1, 𝜆2) также показаны
пять поколений пробных точек. Область, занимаемая популяцией, в
данном случае не сжимается с ростом номера поколения. Модифика-
ция дает возможность получать на каждом этапе поиска достаточно
обширную область просмотра.
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Рис. 1. Генетический алгоритм без модификаций: пять поколений пробных
точек (𝑘=0,1,2,3,4) представлены соответственно голубым, оранжевым,

желтым, фиолетовым и зеленым цветами.

Рис. 2. Алгоритм MGA: пять поколений пробных точек (𝑘=0,1,2,3,4)
представлены соответственно голубым, оранжевым, желтым, фиолетовым и

зеленым цветами.

Результаты работы модифицированного генетического алгоритма и
их уточнение направленными методами показаны на рис. 3. На горизон-
тальной оси цифрами отмечены номера (𝑘) этапов минимизации: итера-
ций метода MGA и шагов направленных методов. По вертикальной оси
откладывается минимальное значение целевой функции, полученное
на том или ином этапе. Таким образом, график представляет зависи-
мость 𝑓𝑚𝑖𝑛(𝑘). Синими квадратами отмечены значения 𝑓𝑚𝑖𝑛(5), 𝑓𝑚𝑖𝑛(6),



28 Д. А. ОВСЯННИКОВ, Л. В. ВЛАДИМИРОВА, И. Д. РУБЦОВА и др.

Рис. 3. График зависимости 𝑓𝑚𝑖𝑛(𝑘) при использовании алгоритма MGA
(синие квадраты) в сочетании с методами GD (черные круги) и MOM

(красные звездочки)

полученные на пятой и шестой итерациях алгоритма MGA. Вектор па-
раметров, соответствующий 𝑓𝑚𝑖𝑛 (6), является начальным вектором для
методов GD и MOM. Как видно из графика, использование комбинации
модифицированного генетического алгоритма и направленных методов
оказалось успешным. При этом метод импульса (MOM), использующий
на каждом шаге информацию двух предыдущих шагов, лучше уточняет
решение и является более походящим для данной задачи.

При расчетах использовались следующие параметры направленных
методов. Параметр импульса для метода MOM: 𝜇𝑡 = 0.4. Шаг спуска:
𝛼𝑡 = 4 при 𝑡 = 0 для обоих методов. Далее осуществлялся автомати-
ческий выбор шага для получения релаксационной последовательности
пока 𝛼𝑡 > 0.0001.

В таблице 2 представлены полученные при оптимизации разными
способами значения параметров функции регрессии и соответствующие
значения 𝑓𝑚𝑖𝑛 целевой функции. В строке MGA даны результаты ис-
пользования модифицированного генетического алгоритма без уточне-
ния, в строке MGA+MOM — с уточнением методом импульса, в строке
MGA+GD — с уточнением методом градиентного спуска.

Данные таблицы и графиков подтверждают эффективность рабо-
ты алгоритма MGA. Направленные методы незначительно уточняют
решение.
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Таблица 2
Итоговое сравнение результатов, полученных методом MGA без уточнения, с

уточнением методом MOM и с уточнением методом GD

Параметры функции регрессии
𝛽1 𝜆1 𝛽2 𝜆2 𝑓𝑚𝑖𝑛

MGA 78.5602 1.1983 11.3690 0.2407 0.00861
MGA+MOM 78.5603 1.1979 11.3691 0.2412 0.00784
MGA+GD 78.5602 1.1980 11.3690 0.2407 0.00801

7. Заключение

В работе представлен генетический стохастический алгоритм поис-
ка глобального экстремума и предложена его модификация. Алгоритм
использует нормальное распределение с адаптацией ковариационной
матрицы. Модификация сводится к разбиению популяции на две груп-
пы, при моделировании которых используются нормальные случайные
величины с различными среднеквадратическими отклонениями, хотя
бы одно из которых больше 1. Модификация позволяет осуществить
мутацию популяции и обеспечить на каждой итерации подходящее ко-
личество проб как вблизи центра распределения, так и на периферии.
Это дает возможность избежать слишком быстрого сжатия эллипсоида
рассеяния и получения локального экстремума вместо глобального.

Модифицированный генетический алгоритм успешно применен к ре-
шению многоэкстремальной задачи оценки параметров функции ре-
грессии. Стохастический метод дополнен направленными методами, ко-
торые незначительно уточняют решение. Представленные результаты
подтверждают эффективность предложенной модификации и позволя-
ют выбрать градиентный метод импульса как более подходящий для
локального уточнения экстремума рассматриваемой функции.
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