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Аннотация. Рассматривается задача о построении аналитической классифика-
ции ростков голоморфных резонансных отображений типа Зигеля в размерности
2, а именно полугиперболические отображения общего вида: у таких отображений
один мультипликатор параболический (равен единице), а другой — гиперболиче-
ский (не равен по модулю нулю или единице). В работе выполняется первый этап
построения аналитической классификации методом функциональных инвариантов:
доказана теорема о приводимости ростка к его формальной нормальной форме «по-
луформальными» заменами координат. В качестве формальной нормальной формы
выбран сдвиг за единичное время вдоль седло-узлового векторного поля (формаль-
ной нормальной формы в задаче об аналитической классификации седло-узловых
векторных полей на плоскости).
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Введение

Обозначим через F росток голоморфного отображения 𝐹 :
(︀
C2, 0

)︀
↦→(︀

C2, 0
)︀
. Два ростка F и F̃ будем называть аналитически (формально)

эквивалентными, если найдётся росток голоморфной замены координат
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𝐻 (формальный ряд) такой, что коммутативна диаграмма(︀
C2, 0

)︀ 𝐹→
(︀
C2, 0

)︀
𝐻 ↓ ↓ 𝐻(︀
C2, 0

)︀ 𝐹→
(︀
C2, 0

)︀
Задача о формальной (аналитической) классификации ростков голо-
мофных отображений достаточно хорошо изучена (см. [1–3]). Наиболь-
шие проблемы возникают при исследовании резонансного случая в об-
ласти Зигеля: аналитическая классификация ростков такого типа, как
правило, не совпадает с формальной и имеет так называемые функци-
ональные модули. Метод построения функциональных модулей в таких
задачах был предложен Биркгофом [9] и реализован Ворониным [4] и
Экаллем [10] для ростков одномерных параболических отображений,
касательных к тождественному. В дальнейшем аналогичными метода-
ми была построена аналитическая классификация общих одномерных
резонансных отображений, орбитальная классификация седло-узловых
векторных полей и резонансных сёдел [5; 11–13] и аналитическая клас-
сификация полугиперболических отображений в простейшем случае [8].

Метод состоит в том, чтобы построить сначала формальную клас-
сификацию, а затем исследовать препятствия для аналитической экви-
валентности ростка его формальной нормальной форме (функциональ-
ные инварианты). Таким образом, построение формальной классифи-
кации — это первый шаг к построению аналитической классификации
ростков. Некоторые результаты в исследовании общих полугипербо-
лических отображений на плоскости были получены Уеда [14; 15]. В
частности, им была построена формальная нормальная форма, име-
ющая самый общий полиномиальный вид. Однако такая формальная
нормальная форма не очень удобна для применения метода функцио-
нальных инвариантов. Построенная в данной работе нормальная форма
имеет вид сдвига за единичное время вдоль векторного поля и бо-
лее подходит для реализации программы построения функциональных
инвариантов.

1. Определения и результаты

Росток голоморфного отображения (с изолированной особой точкой)
называют полугиперболическим, если один его мультипликатор пара-
болический (равен единице), а другой — гиперболический (не равен
по модулю нулю или единице). Существует прямая связь в построении
классификации отображений и векторных полей. Например, в качестве
нормальной формы ростков отображений некоторого класса удобно вы-
бирать сдвиг за единичное время вдоль нормальной формы «подхо-
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дящего» класса ростков векторных полей. Для исследования полуги-
перболических отображений «подходящими» являются седло-узловые
векторные поля. Классификацией таких полей в размерности 2 зани-
мались Мартине и Рамис (орбитальная классификация) [12], Воронин
и Мещерякова (аналитическая классификация для типичных случа-
ев) [5], Тессье [13]. Лемма о формальной классификации в работе Тессье
сформулирована так.

Обозначим через 𝜔 векторное поле

𝜔 =

(︂
𝑥𝑘+1 𝜕

𝜕𝑥
+ 𝑦(1 + 𝜇𝑥𝑘)

𝜕

𝜕𝑦

)︂
, 𝑘 ∈ N.

Лемма 1 ( [13], лемма 1). Для любого ростка голоморфного вектор-
ного поля типа седло-узел найдётся такое 𝑘 и такой многочлен 𝑃 (𝑥)
степени 𝑘 (𝑃 (0) = 0), что исходный росток формально эквивалентен
ростку векторного поля вида 𝜔𝑃 (𝑥). При этом два ростка вида 𝜔𝑃 (𝑥)
и 𝜔𝑄(𝑥) формально эквивалентны, если и только если для некоторого
𝜀 такого, что 𝜀𝑘 = 1 выполнено: 𝑃 (𝜀𝑥) = 𝑄(𝑥).

Аналогичный результат описан в замечании 4.31 [6]. Однако полино-
миальные нормальные формы плохо интегрируются. Поэтому для клас-
сификации отображений воспользуемся эквивалентной рациональной
формальной нормальной формой:

𝜔𝑘
𝑎𝜆𝐵=𝑣(𝑥) 𝜕

𝜕𝑥 + 𝑦

(︂
𝜆+

𝑥𝑘𝐵( 1
𝑥)

1+𝑎𝑥𝑘

)︂
𝜕
𝜕𝑦 , где 𝑣(𝑥) =

𝑥𝑘+1

1+𝑎𝑥𝑘 , 𝐵(𝑥) =
𝑘−1∑︀
𝑗=0

𝛽𝑗𝑥
𝑗 ,

Re𝜆 ̸= 0, Im𝜆 ∈ [0, 2𝜋), 𝑎 ∈ C, 𝑘 ∈ N.
(1.1)

Такая формальная нормальная форма седло-узловых векторных полей
в случае 𝑘 = 1 описана в работе Воронина и Мещеряковой [5].

Обозначим через 𝑔1
𝜔𝑘
𝑎𝜆𝐵

сдвиг за единичное время вдоль векторного

поля 𝜔𝑘
𝑎𝜆𝐵. В качестве формальной нормальной формы ростков голо-

морфных полугиперболических отображений в размерности 2 выберем
росток отображения 𝑔1

𝜔𝑘
𝑎𝜆𝐵

.
Отметим, что в работе [7] доказана теорема о формальной класси-

фикации ростков типичных полугиперболических отображений в раз-
мерности 2, когда 𝑘 = 1 (т. е. 𝑣′′(0) ̸= 0), 𝐵(𝑥) = 𝛽).

Назовем симметриями формальной нормальной формы 𝑔1
𝜔𝑘
𝑎𝜆𝐵

сле-
дующие отображения: растяжения (𝑥, 𝑦) ↦→ (𝑥, 𝑝𝑦), 𝑝 ∈ C*; поворота
(𝑥, 𝑦) ↦→ (𝜀𝑥, 𝑦) для некоторого 𝜀 ∈ C такого, что 𝜀𝑘 = 1 и 𝐵(𝑥) = 𝐵(𝜀𝑥);
сдвига 𝑔𝑡𝜔𝑎𝜆𝐵

за время 𝑡 ∈ C.
Из теоремы Адамара – Перрона [1] следует, что гиперболическому

мультипликатору ростка полугиперболического отображения соответ-
ствует голоморфное инвариантное многообразие. Это многообразие мо-
жет быть выпрямлено голоморфной заменой координат до {𝑥 = 0}.
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Обозначим через SH0 класс полугиперболических отображений, инва-
риантное многообразие которых совпадает с {𝑥 = 0}.

Теорема 1. 1. Для любого ростка полугиперболического отображения
F найдётся набор (𝑘, 𝑎, 𝜆,𝐵) такой, что росток F формально эквива-
лентен 𝑔1

𝜔𝑘
𝑎𝜆𝐵

— сдвигу за единичное время вдоль векторного поля 𝜔𝑘
𝑎𝜆𝐵.

2. Если росток F класса SH0, то нормализующая замена координат
может быть выбрана полуформальной (формальной по переменной 𝑥
с коэффициентами, голоморфными по переменной 𝑦 в одной и той же
области).
3. Две формальных нормальных формы 𝑔1

𝜔𝑘
𝑎𝜆𝐵

и 𝑔1
𝜔𝑘
�̃��̃��̃�

формально экви-

валентны если и только если 𝑎 = �̃�, 𝜆 = �̃� и для некоторого 𝜀 ∈ C
такого, что 𝜀𝑘 = 1, выполнено: 𝐵(𝜀𝑥) = �̃�(𝑥).
4. Полуформальная нормализующая замена координат единственна с
точностью до отображения симметрии.

2. Доказательство теоремы о формальной классификации

Без ограничения общности можем считать, что росток F класса SH0.
Представим компоненты отображения 𝐹 в виде ряда Хартогса в круге
𝐷 = {|𝑥| < 𝑟} × {|𝑦| < 𝑅}:

𝐹 (𝑥, 𝑦)=
(︁
𝑎1(𝑦)𝑥+ 𝑎2(𝑦)𝑥

2 + ...+ 𝑎𝑘+1(𝑦)𝑥
𝑘+1 + ..., 𝑏0(𝑦) + 𝑏1(𝑦)𝑥+ ...

)︁
,

где все 𝑎𝑗 и 𝑏𝑗 голоморфны в 𝐷. При этом 𝑏0(0) = 0, 𝑏′0(0) = 𝑒𝜆 и
найдётся такое 𝑘, что выполнено:

𝑎1(0) = 1, 𝑎2(0) = ... = 𝑎𝑘(0) = 0, 𝑎𝑘+1(0) ̸= 0. (2.1)

Шаг 1. Приведение ростка к предварительной нормальной форме
вида 𝐹0(𝑥, 𝑦) = (𝑓(𝑥), 𝑦𝐾(𝑥)).

Предварительная нормализация ростков аналогичного вида рассмат-
ривалась в работе [7] для частного случая 𝑘 = 1. Опишем основные
этапы рассуждения, которые будут аналогичны и в данном общем слу-
чае.

Сужение 𝑓 отображения 𝐹 на прямую {𝑥 = 0}— это гиперболическое
отображение 𝑦 ↦→ 𝑏0(𝑦). По теореме Шрёдера – Кёнигса [6] оно может
быть линеаризовано голоморфной заменой координат. Тем самым без
ограничения общности можем считать, что 𝑏0(𝑦) = 𝑒𝜆𝑦.

Коэффициент 𝑎1 нормализуется заменой координат (𝑥, 𝑦)↦→(𝑝(𝑦)𝑥, 𝑦),

где: 𝑝(𝑦) =
∞∏︀
𝑗=1

𝑎1
(︀
𝑒−𝜆𝑗𝑦

)︀
если Re𝜆 > 0 и 𝑝(𝑦) =

∞∏︀
𝑗=0

𝑎−1
1

(︀
𝑒𝜆𝑗𝑦

)︀
если
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Re𝜆 < 0. Сходимость бесконечных произведений в полидиске 𝐷 обеспе-
чена теоремами комплексного анализа. Таким образом, без ограничения
общности можем считать, что 𝑎1 = 1.

Далее применяется схема доказательства теоремы Пуанкаре – Дюла-
ка [1] последовательного уничтожения нерезонансных членов ряда Хар-
тогса. В аналитическом случае это замены вида

𝐻𝑗 : (𝑥, 𝑦) ↦→ (𝑥, 𝑦) +
(︀
𝑝𝑗+1(𝑦)𝑥

𝑗+1, 𝑞𝑗(𝑦)𝑥
𝑗
)︀
, 𝑗 ≥ 1.

Соответствующие гомологические уравнения

𝑝𝑗+1

(︀
𝑒𝜆𝑦
)︀
− 𝑝𝑗+1(𝑦) = 𝑎𝑗+1(𝑦)

𝑞𝑗(𝑒
𝜆𝑦)− 𝑒𝜆𝑞𝑗(𝑦) = 𝑏𝑗(𝑦)

имеют следующие решения:

𝑝𝑗+1(𝑦) =
∞∑︀
𝑠=1

𝑦𝑠

𝑠!

(︀
𝑒𝜆𝑠 − 1

)︀−1 𝜕𝑠𝑎𝑗+1

𝜕𝑦𝑠 (0);

𝑞𝑗(𝑦) =
∞∑︀

𝑠=0,𝑠 ̸=1

𝑦𝑠

𝑠!

(︀
𝑒𝜆𝑠 − 𝑒𝜆

)︀−1 𝜕𝑠𝑏𝑗
𝜕𝑦𝑠 (0).

При этом ненулевыми (возможно) остаются 𝑎𝑗+1(0) и 𝑏′𝑗(0). Голоморф-
ность 𝑝𝑗+1 и 𝑞𝑗 в круге {|𝑦| < 𝑅} следует из голоморфности 𝑎𝑗+1 и
𝑏𝑗 .

В суперпозиции �̃�𝑁 = 𝐻𝑁 ∘ ... ∘ 𝐻1 происходит стабилизация «мо-
номов» в разложении �̃�𝑁 . То же происходит с нормализуемым отоб-
ражением 𝐹𝑁 = �̃�−1

𝑁 ∘ 𝐹 ∘ �̃�𝑁 . При этом все коэффициенты ряда
Хартогса по-прежнему будут голоморфны в круге {|𝑦| < 𝑅}. Поэтому
ряд �̃� = lim

𝑁→∞
�̃�𝑁 является сходящимся в пространстве формальных

рядов по переменной 𝑥 с голоморфными по 𝑦 в круге {|𝑦| < 𝑅} ко-
эффициентами. �̃� является искомой заменой координат, так как 𝐹𝑁

сходятся к 𝐹0 в том же пространстве формальных рядов.
Коэффициент 𝑎𝑘+1(0) может быть сделан равным единице заменой

координат вида (𝑥, 𝑦) ↦→ (𝑚𝑥, 𝑦) при подходящем значении 𝑚.
С учётом условия (2.1) предварительная формальная нормальная

форма (ПФНФ) имеет вид

𝐹0(𝑥, 𝑦) = (𝑓(𝑥), 𝑦𝐾(𝑥))
где 𝑓(𝑥) = 𝑥+ 𝑥𝑘+1 + 𝑜(𝑥𝑘+1), 𝐾(𝑥) = 𝑒𝜆 + 𝑜(1), 𝑥→ 0.

(2.2)

Шаг 2. Параметры формальной классификации.
Будем искать замену координат 𝐻, сопрягающую ПФНФ 𝐹0 с фор-

мальной нормальной формой (ФНФ) 𝑔1
𝜔𝑘
𝑎𝜆𝐵

где

𝑔1
𝜔𝑘
𝑎𝜆𝐵

(𝑥, 𝑦) =

⎛⎝𝑔1𝑣 , 𝑒𝜆𝑦(︂1

𝑥
𝑔1𝑣

)︂𝛽0

𝑒
−

𝑘−1∑︀
𝑗=1

𝑗−1𝛽𝑗𝑥
−𝑗

(︁
( 1
𝑥
𝑔1𝑣)

−𝑗−1
)︁⎞⎠ . (2.3)

Известия Иркутского государственного университета.
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Подстановкой и прямыми выкладками нетрудно убедиться, что замена
координат вида

(𝑥, 𝑦) ↦→ (𝑝(𝑥), 𝑦𝑞(𝑥)), где 𝑝(0) = 0, 𝑝′(0) ̸= 0, 𝑞(0) ̸= 0 (2.4)

сохраняет вид отображения (2.2). Из теоремы 3.9 [6] следует, что 𝑔1𝑣(𝑥) =
𝑥 + 𝑥𝑘+1 + 𝑜(𝑥𝑘+1), 𝑥 → 0. Поэтому росток ФНФ также вида (2.2).
Таким образом, искомая замена координат может быть выбрана вида
(2.4). Будем строить её, последовательно нормализуя сначала первую
компоненту ПФНФ заменой координат вида 𝑃 (𝑥, 𝑦) = (𝑝(𝑥), 𝑦), а затем
вторую компоненту ПФНФ заменой вида 𝑄(𝑥, 𝑦) = (𝑥, 𝑦𝑞(𝑥)). Тогда
композиция 𝑄 ∘ 𝑃 доставляет искомую замену координат.

Первая компонента ФНФ 𝐹0 является параболическим отображени-
ем. По теореме 4.26 [6] найдётся такое 𝑎 ∈ C и найдётся формальная
замена координат 𝑝, сопрягающая первую компоненту ПФНФ со сдви-
гом 𝑔1𝑣 вдоль векторного поля 𝑣 = 𝑥𝑘+1

1+𝑎𝑥𝑘
𝜕
𝜕𝑥 . Пусть 𝑃 (𝑥, 𝑦) = (𝑝(𝑥), 𝑦),

𝐾𝑝 = 𝐾 ∘ 𝑝. Тогда:

𝐹𝑝 = 𝑃−1 ∘ 𝐹0 ∘ 𝑃 = (𝑔1𝑣 ,𝐾𝑝).

Первая компонента нормализована.
Простыми вычислениями нетрудно убедиться, что ФНФ имеет вид(︁

𝑔1𝑣(𝑥), 𝑒
𝜆𝑦(1 +𝐺(𝑥))

)︁
, (2.5)

где коэффициенты 𝑘-струи отображения 𝐺 выражаются через парамет-
ры 𝛽𝑗 , 𝑗 = 0, 𝑘 − 1 следующим образом:

𝐺′(0) = 𝛽𝑘−1,

𝐺′′(0) = 2𝛽𝑘−2 + 𝛽2𝑘−1,

𝐺(𝑗)(0) = 𝑗!𝛽𝑘−𝑗 + 𝑓 𝑗𝑘(𝛽𝑘−1, ..., 𝛽𝑘−𝑗+1), 𝑗 = 0, 𝑘 − 1, (2.6)

где 𝑓 𝑗𝑘 — полиномы, зависящие от уже известных 𝑏𝑘−𝑗−1, 𝑗 ≥ 2.

Замечание 1. Из (2.6), в частности, следует, что по значениям ко-
эффициентов 𝑘-струи отображения 𝐺 однозначно восстанавливаются
значения параметров 𝐵 формальной нормальной формы 𝑔1

𝜔𝑘
𝑎𝜆𝐵

.

Далее, из (2.6) с учётом замечания 1 следует, что параметры 𝐵 могут
быть подобраны так, что для отображений 𝐾𝑝 и 𝐺 выполнено:

𝐾𝑝(𝑥)− 𝑒𝜆(1 +𝐺(𝑥)) = 𝑜(𝑥𝑘), 𝑥→ 0. (2.7)

Обозначим через 𝑄 замену координат

𝑄(𝑥, 𝑦) = (𝑥, 𝑦𝑞(𝑥)), 𝑞′(0) ̸= 0.
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Тогда

𝑄−1 ∘ 𝐹𝑝 ∘𝑄 =

(︂
𝑔1𝑣 ,

𝑞 ·𝐾𝑝

𝑞 ∘ 𝑔1𝑣
· 𝑦
)︂
.

Замена координат 𝑄 сопрягает 𝐹𝑝 с ФНФ 𝐹0, если выполнено равенство

𝑞 ∘ 𝑔1𝑣
𝑞

=
𝐾𝑝

𝑒𝜆(1 +𝐺)
.

Пусть 𝜙 = ln 𝑞, 𝜓 = ln
𝐾𝑝

𝑒𝜆(1+𝐺)
. Тогда из (2.7) следует, что 𝜓(𝑥) = 𝑜(𝑥𝑘),

𝑥→ 0 и
𝜙 ∘ 𝑔1𝑣 − 𝜙 = 𝜓. (2.8)

Предложение 1. Для любых 𝑎 ∈ C, 𝑘 ∈ N, для любой правой части
𝜓(𝑥) = 𝑜(𝑥𝑘), 𝑥 → 0 существует и единственно решение уравнения
(2.8), такое что 𝜙(0) = 0.

Доказательство. Напомним, что из теоремы 3.9 [6] следует, что 𝑔1𝑣(𝑥) =

𝑥 + 𝑥𝑘+1 + 𝑜(𝑥𝑘+1), 𝑥 → 0. Пусть 𝜓(𝑥) =
∞∑︀

𝑚=𝑘+1

𝜓𝑚𝑥
𝑚, 𝜙(𝑥) =

∞∑︀
𝑛=0

𝜙𝑛𝑥
𝑛.

Подставляя разложения в (2.8), получим:

∞∑︁
𝑛=0

𝜙𝑛(𝑥+ 𝑥𝑘+1 + 𝑜(𝑥𝑘+1))𝑛 −
∞∑︁
𝑛=0

𝜙𝑛𝑥
𝑛 =

∞∑︁
𝑚=𝑘+1

𝜓𝑚𝑥
𝑚

∞∑︁
𝑛=0

𝜙𝑛𝑥
𝑛((1 + 𝑥𝑘 + 𝑜(𝑥𝑘))𝑛 − 1) =

∞∑︁
𝑚=𝑘+1

𝜓𝑚𝑥
𝑚.

Приравнивая коэффициенты при степенях 𝑥𝑗 , 𝑗 = 𝑗 ≥ 𝑘 + 1, получим
бесконечную систему уравнений

𝑗𝜙𝑗 + ... = 𝜓𝑘+𝑗 , 𝑗 ≥ 1,

где многоточием обозначены 𝜙𝑠 с номерами 𝑠, меньшими чем 𝑗. Эти
уравнения могут быть решены последовательно. В совокупности с на-
чальным условием 𝜙(0) = 0 это дает существование и единственность
формального решения уравнения (2.8).

Замечание 2. На самом деле выбор значения 𝜙(0) не влияет на значе-
ния других коэффициентов отображения 𝑄. Если 𝜙(0) = ln 𝑐 ̸= 0, то это
может «поправить» линейная замена координат 𝐿 : (𝑥, 𝑦) ↦→ (𝑥, 𝑐−1𝑦)
(см. шаг 4).

Из построения следует, что 𝑄 ∘ 𝑃 сопрягает 𝐹0 с формальной нор-
мальной формой 𝑔1

𝜔𝑘
𝑎𝜆𝐵

.
Шаг 3. Эквивалентность формальных нормальных форм.
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Пусть 𝐹 = 𝑔1𝜔𝑎𝜆𝐵
и 𝐹 = 𝑔1𝜔�̃��̃��̃�

— эквивалентные формальные нор-
мальные формы. Тогда найдётся формальная замена координат, сопря-
гающая их:

𝐹 ∘𝐻 = 𝐻 ∘ 𝐹 . (2.9)

Так как для 𝐹 и 𝐹 прямые {𝑥 = 0} и {𝑦 = 0} инвариантны, то отобра-
жение 𝐻 будет иметь вид 𝐻(𝑥, 𝑦) = (𝑥ℎ(𝑥, 𝑦), 𝑦𝑔(𝑥, 𝑦)).

Сужаем уравнение (2.9) на {𝑦 = 0}. Введём обозначения: 𝑔0=𝑦𝑔(0, 𝑦),
𝜙 = 𝐹 (0, 𝑦), 𝜙 = 𝐹 (0, 𝑦), тогда:

𝜙 ∘ 𝑔0 = 𝑔0 ∘ 𝜙,

𝑔0(𝑒
𝜆𝑦) = 𝑒�̃�𝑔0(𝑦).

Дифференцируя равенство и подставляя 𝑦 = 0, получим, что 𝑒𝜆 = 𝑒�̃�.
Так как Im𝜆 ∈ [0, 2𝜋), то 𝜆 = �̃�.

Сужение первой компоненты на {𝑦 = 0} является параболическим
отображением. Пусть ℎ0 = 𝑥ℎ(𝑥, 0), 𝑓 = 𝐹 (𝑥, 0), 𝑓 = 𝐹 (𝑥, 0), тогда:

𝑓 ∘ ℎ0 = ℎ0 ∘ 𝑓. (2.10)

Из единственности формальной нормальной формы параболических
отображений следует, что 𝛼 = �̃�.

Сравнивая в (2.10) коэффициенты при степенях 𝑥𝑘+𝑗 , 𝑗 = 1...𝑘, по-
лучим:

(ℎ(0))𝑘 = 1, ℎ′′0(0) = ... = ℎ
(𝑘)
0 (0) = 0. (2.11)

Положим ℎ(0) = 𝜀, тогда 𝜀𝑘 = 1. Сравнивая коэффициенты при моно-
мах 𝑦𝑥𝑗 , 𝑗 = 1, ..., 𝑘 вторых компонент отображения 𝐹 и 𝐹 , с учётом
(2.11) получим, что

𝐵(𝜀𝑥) = �̃�(𝑥).

Замечание 3. Ясно, что верно и обратное утверждение. Формальные
нормальные формы, для которых 𝑎 = �̃�, 𝜆 = �̃� и выполнено послед-
нее равенство, формально эквивалентны: линейная замена координат
(𝑥, 𝑦) ↦→ (𝜀𝑥, 𝑦) переводит одну из них в другую.

Шаг 4. Неединственность формальных нормализующих отображе-
ний.

Пусть 𝐻 и �̃� — полуформальные нормализующие замены координат
для отображения 𝐹 . Соответствующую нормальную форму обозначим
через 𝐹0. Тогда отображение �̂� = �̃�−1 ∘ 𝐻 коммутирует с 𝐹0. Пусть
�̂� = (ℎ, 𝑔). Тогда (см. [2] �̂� имеет вид (2.4), т. е. ℎ = ℎ(𝑥) и 𝑔 = 𝑦𝑞(𝑥)).

Обозначим через 𝜙 сужение второй компоненты нормальной формы
𝐹0 на {𝑥 = 0}. Заметим, что линейное отображение 𝐿 : 𝑦 → 𝑝𝑦 комму-
тирует с 𝜙. Обозначим через 𝑔0 сужение �̂� на {𝑥 = 0}. Тогда 𝐿−1 ∘ 𝑔0
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тоже коммутирует с 𝜙. Выберем 𝑝 таким, чтобы 𝐿−1 ∘ 𝑔0 = 𝑖𝑑. Без
ограничения общности можем считать, что 𝑔0 = 𝑖𝑑.

Заметим, что отображение ℎ коммутирует с первой компонентой
формальной нормально формы — 𝑔1𝑣 (принадлежит централизатору па-
раболического ростка 𝑔1𝑣). Тогда из следствия 6.17 [6] известно, что ℎ
имеет вид 𝜀𝑔𝑡𝑣 для некоторого 𝑡 ∈ C, 𝜀𝑘 = 1. Обозначим через𝐻𝑡 сдвиг за
время 𝑡 вдоль векторного поля 𝜔𝑘

𝑎𝜆𝐵. Тогда 𝐻𝑡 коммутирует с формаль-
ной нормальной формой 𝐹0. Но тогда 𝐻−1

𝑡 ∘ �̂� тоже коммутирует с 𝐹0.
Выберем𝐻𝑡 таким, чтобы его первая компонента «выпрямляла» первую
компоненту отображения �̂�: ℎ−1

𝑡 ∘ ℎ = 𝜀𝑥. Без ограничения общности
можем считать, что ℎ = 𝜀𝑥. Если же для такого 𝜀 также верно, что
𝐵(𝜀𝑥) = 𝐵(𝑥), тогда отображение 𝐸 : (𝑥, 𝑦) → (𝜀𝑥, 𝑦) коммутирует с
ФНФ 𝐹0. Сравнивая коэффициенты вторых компонент при мономах
𝑦𝑥𝑗 , 𝑗 = 1, 𝑘, получим, что 𝐸−1 ∘ �̂� = 𝑖𝑑.

Таким образом, отображения 𝐻 и �̃� совпадают с точностью до отоб-
ражений симметрий.

Теорема доказана.

Заключение

Доказанная теорема о формальной классификации является первым
этапом построения аналитической классификации методом функцио-
нальных модулей. Из нее следует, что если в качестве замены координат
выбрать частичную сумму полуформального нормализующего ряда,
то такое (голоморфное) отображение сопрягает исходный росток с его
формальной нормальной формой с необходимой заданной точностью.

Как уже было показано в [8], выбор формальной нормальной фор-
мы в виде сдвига за единичное время вдоль векторного поля позволя-
ет впоследствии простым путем получить необходимые и достаточные
условия включаемости в поток. И тем самым установить связь между
аналитическими классификациями отображений и векторных полей.
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About Formal Normal Form of the Semi-Hyperbolic Maps
Germs on the Plane

P. A. Shaikhullina

Chelyabinsk State University, Chelyabinsk, Russian Federation

Abstract. There are consider the problem of constructing an analytical classi-
fication holomorphic resonance maps germs of Siegel-type in dimension 2. Namely,
semi-hyperbolic maps of general form: such maps have one parabolic multiplier (equal
to one), and the other hyperbolic (not equal in modulus to zero or one). In this paper,
the first stage of constructing an analytical classification by the method of functional
invariants is carried out: a theorem on the reducibility of a germ to its formal normal form
by ¡¡semiformal¿¿ changes of coordinates is proved. The one-time shift along the saddle-
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node vector field (the formal normal form in the problem of the analytical classification
of saddle-node vector fields on a plane) is chosen as the formal normal form.

Keywords: semi-hyperbolic maps, formal classification, analytical classification.

References

1. Arnold V.I. Ordinary differential equations, Encyclopaedia Math. Sci., 1988, vol.
1, p. 1-148.

2. Bruno A.D. Analytical form of differential equations (I). Trans. Moscow Math.
Soc., 1971, vol. 25, pp. 131-288.

3. Bruno A.D. Analytical form of differential equations (II). Trans. Moscow Math.
Soc., 1972, vol. 26, pp. 199-239.

4. Voronin S.M. Analytic classification of germs of conformal mappings (C, 0) →
(C, 0) with identity linear part. Functional Analysis and Its Applications, 1981,
vol. 15, no. 1, pp. 1-17. https://doi.org/10.1007/BF01082373 (in Russian)

5. Voronin S.M., Mescheryakova Yu.I. Analytic classification of germs of holomorphic
vector fields with a degenerate elementary singular point. Izv. Vyssh. Uchebn.
Zaved. Mat., 2001, vol. 46, no. 1, pp. 11-14. (in Russian)

6. Il’yashenko Yu.S., Yakovenko S.Yu. Lectures of analytic differential equations.
Moscow, MTCNMO Publ., 2007, 428 p. (in Russian)

7. Shaikhullina P.A. Formal classification of the typical semi-hyperbolic maps germs.
Matematicheskie zametki SVFU, 2015, vol. 22, no. 4, pp. 79-90.(in Russian)

8. Shaikhullina P.A. Analytical classification of the simplest semi-hyperbolic maps
germs. PhD thesis. Vladimir, 2020. (in Russian)

9. Birkhoff G.D. Collected mathematical papers, vol. 1. N. Y., Amer. Math. Soc.,
1950, 754 p.

10. Ecalle J. Sur les fonctions resurgentes. Orsay, France, Universite? de Paris-Sud,
De?partement de Mathe?matique, 1981.

11. Martinet J., Ramis J.P. Probl‘eme de modules pour des ’equations diff’erentielles
non lin’eaires du premier ordre. Inst. Hautes ’Etudes Sci. Publ. Math., 1982, vol.
55, pp. 63-164. https://doi.org/10.1007/BF02698695

12. Martinet J., Ramis J.P. Classification analytique des équations différentielles non
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