
ДИНАМИЧЕСКИЕ СИСТЕМЫ И ОПТИМАЛЬНОЕ
УПРАВЛЕНИЕ

DYNAMIC SYSTEMS AND OPTIMAL CONTROL

Серия «Математика»
2021. Т. 37. С. 3—16

Онлайн-доступ к журналу:
http://mathizv.isu.ru

И З В Е С Т И Я
Иркутского

государственного
университета

УДК 517.977
MSC 49J15, 49M25
DOI https://doi.org/10.26516/1997-7670.2021.37.3

Решение линейно-квадратичной задачи
оптимального управления на основе
конечномерных моделей

В.А.Срочко1, Е. В.Аксенюшкина2, В. Г.Антоник1
1 Иркутский государственный университет, Иркутск, Российская
Федерация
2 Байкальский государственный университет, Иркутск, Российская
Федерация

Аннотация. Рассматривается линейно-квадратичная задача оптимального управ-
ления со знаконеопределенными матрицами и двусторонним ограничением на управ-
ление. В задаче также присутствует параметр регуляризации при квадрате управле-
ния в функционале. Приближенное решение задачи проводится на подмножествах
допустимых управлений, которые оформляются с помощью линейных комбинаций
специальных функций с ориентацией на структуру оптимального управления в си-
лу принципа максимума. В результате такой процедуры получена конечномерная
задача квадратичной оптимизации с двусторонним ограничением на переменные.
Установлены следующие соотношения между вариационной задачей и ее конечно-
мерной моделью: свойство выпуклости линейно-квадратичной задачи сохраняется
для конечномерной модели; невыпуклая линейно-квадратичная задача при опре-
деленном условии на параметр регуляризации (оценка снизу) аппроксимируется
выпуклой квадратичной задачей, которая решается за конечное число операций; спе-
циальная невыпуклая линейно-квадратичная задача с оценкой сверху на параметр
регуляризации переходит в задачу минимизации вогнутой функции на конечном
множестве точек. Выделяется частный случай невыпуклой линейно-квадратичной
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задачи на максимум нормы конечного состояния. Обсуждены возможности реше-
ния конечномерной модели на основе степенного метода с нормировкой. Построены
две процедуры улучшения экстремальных точек конечномерной модели, которые
снижают вычислительные затраты на глобальное решение задачи в рамках метода
линеаризации.

Ключевые слова: линейно-квадратичная задача оптимального управления, конеч-
номерные модели, конечные методы решения.

1. Введение

В теории оптимального управления линейно-квадратичные задачи
(ЛКЗ - линейная система, квадратичный функционал) занимают прио-
ритетное место в силу своей сохраняющейся актуальности как в теоре-
тическом, так и в прикладном отношениях. Спектр возможных постано-
вок и результатов в этой области достаточно широк: классические зада-
чи без ограничений на управление с разрешающим уравнением Рикка-
ти, выпуклые задачи с ограничениями на управление с разрешающими
соотношениями принципа максимума, невыпуклые по функционалу за-
дачи с условиями глобальной оптимальности, линейно-квадратичные
аппроксимации общих нелинейных задач в рамках методов численного
решения [3;5; 7; 9].

В данной работе рассматривается ЛКЗ со знаконеопределенными
матрицами и двусторонними ограничениями на управление. В задаче
также присутствует параметр регуляризации при квадрате управления
в функционале.

Приближенное решение задачи проводится на подмножествах допу-
стимых управлений, которые оформляются с помощью линейных ком-
бинаций специальных функций и реализуют кусочно-линейную аппрок-
симацию кусочно-непрерывных функций с ориентацией на структуру
оптимального управления в силу принципа максимума. В результате
такой процедуры получаем конечномерную задачу квадратичной опти-
мизации с двусторонним ограничением на переменные (гиперкуб).

Установлены следующие взаимосвязи между вариационной ЛКЗ и
ее конечномерной моделью (КМ):

– свойство выпуклости ЛКЗ сохраняется для КМ;
– невыпуклая ЛКЗ при определенном условии на параметр регуля-

ризации (оценка снизу) аппроксимируется выпуклой квадратичной за-
дачей, которая допускает решение за конечное число итераций методом
особых точек;

– специальная невыпуклая ЛКЗ с оценкой сверху на параметр ре-
гуляризации переходит в конечномерную задачу минимизации вогну-
той функции на гиперкубе, которая допускает глобальное решение в
результате специализированного перебора угловых точек.

Известия Иркутского государственного университета.
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Выделяется частный случай невыпуклой ЛКЗ на максимум нормы
конечного состояния. В этой ситуации КМ представляет собой зада-
чу на максимум строго выпуклой квадратичной функции на конечном
множестве точек. В этой формализации основной процедурой улучше-
ния является упрощенный вариант метода условного градиента. Непо-
движные точки метода являются экстремальными для рассматрива-
емой задачи в смысле необходимого условия максимума. Построены
две процедуры улучшения экстремальной точки на основе сравнения
с «соседними» вершинами гиперкуба, что в конечном итоге снижает
вычислительные затраты на глобальное решение задачи.

2. Постановка задачи. Конечномерная аппроксимация

Используя стандартные обозначения 𝑡 ∈ [𝑡0, 𝑇 ], 𝑢(𝑡) ∈ 𝑅, 𝑥(𝑡) ∈ 𝑅𝑛,
рассмотрим задачу на минимум квадратичного функционала

Φ(𝑢) =
1

2
⟨𝑥(𝑇 ), 𝐶𝑥(𝑇 )⟩+ 1

2

∫︁ 𝑇

𝑡0

[⟨𝑥(𝑡), 𝑄(𝑡)𝑥(𝑡)⟩+ 𝑞𝑢2(𝑡)]𝑑𝑡 (2.1)

применительно к фазовой системе

�̇� = 𝐴(𝑡)𝑥+ 𝑏(𝑡)𝑢, 𝑥(𝑡0) = 𝑥0 (2.2)

с двусторонними ограничениями на управление

𝑢(𝑡) ∈ [𝑢−, 𝑢+], 𝑡 ∈ [𝑡0, 𝑇 ]. (2.3)

Отметим необходимые условия:
функции 𝑄(𝑡), 𝐴(𝑡), 𝑏(𝑡) непрерывны на [𝑡0, 𝑇 ];
матрицы 𝐶, 𝑄(𝑡) симметричны, параметр 𝑞 > 0;
множество допустимых управлений образуют кусочно-непрерывные

функции 𝑢(𝑡) с ограничением (2.3).
Согласно принципу максимума оптимальное управление в данной

задаче выражается по формуле

𝑢*(𝑡) =

⎧⎨⎩ 𝑢−, �̄�(𝑡) < 𝑢−,
�̄�(𝑡), �̄�(𝑡) ∈ [𝑢−, 𝑢+],
𝑢+, �̄�(𝑡) > 𝑢+.

(2.4)

Здесь �̄�(𝑡) = 1
𝑞 ⟨𝜓(𝑡, 𝑢*), 𝑏(𝑡)⟩ — максимизирующее управление функции

Понтрягина, 𝜓(𝑡, 𝑢*) — решение сопряженной системы с оптимальной
фазовой траекторией

�̇� = −𝐴(𝑡)𝑇𝜓 +𝑄(𝑡)𝑥(𝑡, 𝑢*), 𝜓(𝑇 ) = −𝐶𝑥(𝑇, 𝑢*).
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Проведем редукцию вариационной задачи (2.1)–(2.3) к конечномер-
ной в рамках метода параметризации допустимых управлений [1; 6]. В
данном случае формула (2.4) для оптимального управления определя-
ет приемлемую аппроксимацию в классе кусочно-линейных функций.
Следуя [10], представим соответствующую формализацию.

Введем на отрезке [𝑡0, 𝑇 ] равномерную сетку Δ узлов 𝑡𝑖 = 𝑡0 + 𝑖ℎ,
𝑖 = 0,𝑚+ 1 с шагом ℎ = 𝑇−𝑡0

𝑚+1 . Выделим промежутки

𝑇0 = [𝑡0, 𝑡1], 𝑇𝑗 = [𝑡𝑗−1, 𝑡𝑗+1], 𝑗 = 1,𝑚, 𝑇𝑚+1 = [𝑡𝑚, 𝑡𝑚+1]

и определим набор опорных функций на [𝑡0, 𝑇 ]

𝜙0(𝑡) =

{︂
1
ℎ(𝑡1 − 𝑡), 𝑡 ∈ 𝑇0,

0, 𝑡 ̸∈ 𝑇0,
𝜙𝑚+1(𝑡) =

{︂
0, 𝑡 ̸∈ 𝑇𝑚+1,

1
ℎ(𝑡− 𝑡𝑚), 𝑡 ∈ 𝑇𝑚+1,

𝜙𝑗(𝑡) =

⎧⎨⎩
1
ℎ(𝑡− 𝑡𝑗−1), 𝑡 ∈ [𝑡𝑗−1, 𝑡𝑗 ],
1
ℎ(𝑡𝑗+1 − 𝑡), 𝑡 ∈ [𝑡𝑗 , 𝑡𝑗+1],

0, 𝑡 ̸∈ 𝑇𝑗 ,
𝑗 = 1,𝑚.

Отметим значения в узловых точках

𝜙𝑗(𝑡𝑖) =

{︂
1, 𝑗 = 𝑖,
0, 𝑗 ̸= 𝑖,

𝑖, 𝑗 = 0,𝑚+ 1.

и взаимосвязь «не соседних» функций

𝜙𝑗(𝑡)𝜙𝑘(𝑡) = 0, 𝑡 ∈ [𝑡0, 𝑇 ], |𝑗 − 𝑘| > 1. (2.5)

Пусть 𝑧 = (𝑧0, ..., 𝑧𝑚+1) — набор параметров (коэффициентов) ли-
нейной комбинации. Сформируем семейство управлений

𝑢(𝑡, 𝑧) =
𝑚+1∑︁
𝑗=0

𝑧𝑗𝜙𝑗(𝑡), 𝑡 ∈ [𝑡0, 𝑇 ]. (2.6)

Это непрерывные, кусочно-линейные функции с угловыми точками 𝑡𝑖
и значениями 𝑢(𝑡𝑖, 𝑧) = 𝑧𝑖, 𝑖 = 0,𝑚+ 1. Следовательно, поточечное
ограничение 𝑢(𝑡, 𝑧) ∈ [𝑢−, 𝑢+], 𝑡 ∈ [𝑡0, 𝑇 ] равносильно покоординатным
условиям 𝑧𝑗 ∈ [𝑢−, 𝑢+], 𝑗 = 0,𝑚+ 1.

Пусть 𝑥(𝑡, 𝑧), 𝑡 ∈ [𝑡0, 𝑇 ] – фазовая траектория, соответствующая уп-
равлению 𝑢(𝑡, 𝑧). В силу линейности системы (2.2) имеет место пред-
ставление

𝑥(𝑡, 𝑧) = 𝑥(𝑡, 0) +

𝑚+1∑︁
𝑗=0

𝑧𝑗𝑥
𝑗(𝑡), 𝑡 ∈ [𝑡0, 𝑇 ], (2.7)

где 𝑥𝑗(𝑡) — решение задачи Коши (опорная траектория)

�̇� = 𝐴(𝑡)𝑥+ 𝑏(𝑡)𝜙𝑗(𝑡), 𝑥(𝑡0) = 0.

Известия Иркутского государственного университета.
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Отметим, что 𝑥𝑗(𝑡) = 0, 𝑡 ∈ [𝑡0, 𝑡𝑗−1], 𝑗 = 2,𝑚+ 1.
Перейдем на уровень функционала (2.1). Используя представление

(2.7), получаем

1

2
⟨𝑥(𝑇, 𝑧), 𝐶𝑥(𝑇, 𝑧)⟩+ 1

2

∫︁ 𝑇

𝑡0

⟨𝑥(𝑡, 𝑧), 𝑄(𝑡)𝑥(𝑡, 𝑧)⟩𝑑𝑡 =

= Φ(0) + ⟨𝑑, 𝑧⟩+ 1

2
⟨𝑧,𝐷𝑧⟩.

Здесь 𝑑 ∈ 𝑅𝑚+2 - вектор с компонентами

𝑑𝑗 = ⟨𝑥𝑗(𝑇 ), 𝐶𝑥(𝑇, 0)⟩+
∫︁ 𝑇

𝑡0

⟨𝑥𝑗(𝑡), 𝑄(𝑡)𝑥(𝑡, 0)⟩𝑑𝑡,

𝐷 ∈ 𝑅(𝑚+2)×(𝑚+2) — симметричная матрица с элементами

𝑑𝑗𝑘 = ⟨𝑥𝑗(𝑇 ), 𝐶𝑥𝑘(𝑇 )⟩+
∫︁ 𝑇

𝑡0

⟨𝑥𝑗(𝑡), 𝑄(𝑡)𝑥𝑘(𝑡)⟩𝑑𝑡.

Согласно представлению (2.6) и свойству (2.5) имеем∫︁ 𝑇

𝑡0

𝑢2(𝑡, 𝑧)𝑑𝑡 =

𝑚+1∑︁
𝑗,𝑘=0

𝑧𝑗𝑧𝑘

∫︁ 𝑇

𝑡0

𝜙𝑗(𝑡)𝜙𝑘(𝑡)𝑑𝑡 =

=
𝑚+1∑︁
𝑗,𝑘=0
|𝑗−𝑘|≤1

𝑧𝑗𝑧𝑘

∫︁
𝑇𝑗

⋂︀
𝑇𝑘

𝜙𝑗(𝑡)𝜙𝑘(𝑡)𝑑𝑡 = ⟨𝑧, 𝐹𝑧⟩.

Здесь 𝐹 ∈ 𝑅(𝑚+2)×(𝑚+2) симметричная, трехдиагональная матрица с
элементами

𝑓𝑗𝑘 =

∫︁
𝑇𝑗

⋂︀
𝑇𝑘

𝜙𝑗(𝑡)𝜙𝑘(𝑡)𝑑𝑡, 𝑗, 𝑘 = 0,𝑚+ 1, |𝑗 − 𝑘| ≤ 1.

Кроме того, отметим, что матрица 𝐹 положительно определена
В совокупности получаем итоговое выражение для функционала

Φ(𝑢) на множестве управлений 𝑢(𝑡, 𝑧)

𝜙(𝑧) = Φ(0) + ⟨𝑑, 𝑧⟩+ 1

2
⟨𝑧, (𝐷 + 𝑞𝐹 )𝑧⟩

вместе с соответствующей (2.1)-(2.3) конечномерной задачей

𝜙(𝑧) → 𝑚𝑖𝑛, 𝑧 ∈ [𝑢−, 𝑢+], (2.8)

Проведем характеризацию задачи (2.8) в части свойств выпуклости-
вогнутости целевой функции в зависимости от условий на матрицы 𝐶,
𝑄(𝑡) и параметр 𝑞 > 0 в исходной постановке (2.1)–(2.3).
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В текущих предположениях (𝐶, 𝑄(𝑡) — знаконеопределенные матри-
цы) матрица 𝐷 также является знаконеопределенной, поэтому 𝜙(𝑧) —
общая квадратичная функция. Следовательно, задача (2.8) является не
выпуклой, и возможности ее глобального решения ограничены.

Однако с учетом положительной определенности матрицы 𝐹 имеет-
ся возможность обеспечить это свойство для матрицы 𝐷 + 𝑞𝐹 за счет
условия на параметр 𝑞.

Получим это условие (оценка снизу), используя экстремальное свой-
ство отношения Рэлея

min
𝑧 ̸=0

⟨𝑧,𝐴𝑧⟩
⟨𝑧, 𝑧⟩

= 𝜆𝑚𝑖𝑛(𝐴),

где 𝜆𝑚𝑖𝑛(𝐴) — минимальное собственное число матрицы 𝐴.
Имеем цепочку соотношений для 𝑧 ̸= 0

⟨𝑧, (𝐷 + 𝑞𝐹 )𝑧⟩
⟨𝑧, 𝑧⟩

=
⟨𝑧,𝐷𝑧⟩
⟨𝑧, 𝑧⟩

+ 𝑞
⟨𝑧, 𝐹𝑧⟩
⟨𝑧, 𝑧⟩

≥

≥ min
𝑧 ̸=0

⟨𝑧,𝐷𝑧⟩
⟨𝑧, 𝑧⟩

+ 𝑞min
𝑧 ̸=0

⟨𝑧, 𝐹𝑧⟩
⟨𝑧, 𝑧⟩

=

= 𝜆𝑚𝑖𝑛(𝐷) + 𝑞𝜆𝑚𝑖𝑛(𝐹 ) ≥ 0.

Поскольку 𝜆𝑚𝑖𝑛(𝐷) < 0 (𝐷 — знаконеопределенная матрица),
𝜆𝑚𝑖𝑛(𝐹 ) > 0 (𝐹 — положительно определенная матрица), то получаем
спектральную оценку снизу для параметра 𝑞

𝑞 ≥ |𝜆𝑚𝑖𝑛(𝐷)|
𝜆𝑚𝑖𝑛(𝐹 )

, (2.9)

которая гарантирует неотрицательную определенность матрицы 𝐷 +
+𝑞𝐹 :

⟨𝑧, (𝐷 + 𝑞𝐹 )𝑧⟩ ≥ 0, 𝑧 ̸= 0.

Тем самым, функция 𝜙(𝑧) приобретает свойство выпуклости.
Таким образом, приходим к заключению: невыпуклая задача (2.1)-

(2.3) при условии (2.9) на выбор параметра 𝑞 аппроксимируется в ко-
нечномерном варианте выпуклой квадратичной задачей (2.8). Такая
задача (тем более с простейшими ограничениями) допускает решение
за конечное число итераций методом особых точек [2; 8].

Выделим случай, когда исходная задача (2.1)–(2.3) является выпук-
лой, т. е. матрицы 𝐶, 𝑄(𝑡) неотрицательно определены (принцип макси-
мума является достаточным условием оптимальности). Тогда матрица
𝐷 ≥ 0 и задача (2.8) сохраняет свойство выпуклости ∀ 𝑞 > 0, что
является позитивным фактором в плане глобального решения.

Рассмотрим, наконец, обратную ситуацию, когда матрицы 𝐶, 𝑄(𝑡)
неположительно определены. Тогда матрица 𝐷 ≤ 0. Возьмем за основу
усиленное условие 𝐷 < 0, т.е. 𝜆𝑚𝑎𝑥(𝐷) < 0.

Известия Иркутского государственного университета.
Серия «Математика». 2021. Т. 37. С. 3–16
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Получим оценку сверху для отношения Рэлея

⟨𝑧, (𝐷 + 𝑞𝐹 )𝑧⟩
⟨𝑧, 𝑧⟩

≤ max
𝑧 ̸=0

⟨𝑧,𝐷𝑧⟩
⟨𝑧, 𝑧⟩

+ 𝑞max
𝑧 ̸=0

⟨𝑧, 𝐹𝑧⟩
⟨𝑧, 𝑧⟩

=

= 𝜆𝑚𝑎𝑥(𝐷) + 𝑞𝜆𝑚𝑎𝑥(𝐹 ) < 0.

Отсюда получаем оценку сверху для параметра

𝑞 <
|𝜆𝑚𝑎𝑥(𝐷)|
𝜆𝑚𝑎𝑥(𝐹 )

, (2.10)

которая обеспечивает условие 𝐷 + 𝑞𝐹 < 0.
Таким образом, при условии (2.10) функция 𝜙(𝑧) является строго

вогнутой. Следовательно, задача (2.8) относительно гиперкуба эквива-
лентна задаче минимизации на множестве его угловых точек

𝜙(𝑧) → 𝑚𝑖𝑛, 𝑧𝑖 = 𝑢− ∨ 𝑢+, 𝑖 = 0,𝑚+ 1.

Такая задача реализуется простым перебором 2𝑚+2 точек. Допу-
стима также специализированная итерационная схема с монотонным
убыванием целевой функции: метод условного градиента с процедурой
улучшения экстремальных точек [10].

Замечание 1. Более общий вариант задачи (2.1)-(2.3) содержит тер-
минальные ограничения - равенства

⟨𝑝𝑖, 𝑥(𝑇 )⟩+ 𝑞𝑖 = 0, 𝑖 = 1, 𝑠.

Параметризация этих условий вполне очевидна

⟨𝑝𝑖, 𝑥(𝑇, 𝑧)⟩ = ⟨𝑝𝑖, 𝑥(𝑇, 0)⟩+
𝑚+1∑︁
𝑗=0

𝑧𝑗⟨𝑝𝑖, 𝑥𝑗(𝑇 )⟩.

В результате получаем расширенный вариант конечномерной зада-
чи (2.8) с дополнительными линейными ограничениями. При этом все
последующие утверждения относительно задачи (2.8) сохраняются.

3. Степенной метод и его интерпретация

Имея в виду дальнейшее применение метода условного градиента,
рассмотрим характерную невыпуклую задачу на максимум нормы ко-
нечного состояния

Φ0(𝑢) =
1

2
⟨𝑥(𝑇 ), 𝑥(𝑇 )⟩ → 𝑚𝑎𝑥



10 В.А.СРОЧКО, Е.В.АКСЕНЮШКИНА, В. Г.АНТОНИК

в условиях (2.2), (2.3) для 𝑥0 = 0, 𝑢− = −1, 𝑢+ = 1.
В данном случае оптимальное управление является кусочно-постоян-

ной функцией со значениями ±1, поэтому соответствующую парамет-
ризацию реализуем в этом классе функций. По аналогии с [6] введем на
отрезке [𝑡0, 𝑇 ] равномерную сетку узлов 𝑡𝑖 = 𝑡0 + 𝑖ℎ, 𝑖 = 0,𝑚 с шагом
ℎ = 𝑇−𝑡0

𝑚 . Определим на [𝑡0, 𝑇 ] опорные функции

𝜒𝑗(𝑡) =

{︂
1, 𝑡 ∈ (𝑡𝑗−1, 𝑡𝑗 ],
0, 𝑡 ̸∈ (𝑡𝑗−1, 𝑡𝑗 ],

сформируем управления

𝑢(𝑡, 𝑦) =

𝑚∑︁
𝑗=1

𝑦𝑗𝜒𝑗(𝑡)

и соответствующие фазовые траектории

𝑥(𝑡, 𝑦) =
𝑚∑︁
𝑗=1

𝑦𝑗𝑥
𝑗(𝑡),

где 𝑥𝑗(𝑡) - решение задачи Коши

�̇� = 𝐴(𝑡)𝑥+ 𝑏(𝑡)𝜒𝑗(𝑡), 𝑥(𝑡0) = 0.

Образуем матрицу 𝑋 ∈ 𝑅𝑛×𝑚 со столбцами 𝑥𝑗(𝑇 ).
Предположим, что 𝑟𝑎𝑛𝑘𝑋 = 𝑚𝑎𝑥 и введем положительно опреде-

ленную матрицу 𝐺 = 𝑋𝑇𝑋 с элементами ⟨𝑥𝑖(𝑇 ), 𝑥𝑗(𝑇 )⟩, 𝑖, 𝑗 = 1,𝑚.
В результате получаем задачу максимизации строго выпуклой квад-

ратичной функции на гиперкубе

𝜙0(𝑦) =
1

2
⟨𝑦,𝐺𝑦⟩ → 𝑚𝑎𝑥, 𝑦𝑖 ∈ [−1; 1], 𝑖 = 1,𝑚.

Рассмотрим соответствующую спектральную задачу

𝜙0(𝑦) → 𝑚𝑎𝑥, ⟨𝑦, 𝑦⟩ = 1 (3.1)

с глобальным решением 𝑦𝑚𝑎𝑥.
Организуем степенной метод с нормировкой

𝑦𝑘+1 =
𝐺𝑦𝑘

||𝐺𝑦𝑘||
, 𝑘 = 0, 1, ...

Как известно [4], при условии неортогональности ⟨𝑦0, 𝑦𝑚𝑎𝑥⟩ ≠ 0 име-
ет место сходимость 𝑦𝑘 → 𝑦𝑚𝑎𝑥, 𝑘 → ∞.

С другой стороны, метод условного градиента с единичным шагом
для задачи (3.1) имеет вид

𝑦𝑘+1 =
▽𝜙0(𝑦

𝑘)

|| ▽ 𝜙0(𝑦𝑘)||
, 𝑘 = 0, 1, ...

Известия Иркутского государственного университета.
Серия «Математика». 2021. Т. 37. С. 3–16
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Поскольку ▽𝜙0(𝑦
𝑘) = 𝐺𝑦𝑘, то указанные методы совпадают. При

этом в силу строгой выпуклости функции 𝜙0(𝑦) выполняется условие
монотонности 𝜙0(𝑦

𝑘+1) ≥ 𝜙0(𝑦
𝑘).

Таким образом, метод условного градиента для невыпуклой задачи
на гиперсфере обеспечивает, вообще говоря, сходимость к глобальному
решению.

Рассмотрим далее задачу максимизация той же функции на множе-
стве угловых точек гиперкуба 𝑦𝑖 ∈ [−1; 1]

𝜙0(𝑦) → 𝑚𝑎𝑥, 𝑦2𝑖 = 1, 𝑖 = 1,𝑚. (3.2)

Сформулируем метод условного градиента в данном случае

𝑦𝑘+1
𝑖 = 𝑠𝑖𝑔𝑛▽𝑖 𝜙0(𝑦

𝑘), 𝑘 = 0, 1, ... (𝑠𝑖𝑔𝑛 0 = ±1), (3.3)

где ▽𝑖 - 𝑖-тая координата градиента.
Свойство монотонности по целевой функции сохраняется. Вопрос о

получении глобального решения в результате перебора (3.3) угловых
точек остается открытым.

4. Улучшение экстремальных точек

Проведем обсуждение процедуры (3.3). Понятно, что

▽𝑖𝜙0(𝑦
𝑘)(𝑦𝑘+1

𝑖 − 𝑦𝑘𝑖 ) ≥ 0, 𝑖 = 1,𝑚,

поэтому
Δ𝑘 = ⟨▽𝜙0(𝑦

𝑘), 𝑦𝑘+1 − 𝑦𝑘⟩ ≥ 0.

Если 𝑦𝑘+1 ̸= 𝑦𝑘, то имеет место строгое возрастание для функции
𝜙0 : 𝜙0(𝑦

𝑘+1)− 𝜙0(𝑦
𝑘) > Δ𝑘.

Пусть для некоторого индекса 𝑖 ∈ {1, ...,𝑚} ▽𝑖𝜙0(𝑦
𝑘) = 0.

Тогда 𝑦𝑘+1
𝑖 = ±1, т.е. всегда можно обеспечить условие 𝑦𝑘+1

𝑖 ̸= 𝑦𝑘𝑖 ,
что влечет за собой свойство увеличения 𝜙0(𝑦

𝑘+1) > 𝜙0(𝑦
𝑘).

Таким образом, условие остановки итерационного перебора (3.3)
𝑦𝑘+1 = 𝑦𝑘 сопровождается неравенствами ▽𝑖𝜙0(𝑦

𝑘) ̸= 0, 𝑖 = 1,𝑚.
Выделим экстремальную (неподвижную) точку отображения (3.3)

𝑦𝑖 = 𝑠𝑖𝑔𝑛▽𝑖 𝜙0(𝑦), ▽𝑖𝜙0(𝑦) ̸= 0, 𝑖 = 1,𝑚

и формализуем две простые процедуры ее улучшения в рамках задачи
(3.2).

Будем использовать формулу приращения целевой функции

𝜙0(𝑦 +Δ𝑦)− 𝜙0(𝑦) = ⟨▽𝜙0(𝑦),Δ𝑦⟩+
1

2
⟨𝑋Δ𝑦,𝑋Δ𝑦⟩,
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в которой матрица 𝑋 составлена из столбцов 𝑥𝑖(𝑇 ), 𝑖 = 1,𝑚.
Организуем процедуру последовательного переключения координат

экстремальной точки 𝑦: 𝑦𝑖 ⇒ −𝑦𝑖, 𝑖 = 1,𝑚 с выбором наилучшего
варианта по приращению целевой функции. В геометрической интер-
претации это соответствует перебору соседних (смежных) относительно
𝑦 угловых точек с выбором наилучшей по значению целевой функции.

Для 𝑖 ∈ {1, ...,𝑚} положим 𝛿𝑦𝑖 = −2𝑦𝑖 (𝑦𝑖 + 𝛿𝑦𝑖 = − 𝑦𝑖) и определим
частное приращение Δ𝑖𝑦 = 𝛿𝑦𝑖𝑒

𝑖, где 𝑒𝑖 ∈ 𝑅𝑚 - 𝑖-тый орт. При этом
▽𝑖𝜙(𝑦)𝛿𝑦𝑖 = −2| ▽𝑖 𝜙(𝑦)|, и формула приращения принимает вид

𝜙0(𝑦 +Δ𝑖𝑦)− 𝜙0(𝑦) = ▽𝑖𝜙0(𝑦)𝛿𝑦𝑖 +
1

2
(𝛿𝑦𝑖)

2⟨𝑥𝑖(𝑇 ), 𝑥𝑖(𝑇 )⟩ =

= 2(−| ▽𝑖 𝜙0(𝑦)|+ ⟨𝑥𝑖(𝑇 ), 𝑥𝑖(𝑇 )⟩).

Определим функцию

𝑔1(𝑦) = max
1≤𝑖≤𝑚

(−| ▽𝑖 𝜙0(𝑦)|+ ⟨𝑥𝑖(𝑇 ), 𝑥𝑖(𝑇 )⟩).

В результате приходим к утверждению.

Лемма 1. Пусть 𝑔1(𝑦) > 0, причем максимум достигается на индек-
се 𝑖1 ∈ {1, ...,𝑚}. Тогда экстремальная точка 𝑦 улучшается переклю-
чением компоненты 𝑖1 :

𝜙0(𝑦 +Δ𝑖1𝑦)− 𝜙0(𝑦) = 2𝑔1(𝑦) > 0.

Следствие 1. Неравенство 𝑔1(𝑦) ≤ 0 есть необходимое условие мак-
симума экстремальной точки 𝑦 в задаче (3.2).

Перейдем к варианту двухкомпонентного переключения, сохраняя
схему реализации при условии 𝑔1(𝑦) ≤ 0 (улучшение в “первом порядке”
не произошло).

Для 𝑖, 𝑗 ∈ {1, ...,𝑚}, 𝑖 < 𝑗 определим частное приращение вектора 𝑦
по компонентам 𝑖, 𝑗:

Δ𝑖,𝑗𝑦 = 𝛿𝑦𝑖𝑒
𝑖 + 𝛿𝑦𝑗𝑒

𝑗 .

Соответствующее приращение функции 𝜙0 принимает вид

𝜙0(𝑦 +Δ𝑖,𝑗𝑦)− 𝜙0(𝑦) = ▽𝑖𝜙0(𝑦)𝛿𝑦𝑖 +▽𝑗𝜙0(𝑦)𝛿𝑦𝑗+

+
1

2
[(𝛿𝑦𝑖)

2⟨𝑥𝑖(𝑇 ), 𝑥𝑖(𝑇 )⟩+ 2𝛿𝑦𝑖𝛿𝑦𝑗⟨𝑥𝑖(𝑇 ), 𝑥𝑗(𝑇 )⟩+

+(𝛿𝑦𝑗)
2⟨𝑥𝑗(𝑇 ), 𝑥𝑗(𝑇 )⟩] = 2[𝑝𝑖(𝑦) + 𝑝𝑗(𝑦) + 2𝑦𝑖𝑦𝑗⟨𝑥𝑖(𝑇 ), 𝑥𝑗(𝑇 )⟩].

Здесь
𝑝𝑘(𝑦) = −| ▽𝑘 𝜙0(𝑦)|+ ⟨𝑥𝑘(𝑇 ), 𝑥𝑘(𝑇 )⟩, 𝑘 = 𝑖, 𝑗.

Известия Иркутского государственного университета.
Серия «Математика». 2021. Т. 37. С. 3–16
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Согласно определению функции 𝑔1(𝑦)

𝑝𝑘(𝑦) ≤ 𝑔1(𝑦) ≤ 0.

Введем функцию

𝑔2(𝑦) = max
𝑖,𝑗=1,𝑚

𝑖<𝑗

(𝑝𝑖(𝑦) + 𝑝𝑗(𝑦) + 2𝑦𝑖𝑦𝑗⟨𝑥𝑖(𝑇 ), 𝑥𝑗(𝑇 )⟩).

Отсюда получаем результат.

Лемма 2. Пусть 𝑔2(𝑦) > 0, причем максимум достигается на паре
индексов 𝑖2, 𝑗2. Тогда экстремальная точка 𝑦 улучшается переключе-
нием пары компонент 𝑖2, 𝑗2 :

𝜙0(𝑦 +Δ𝑖2,𝑗2𝑦)− 𝜙0(𝑦) = 2𝑔2(𝑦) > 0.

Следствие 2. Неравенство 𝑔2(𝑦) ≤ 0 есть необходимое условие мак-
симума экстремальной точки 𝑦 в задаче (3.2).

Замечание 2. Следует отметить, что при подсчете значения 𝑔2(𝑦)
величины 𝑝𝑖(𝑦), 𝑝𝑗(𝑦) уже известны в процессе вычисления 𝑔1(𝑦). Если
улучшение произошло, то полученная точка 𝑦 + Δ𝑖1𝑦 или 𝑦 + Δ𝑖2,𝑗2𝑦
выбирается в качестве начального приближения для следующего цикла
итераций метода условного градиента.

5. Заключение

Приближенное решение линейно-квадратичной задачи оптимального
управления с параметром проводится на основе конечномерной модели,
которая получена в результате кусочно-линейной аппроксимации допу-
стимых управлений. Получены условия на параметр, которые обеспечи-
вают решение конечномерных задач за конечное число итераций. Для
задачи на максимум нормы определены возможности степенного мето-
да с нормировкой и построены процедуры улучшения экстремальных
точек, повышающие уровень эффективности технологии глобального
решения.
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Resolution of a Linear-quadratic Optimal Control Problem
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Abstract. We consider a linear-quadratic optimal control problem with indefinite
matrices and the interval control constraint. The problem also has a regularization
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parameter in the functional. The approximate solution of the problem is carried out
on subsets of admissible controls, which are formed using linear combinations of special
functions with an orientation to the optimal control structure due to the maximum
principle. As a result of this procedure, a finite-dimensional quadratic optimization
problem with the interval constraint on variables is obtained.

The following relations between the variational problem and its finite-dimensional
model are established: the convexity property of the optimal control problem is preserved
for finite-dimensional model; a nonconvex optimal control problem under a certain condi-
tion on the regularization parameter (estimate from below) is approximated by a convex
quadratic problem, which is solved in a finite number of operations;a special non-convex
optimal control problem with an upper bound on the regularization parameter passes into
the problem of minimizing a concave function on a finite set of points. A special case of
a non-convex optimal control problem for the maximum of the norm of the final state
is distinguished. Two procedures for improving the extreme points of finite-dimensional
model are constructed, which reduce the computational costs for the global solution of
the problem within the framework of the linearization method.

Keywords: linear-quadratic optimal control problem, finite-dimensional models,
finite solution methods.
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